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Résumé — Ce travail s’inscrit dans la thématique de la prédiction de la rupture pour les structures
complexes au moyen de modeles matériaux fins. Dans le but de traiter des problémes ou le charge-
ment est induit par un fluide, une extension de la méthode de décomposition de domaine mixte et
multi-échelle utilisée pour le solide est en cours de développement. Dans un premier temps, seul un
probleéme fluide est considéré. Apres décomposition du domaine, une séparation d’échelles sur un
probleme macroscopique permet d’accélérer la convergence de la stratégie itérative de résolution.

Mots clés — Interaction fluide-structure, Décomposition de domaine, Séparation d’échelles.

1 Meéthode de décomposition de domaine pour la partie fluide

1.1 Hypotheses et probleme monolithique

On s’intéresse aux écoulements incompressibles de fluides visqueux, occupant un domaine
Q C R? (ici fixe), dont la frontiere est notée 0Q. Le fluide est soumis a des forces volumiques pb,
et des conditions aux limites en vitesse v, sur d,Q et en effort pf sur la partie complémentaire
d7Q =0Q\ d,Q. Le probleme est formulé de maniere mixte en vitesse et pression, et I’écoulement
est régi par les équations de conservation de masse et de quantité de mouvement, auxquelles
on ajoute la relation de comportement d’un fluide newtonien. Sa formulation faible aboutit au
probleme (1).

Trouver v, p tels que :
B(E)q7zvp):(Q,W)Q—i_(sz)ag vqu (1)

avec B(w7q7!7p) = (E>M)Q + (Vﬂ7m)g - (PvYE)Q - (Q7Y!)Q

Dans I’équation (1), p est la pression divisée par la masse volumique p



1.1.1 Discrétisation par Eléments Finis

La méthode des Eléments Finis, appliquée a la formulation ci-dessus conduit 2 deux sources
potentielles d’instabilités. L’ approximation du terme de convection (vVv) impose d’employer un
technique de stabilisation, ici SUPG [1]. La formulation mixte impose certains choix d’éléments
pour représenter les champs de vitesse et de pression, ici les él€éments sont des triangles, le champ
de vitesse est quadratique et le champ de pression linéaire, ce qui est un élément de Taylor-Hood,
qui est connu pour étre stable [2].

1.2 Partition du domaine

Le domaine Q est séparé a priori en sous-domaines Qr, E € ‘E et interfaces I';,1 € I (Figure 1).
Chaque sous-domaine Qg est soumis a 1’action de son environnement par I’intermédiaire de sa
frontiere 0Q sur laquelle existent une distribution de force F; et de vitesse W . L’interface I'gr
entre Qg et Qg posséde une relation de comportement liant (F g, Fg/) et (Wg, W ). Les champs
de vitesse et de pression sur la sous-structure Qg sont notés v et pg respectivement.

]
e

Figure 1 — Décomposition du domaine

1.3 Stratégie itérative de résolution

La partition du domaine amene a séparer 1’ensemble des équations en deux groupes :

— les équations de Navier-Stokes sur chaque sous-domaine

— les relations de comportement sur les interfaces
La solution du probleme initial est bien entendu atteinte a I’intersection des deux espaces définis
par les groupes d’équations ci-dessus. Ceci conduit a résoudre le probleme de maniere itérative,
en construisant a chaque itération une solution approchée de chaque groupe d’équations. Ainsi,
une itération de la méthode se compose d’une étape pour résoudre le probleme des équations de
la mécanique des fluides sur chaque sous-domaine et d’une étape construisant des distributions
de vitesse et d’effort compatibles avec le comportement des interfaces. Ces deux solutions sont
reliées par des directions de recherche, qui permettent d’obtenir un probleme bien posé a chaque
étape (Figure 2).

Figure 2 — Stratégie itérative de résolution



1.3.1 Criteére de convergence

Le processus itératif est arrété lorsque la qualité de la solution est estimée suffisante, au moyen
d’un indicateur N¢cg mesurant les discontinuités sur les interfaces :

Z W —w'||? Z IF+F'|]?
r W+ W' r|lE—E']?

Ner =/ (Miy +M7)

1.3.2 Etape sur les sous-domaines

En partant d’une solution (W, F) sur les interfaces, on cherche une solution (vg, pg, Wy, F)
sur chacun des sous-domaines, vérifiant :

— les équations de Navier-Stokes sur chaque sous-domaine

— les directions de recherche
Sur le bord de Qg, les directions recherche s’écrivent :

(Fp—Fp) +z(Wg ~Wg)=0 VxecoQp

Soient donc & résoudre dim(‘E) problemes indépendants par sous-domaine, avec des conditions
aux limites mixtes. La non-linéarité due au terme de convection dans les équations de Navier-
Stokes est traitée par un algorithme de Newton-Raphson.

1.3.3 KEtape sur les interfaces

Les interfaces relient les sous-domaines entre eux, ou avec 1’extérieur, par I’intermédiaire de
distributions mixtes d’efforts et de vitesse. Chaque interface interne posséde deux cotés, que I’on
distingue en notant les quantités qu’ils portent (I et [0'. Les interfaces appartenant a la frontiere
du domaine n’ont qu’un seul coté. A I’étape sur les interfaces, les inconnues sont repérées par un
chapeau (ﬁ).

Relations de comportement pour les interfaces Les relations de comportement traduisent
I’équilibre des efforts et la continuité des vitesses sur les interfaces. Elles assurent que la solu-
tion du probleme décomposé est la solution du probleme initial. Elles permettent également de
prendre en compte les interfaces de conditions aux limites. Pour une interface parfaite :

+F =0etW=W

\“m

Directions de recherche Ce sont des parametres de la méthode, elles relient les quantités obte-
nues a I'issue des étapes sur les sous-domaines et sur les interfaces :

F—F—z(W-W)=0

Ce sont des opérateurs agissant sur les champs d’interface, mais ne couplent pas leurs composantes
normales et tangentielles. Pour une interface de normale n, ils peuvent donc s’écrire sous la forme
suivante :

z=zn®n+z(la—n®n)

Ici, deux scalaires (z, et z;) permettent de distinguer une impédance normale et tangente a I’inter-
face.



1.3.4 Exemple : écoulement de Couette plan

Soit I’écoulement (incompressible et stationnaire) d’un fluide visqueux entre deux plans pa-
ralleles distants d’une longueur H, sur une longueur L = n x [, décomposé en n sous-domaines de
dimension n x H. Une vitesse parabolique est imposée en entrée, et la sortie est laissée libre. La
convergence de la stratégie de résolution décrite ci-dessus dépend du nombre de sous-domaines
utilisés, comme le montre la figure 3.
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Figure 3 — Indicateur d’erreur en fonction des itérations sans probléme macro

1.3.5 Introduction d’un probléme macroscopique

Larecherche d’extensibilité numérique (convergence indépendante du nombre de sous-domaines)
pour la méthode de décomposition de domaine motive I’introduction d’un probléme supplémen-
taire, permettant une communication entre I’ensemble des sous-domaines a chaque itération.

L’hypothese d’écoulement incompressible impose, au niveau local :
Vv=0 VMecV

Tout champ a divergence nulle a I’intérieur d’un volume quelconque V possede un flux nul sur le
bord dV de ce méme volume. Ainsi, imposer aux quantités W de respecter la condition d’incom-
pressibilité, exprimée sur la frontiere de chaque sous-domaine permet de construire un probleme
macroscopique posé sur I’ensemble des interfaces :

W-ndS=0 VEEE )
0QE

Séparation d’échelles Les échelles micro et macro sont définies par :

M =0Mp=—— [ O-ndSn

Le probléme macro (2) ne concerne que la partie macro des quantités d’interface, la séparation
d’échelle permet de condenser le probleme sur une seule inconnue par champ. Le gain par rapport
a la résolution du méme probléme sans séparation d’échelle est d’un facteur égal au nombre de
nceuds de I’interface, soit environ Ly /h.



Les équations de direction de recherche peuvent s’écrire, en partie macro :

Y [ G E P - Wi =0 v
EeE’ 90k

Le probleme macro ajoute la contrainte :
/ W-ndS=0 VEEE
Qg

En introduisant un multiplicateur de Lagrange ug sur chaque sous domaine, on obtient : Trouver
FM WM up admissibles tels que :

)} /ag (2 (FM = FM) — (WM —W"))ny - F™* g+ ppn - F*ny =0 v FM*
EcE £

Y [ g WYn=0 Vug
Ecr’ 00k

1.4 Résultats d’extensibilité

La résolution du probleme de 1’écoulement de Couette plan avec probléme macroscopique
montre le gain par rapport a la méthode de décomposition de domaine simple. La convergence du
processus itératif de résolution ne dépend plus du nombre de sous-domaines utilisés dans le calcul,
comme le montre la figure 4.
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Figure 4 — Indicateur d’erreur en fonction des itérations, avec probléme macro

La méthode est ensuite testée sur le probleéme suivant : un domaine carré est constitué de n x n
carrés de coté 0.1m, et on impose une vitesse sur les deux premicres interfaces de la face gauche,
ainsi qu’une pression nulle sur les deux dernieres interfaces de la face de droite. Avec 25, 49 ou
100 sous-domaines la convergence est identique, comme le montre la figure 6. La figure 5 montre
les champs de vitesse et de pression obtenus a différentes itérations dans la configuration 100
sous-domaines. Tres rapidement, I’erreur n’est plus visible a I’oeil nu.

La méthode de décomposition de domaine présentée ici est utilisée pour résoudre la partie
fluide des problemes d’interaction fluide-structure traités, au sein d’'une méthode de couplage type
domaine fictif [5]. Faute de place, la partie couplage n’est pas détaillée ici.



Figure 5 — Champs de pression et de vitesse pour 10 x 10 sous-domaines aux itérations 1, 3, 5, 7
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Figure 6 — Indicateur d’erreur en fonction des itérations
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