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Minimisation de quantiles — application en mécanique
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2 CNRS UMR 5146

Résumé— La coneption d'un treillis en présence d'incertitudes gaussiennes est formulé au
moyen des critéres du quantile de son volume et de son taux de fiabilité. Les estimations de ces
critéres sont réalisées par simulation de Monte Carlo sur des méta-modéles de krigeage. Cet article
discute en particulier le choix des entrées et sorties des méta-modéles en montrant leur influence
sur la précision de I'approximation, et donc sur I'estimation des critéres fiabilistes.

Mots clés— optimisation fiabiliste, optimisation robuste, quantiles, Monte Carlo, krigeage, méta-
modeles.

1 Introduction

Intégre les incertitudes dans le processus de conception est une pratique bien ancrée chez les
ingénieurs. Cela va du dimensionnement de systémes pour des valeurs critiques, de l'utilisation de
coefficients de sécurité, aux techniques plus évoluées du calcul de fiabilité. Le but est de concevoir
un systéme ayargtatistiquementes meilleures performances, ces derniéres étant susceptibles
de varier a cause des incertitudes. Par exemple, on peut rechercher des performances faiblement
sensibles aux incertitudes (critére bustesse des performange®n peut aussi vouloir ne pas
dépasser un seuil de performances minimales avec une probabilité donnée (cfiigbditdedes
performancek ce qui s’exprime mathématiquement a traverguantilede la performance.

Cet article est un premier pas vers la conception fiabiliste de structures au moyen d’un critére
de quantile. Des rappels sur I'estimateur empirique du quantile, calculé par simulations de Monte
Carlo, sont donnés. En pratique, les simulations de Monte Carlo sont souvent trop colteuses pour
étre utilisées sur le vrai modeéle, a fortiori lorsque I'estimation est imbriquée dans une procédure
d’optimisation. On a alors recours a un méta-modéle de krigeage. La seconde partie de cet article
discute les choix d’entrées et de sorties d’'un méta-modeéle de krigeage destiné a estimer quantiles
et taux de fiabilité. L'exemple d'un treillis a deux barres sert de fil conducteur a la discussion.

2 Le castest des deux barres

Le modele des deux barres [3] décrit une structure composée de deux tubes creux de mémes
dimensions, chacun fixé au sol, et reliés entre-eux a leur sommet. Ce treillis est représenté sur la
Figure 1.

*Maintenant chez Michelin
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Figure 1— Le cas test des deux barres. A gauche, la structure des deux barres, & droite, la section
en coupe d'une barre.

Parameétre Valeur nominale| Ecart-type  (C.V.)
d diameétre de la section des tubes (mim) 20-80 1 (<5%)
L longueur des tubes (mm) 800 — 1200 5 (<1%)
F force appliquée (N) 150000 30000 (20%)
E module d’Young (N/mrf) 210000 21000  (10%)
B demi-largeur de la structure (mm) 750 5 («1%)
T épaisseur de la section des tubes (mm) 2,5 0,1 (4%)
Smax limite d’élasticité (N/mm3) 400 - -

Tableau 1 — Paramétres du modeéle des deux barres. Les perturbatmunsdes valeurs nominales
sont gaussiennes, chaque parameétre indépendamment des autres (C.V. = coefficient de variation =
écart-type / moyenne). Source : [2].

On appligue une forc& dirigée vers le bas sur le sommet de la structure. On chetcle
diamétre de la section des tubes|.gla longueur des tubes, de fagon a minimiser le volume total
V. La structure a deux modes de défaillance, selon que la contrainte naaégpasse la limite
d’élasticitésyax OU la contrainte critiqgue de flambagg; :

minV
d,L

tel que

S < Smax et

S < Srit

(1)

Le modéle est suffisamment simple pour que les grandeurs d'iMerget s S'écrivent
analytiquement :

V =2nTdL

FL
S=—
2nT dv/L2 — B?

Scrit =

TPE(T2+d?)

8L2

Les varables du modéle et leurs valeurs sont résumées dans le tableau 1. L'optimum du pro-
bléme déterministe (1) est* = 38 mm L* = 964 mm pour lesquels/* = 0.5754dn?, s =
3999931s,; = 4043131N/mn¥.

3 Formulation du probléme de conception en présence d’incertitudes

En toute généralité, on notele modeéle numérique, €tle vecteur des paramétres de ce mo-
déle. Dans les problémes avec incertitude, les parantettépendent de deux types de variables :
lesvariables de conceptigriéterministes, regroupées dans le veckeet lesvariables de bruit
aléatoires, regroupées dans le vectéut'évaluation du modéle se note dop®(x,U)), ou plus
simplementy(x,U ).

Dans le cas des deux barres, les paramétres du modéke-=sduatL,F,E,B,T). Les variables

de contrdle sont les valeurs nominales des paraméitressL, notéesx = (d,L). Lincertitude



concerne ici aussi bien des parameétres de contrdle que d’autresgbas du modele. On note
U = (eq,€L,€F, €€, €8, €T) le vecteur aléatoire, de composantes gaussiennes indépendantes, de pa-
rameétres donnés dans le tableau 1. L'applicaiogU ) est définie par

d:d_—l—Sd,L:E—FSL,FZSF,EZSE,BZSB,TZST. (2)

Les statistiques les plus utilisées pour formuler des critéres d'optimisation en présence d'in-
certitudes sont la moyenne, la variance ou, en optimisation fiabiliste, une distance au point critique
(sur le seuil de satisfaction des contraintes) le plus probable (FORM, SORM) [1, 5]. Il nous semble
cependant que la traduction la plus naturelle du probléme (1) s'écrit

min go(x)  telque  p(x) =P, (3)
x=(d,L)

ol qq est le quantile d’ordrer du volume efp le taux de fiabilité, i.e., la probabilité de respect des
contraintes :

PV(x,U) <gy«(X) =a et p(X) = P(s(x,U) < spaxets(x,U) < sit(x,U) ) .

4 Estimation de l'incertitude par des méthodes de Monte Carlo

Pour résoudre les problémes de conception en présence d'incertitudes, I'approche la plus
simple consiste a imbriquer I'estimation des critéres probabilistes dans une boucle d’optimisation
classique. Il ne s'agit pas ici de discuter de I'(in)efficacité de cette approche, mais de présenter
quelques méthodes d’estimation généralistes, a base de tirages de Monte Carlo, pouvant étre utili-
sées dans cette optique. Lintérét de I'estimation par tirages de Monte Carlo est sa généralité et le
fait qu’elle ne nécessite pas de modifier le simulatgtx,U)).

Estimateurs ponctuels. SoientV!, s, s, ets.., pouri = 1,n, n tirages du volume, de la
contrainte, de la contrainte maximale et de la contrainte de flambement obtenus palorume.

Les estimateurs empiriques du quantile et du taux de fiabilité sont [7]

n

A 1 o o
Go = V(Lnaj) et p= H Z 1(§ < §max ets < §Crit) s (4)

ouvilna)) désigne Ig na |© plus petite valeur parmi les (|.] étant la partie entiére inférieure).

Intervalles de confiance. Pour le quantil@l,, un intervalle de confiance est donné par la formule
de Wilks : -

.

P(ga € VW V2]) = 5 CRa(1—a)™* (5)

k:Il
Il s’agit donc de trouver les indiceseti, les plus proches tels que la somme (5) soit supérieure ou
égale au niveau de confiance; Y. Dans notre exemple des deux barres, on prerd0.9. Pour
n= 100, I'intervalle[v(®7), (%] a une probabilité Iégérement supérieure8 @y est relativement
facile a estimer, en particulier il est plus facile a estimer que la variange de
En ce qui concerne la probabilif® et pourn grand (typiquementp etn(1— p) supérieurs a 5),
on a l'intervalle

_ /p(1— R /p(1—
pe[p—uy/z w, P+ U2 p(Tp)] avec poba 1-vy (6)



ol uy, est le quantile d'ordrg/2 d’uneloi #( (0,1). Par exemple, pow = 0.2, uy/, ~ —1.28.

La difficulté a estimer le taux de fiabilité dépend deuisque la variance de I'estimateur est
proportionnelle (1 — p). Pour les hautes fiabilités qui nous concernent (supérieures a §0%),
est facile & estimer.

On note que le taux de fiabilité de la solution déterministe du probléme des deux katres,

(d*,L*) = (38,964) estp(d*,L*) = 0.429. Cep a été estimé a partir de= 500 simulations de
Monte Carlo. Ainsi le design déterministe rompt dans plus d'un cas sur deux !

5 Utilisation d'un méta-modele de krigeage
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Figure 2 — Validation des méta-modéles sur une base de test.

Le codt des estimations par méthodes de Monte Catla i, ou N est le nombre de pas de
I'optimiseur dans I'espace de$ ainsi que le bruit qui en résulte les rend difficilement utilisables
dans une boucle d’optimisation. Le probléme du bruit peut étre traité par une strat€gendeon
Randon NumberéCRN, cf. [4]) ou par l'utilisation d'un optimiseur acceptant du bruit dans les
criteres a optimiser (par exemple un algorithme évolutionnaire, cf. [1]). Le probléme du co(t de
simulations peut étre traité de maniére non-intrusive (i.e., sans altérer le simulateur) en construisant
un modele approché, appelé méta-modeéle.

Entrées : sur quel espace construire le méta-modéle ?Le méta-modéle est parfois construit a
chaque pas de I'optimiseur (i.e., a chagyien approchant I'applicationu — y(x,u) (ou les ap-
plications fonctions coits et contraintes). D’autre fois, le méta-modéle est construit dans I'espace
complet des(x,u) , e.g. les méthodes de Taguchi. Un des arguments de cet article, illustré par
le probléeme des deux barres, est qu'il est souvent préférable de construire le méta-modele dans
I'espace des paramétres physigest ce pour deux raisons :

1. L'espace de$ est typiquement de plus petite dimension. Dans I'exemple des deux barres,
il est de dimension 6 alors qyg, u) est dans un espace de dimensieh@= 8.

2. Un bon échantillonnage dans I'espace @es) ne se traduit pas par un bon échantillonnage
dans I'espace des variables physigBe®r cet échantillonnage nourrit le méta-modeéle et en



conditionne la précision. Dans I'exempledetL, si on smule uniformément dans le carré
(x,u), la loi de® = x+ u est triangulaire. Il y aura donc une surabondance de simulations
autour des paramétres nominaux.

Nous avons construit les méta-modéle¥ ~ 8 —V(0), $~ 0+—s0) et S~ 06—

Srit(0) par krigeage (cf. [6]). Un plan d’expériences initial de type Hypercube Latin (LHS) de 60
points (en dimension 6) a été généré. Ce plan a été optimisé pour avoir de bonnes propriétés de
remplissage de I'espace, au sens d'un critére maximin. La validation de ces trois méta-modéles a
été réalisée sur une base de 100 tests. On obserXé e sont précis, contrairementsaCeci

est illustré sur la Figure 2 powsret &;i.
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Figure 3 — Lignes de niveau des approximations de la contrante{,x) dans I'espacéd, L) (les
autres composantes feont a leur valeur nominale). Les approximations sont en traits pleins, les
vraies valeurs en pointillés.

Sorties : profiter des simulations multi-réponses. Les deux contraintes du probléeme des deux
barres sont fonctions delLa mauvaise approximation d@arsdégrade I'estimation de la fiabilité

au moyen des méta-modéles. Il est possible d’améliorer I'approximation des simulateurs multi-
réponses en combinant linéairement les sorties. Dans le cas des deux barres, ces sovtjes sont
et sit. Nous avons observé que I'approximationsdesyi, noté%th, était de bien meilleure
qualité que celle de. Les deux contraintes ont donc été approchées par

ngt‘FSTzﬁt—Smaxﬁo @)
S—Sit<0 (8)

La comparaison entre les Figures 3(a) et 3(b) montre 'amélioration d’approximation obtenue.

Cette amélioration s’explique d’une part par le fait que les approximaﬁan?m et it sont de

bonne qualité, et d’autre part par le fait qu’elles sont négativement corrélées a cause du change-

ment de signe dgit. Ainsi, la variance de la somme est plus faible que la somme des variances.
Les méta-modéles dé, et des contraintes (7) et (8) sont maintenant utilisés pour estimer

les quantiles et les taux de fiabilité du probléeme des deux barres. Ces critéres sont calculés sur

les méta-modeéles par la méthode de Monte Carlo avec des échantillons da $aill®0, avec

la stratégie d’échantillonnage CRN pour ne pas avoir de bruit d'estimation. Ces estimations sont
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Figure 4 — Front de Pareto quantile — taux de fiabilité réel (en pléptdstimé avec les contraintes
S— Smax < 0 ets— it < 0 (ronds), et avec les contraintes (7)—(8) (triangles).

réalisées pour tous les pointsur une grille réguliére. La Figure 4 représente le front de Pareto
guantile — taux de fiabilité. On voit que la stratégie de méta-modélisation choisie respecte assez
fidélement le front de Pareto, et donc permet de choisir un bon compromis du probléme de concep-
tion fiabiliste. A I'inverse, on constate que I'approche de méta-modélisation naturelle, qui consiste
a approximer directement les sorties du modeéle, conduit a une sous-évaluation du taux de fiabilité.
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