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Résumé – On propose une formulation continue augmentée en vitesse [4] du contact-frottement  
pour la dynamique. On montre une application à la modélisation de la chute de cette grappe de 
commande dans le système de guidage [1]. On montre une très bonne correspondance avec les 
résultats expérimentaux aussi bien pour les évaluations des forces d’insertion que pour le temps 
de chute. On montre aussi un progrès notoire réalisé par rapport à une formulation Lagrangienne 
ponctuelle du contact. 
Mots clés – contact, frottement, formulation continue augmentée, dynamique, theta-méthode. 

1 Introduction 
Les grappes de commande servent à piloter la 

puissance des réacteurs des centrales REP, et 
surtout à les arrêter en cas de besoin par chute 
rapide sous poids propre. Le temps de chute 
maximal autorisé pour la sécurité de l’arrêt doit 
impérativement être respecté sous peine de non-
redémarrage de la tranche. Ces grappes traversent 
successivement un système de mécanisme de levée 
(mécanisme de commande), un guide de grappe au 
niveau du plénum supérieur du cœur (guidage 
discontinu) et les tubes-guide de l’assemblage 
combustible (guidage continu) (FIG.1). 

En début de vie, un assemblage combustible est 
pratiquement droit, et le frottement entre la grappe 
et le guide peut être négligé. Seule la force 
hydraulique s’oppose alors à la chute de la grappe. 
Mais au cours de sa vie, l’assemblage combustible 
subit des chargements (mécaniques ou thermiques) 
extrêmement violents, qui peuvent entraîner une  

 

 

Figure 1- Grappe de commande dans son 
assemblage combustible. 
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La maîtrise du temps de chute de la grappe sous poids propre est un enjeu important pour 
EDF. A cette fin, il est crucial d’avoir une modélisation fine des phénomènes de 
contact/frottement se produisant entre la grappe et le guidage au cours de la chute. Dans cette 
optique se posent deux axes de recherche :  un modèle performant de contact/frottement ;  
son association à un schéma d’intégration temporelle conservatif. Dans cet article, on propose 
une formulation Lagrangienne augmentée en vitesse du contact associée à un -schéma [3, 5, 6], 
ce que l’on décrira brièvement dans le paragraphe §2. Dans le paragraphe §3, en considérant un 
modèle simple de rotation de bloc, on cherchera à discuter l’intérêt de la méthode par rapport à 
des méthodes plus classiques. Dans le paragraphe §4, on présentera les résultats de simulation 
pour la chute d’une grappe de commande. Enfin, on terminera au paragraphe §5 par les 
perspectives de développement et d’amélioration en cours de la méthode. 

2 Méthode d’intégration temporelle du contact-frottement 

2.1 Formulation augmentée en vitesse du contact 
Les lois de contact en vitesse sont connues sous le nom de Signorini-Moreau. Elles 

s’expriment comme suit (pour tout point x de la surface de contact) : 

si            dn < 0           = 0  
sinon      [[vn]] < 0 ;  ≤ 0 et [[vn]] = 0 (1) 

où dn est le jeu normal au point x entre les deux surfaces de contact, [[vn]] le saut de vitesse 
normale correspondant et λ le multiplicateur de contact (pression) associé. 
Ces lois traduisent un contrôle du contact, à la fois au niveau des déplacements et des 

vitesses. En introduisant deux champs de signe Su et Sv, les inéquations de Signorini-Moreau (1) 
peuvent être réécrites sous forme augmentée : 

 = SuSv(  – n.[[vn]])  
Su = (– dn)  
Sv = ( – n[[vn]]) (2) 

où  est la fonction indicatrice de R- définie par  








0x0
0x1

xχ  et n un réel strictement 

positif. 

2.2 Formulation augmentée du frottement 
Pour représenter les phénomènes de frottement, on adopte la loi de Coulomb qui s’écrit, 

pour tout x de la surface de contact : 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )t,α=t,/0>∈α∃⇔t,λµ=t,

0=t,⇔t,λµ<t,

ττ
+*

τ

ττ

xrxvxxr

xvxxr

        
        

 (3) 

où  est appelé coefficient de frottement de Coulomb, v vitesse relative tangente et r le 
multiplicateur (ou pression) de frottement associé. 
On montre que la loi de Coulomb (3) peut être réécrite de manière augmentée [6] : 

Λr    

   0gΡΛ  0,1Β  (4) 

  vΛg   

où   est un réel strictement positif, homogène à l’inverse d’une vitesse, et PB(0,1) l’opérateur 
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de projection sur la boule unité.  est un vecteur appelé semi-multiplicateur de frottement, 
et g un vecteur appelé semi-multiplicateur de frottement augmenté. 
La loi de Coulomb pour le frottement (4) est complétée par une équation de type exclusion : 

   0 ng1 χ  (5) 

Après manipulation des équations 4 et 5, on arrive à cette forme ultime des conditions de 
frottement de Coulomb : 
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

  (6) 

2.3 Formulation en vitesse des équations de contact-frottement 
Le principe des puissances virtuelles appliquées à deux solides hyperélastiques 1 et 2 

pouvant éventuellement entrer en contact-frottement, s’écrit [3, 4] : 
 

Trouver les champs (u1
k, u2

k, v1
k, v2

k, λk)  CA1CA2CA1
vCA2

vH tels que : 
 (u*1, u*2, v*1, v*2, λ*)  CA1CA2CA1

vCA2
vH 
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(7) 

 
où CAi

v désigne l’espace des champs de vitesse cinématiquement admissibles pour le solide 
i. Cette formulation du contact sera dite continue, par opposition aux méthodes ponctuelles 
traditionnellement utilisées dans les codes de calcul. 

Cette équation est résolue par un -schéma d’ordre 1, défini par : 

( ) +--+ θtΔ+θ-1tΔ+= vvuu  (8) 

tΔ
-

=
-+

+ vv
a  
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3 Analyse du balancement d’un bloc 
On se propose dans ce paragraphe de comparer 
la formulation continue en vitesse du contact à 
d’autres méthodes plus classiques. Pour cela 
on considère le cas du balancement d’un bloc 
rectangulaire supposé rigide reposant sur un 
demi-espace également supposé rigide 
(FIG.2). Ses dimensions sont 3680 cm pour 
une masse de 417.6 Kg. Le bloc est légèrement 
incliné d’un angle initial de 10-2 degrés, puis 
relâché. Soumis uniquement à la pesanteur, on 
suppose que le mouvement du bloc consiste en 
une série de rotations autour de ses deux coins 
(modèle dit de Housner [7]). 
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Figure 2- modèle de balancement de bloc : 
le bloc est soulevé d’un angle initial de 10-2 
degrés, puis relâché. 

On compare la formulation continue en vitesse du contact décrite précédemment 
(VELOCITY), à une formulation avec des ressorts discrets attachés aux coins du bloc 
(DISCRETE), à une formulation par multiplicateurs de Lagrange affectés au coins du bloc 
(LAGRANGE) et à une formulation continue classique contraignant uniquement le jeu en 
déplacement (GAP). Sur la Figure 3, on représente les solutions calculées à l’aide du code 
d’éléments finis d’EDF (Code_Aster) en termes d’évolution de l’énergie cinétique du bloc au 
cours du temps. Les valeurs analytiques des maxima attendus sont représentées par des points. Il 
apparaît que la solution donnée par la formulation continue en vitesse est la plus satisfaisante. 
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Figure 3 : modèle de balancement de bloc : 

le bloc est soulevé d’un angle initial de 10-2 degrés, puis relâché. 

4



4 Modélisation du temps de chute d’une grappe de commande 
La grappe de commande avec ses 24 crayons est modélisée par 

une poutre équivalente. De la même façon, les éléments du guidage 
(FIG.1) constituant l’assemblage combustible sont représentés par 
un alignement d’éléments poutres pour dessiner un couloir de 
guidage de la grappe (FIG.4) [1]. La partie inférieure du guidage, 
formant le tube-guide de l’assemblage combustible, est modélisée 
dans une  configuration déformée typique (en forme de S) relevée 
sur les assemblages usagés. 

Sur la Figure 5, on présente les résultats de simulations réalisées 
avec Code_Aster, en comparant la formulation continue en 
vitesse aux formulations Lagrangienne discrète et continue en 
déplacement. Les solutions numériques sont ainsi comparées à la 
courbe expérimentale de temps de chute (évolution de la vitesse de 
chute en fonction du temps). 

 
 
Figure 4: Modèle simplifié de la grappe de commande et des 

éléments de guidage de l’assemblage combustible. 
 

Les différentes méthodes de contact permettent d’estimer de manière relativement 
satisfaisante à la fois l’évolution de la vitesse de chute et le temps de chute, égal à environ 
1.52s. En particulier, les formulations continues en vitesse et en déplacement sont très proches 
l’une de l’autre, et coïncident parfaitement avec la courbe expérimentale. Comparativement, la 
formulation Lagrangienne discrète, moins « élaborée » que les précédentes, se révèle ici moins 
précise. 
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Figure 5: Évolution de la vitesse verticale de chute du crayon en fonction du temps : 
comparaison des formulations continues en déplacement (bleu), en vitesse (rouge) du contact 
avec une formulation Lagrangienne ponctuelle du contact (rose), et avec des résultats d’essai 
(noir). 

5



5 Conclusions et perspectives 
Dans cet article, nous avons présenté une formulation augmentée en vitesse du contact 

associée à un schéma d’intégration d’ordre 1 (-schéma). Cette formulation permet un contrôle 
de la vitesse de contact et le schéma d’ordre 1 d’assurer une meilleure stabilité de l’intégration 
temporelle. Pour tester l’apport d’une telle formulation, on a dans un premier temps considérer 
le cas-test d’un balancement de bloc, pour lequel la supériorité de la méthode introduite est mise 
en évidence. Enfin, on a réalisé une simulation du temps de chute d’une grappe de commande 
dans un assemblage combustible en configuration déformée, et montré une meilleure 
performance de cette méthode par rapport à un modèle de contact Lagrangien discret. 

Mais la formulation augmentée du contact reste aujourd’hui relativement coûteuse : ainsi, la 
simulation (par Code_Aster) du temps de chute (§4) requiert 100 heures de calculs, contre 
environ 20 heures quand on utilise un modèle Lagrangien discret pour le contact. Cet 
inconvénient reste problématique pour les besoins d’industrialisation d’EDF. L’objectif 
principal porte donc sur l’amélioration de la performance de la méthode dans Code_Aster, 
avec quelques pistes déjà identifiées : résorption de la boucle de point-fixe sur la géométrie 
(grands déplacements) [4], utilisation d’un solveur itératif (Gradient Conjugué) au lieu d’un 
solveur direct etc… 
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