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Résumé— Une bonne modélisation du comportement des matériaux élastomères est essentielle
pour aborder des phénomènes comme la fissuration ou l’endommagement. De nombreux modèles
hyperélastiques existent, mais la plupart d’entre eux sont complexes et dépendent de nombreux
paramètres. Dans cette étude, nous proposons d’enrichir un modèle classique et simple (néo-
hookéen) en imposant une contrainte matérielle de limite d’extensibilité. Nous aboutirons donc
à un problème de minimisation sous contraintes d’inégalités que nous résoudrons par une méth-
ode type Lagrangien Augmenté.

Mots clés— limite d’extensibilité, grandes transformations, élastomères.

1 Introduction

La propagation de fissures dans les matériaux élastomères est un phénomène encore assez
mal compris. La nature complexe du comportement semble être à l’origine de phénomène de
bifurcation de fissure (“knotty tearing”) non pris en compte dans les modèles numériques [9]. Des
études récentes [12] ont montré l’apparition d’une zone rigide (cristalline) en fond de fissure dans
les matériaux élastomères. Le lien entre la cristallisation et la bifurcation de fissure a également
été mis en évidence [10, 11]. Nous avons voulu prendre en compte ce phénomène en imposant une
limite d’extensibilité des chaînes. Deux méthodes sont possibles alors :

– La première consiste à prendre en compte cette limite dans la forme de la densité d’énergie
(Modèle de Gent [7], ou le modèle 8 chaînes [1])

– La deuxième consiste à imposer la limite comme une contrainte matérielle.

Le différence essentielle entre les deux modèles est que le deuxième introduit une liaison interne
cinématique dans le matériau (ou contrainte matérielle). L’introduction d’une telle contrainte (au
même titre que l’incompressibilité) restreint l’espace admissible pour le tenseur de déformation.
C’est cette méthode que nous avons choisi pour la représentation de la limite d’extensibilité.

2 Gestion de la contrainte matérielle

2.1 Généralités

De manière très générale, une contraine matérielle simple s’écrit à l’aide d’une fonction à
valeur scalaireγ telle queγ(F,X) = 0 [13]. Cette relation interdit le tenseur gradient de la trans-
formationF d’être arbitraire. Cette contrainte doit être invariante pour des mouvements de solides
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rigides. On l’exprime donc préférablement en fonction deC = FTF : γ(C,X) = 0. Pour exemple,
citons seulement quelques contraintes matérielles classiques :

– L’incompressiblité (déjà largement traitée dans la littérature) :γ(C,X) = det(C)−1= 0.
– L’i nextensibilité dans une direction donnéea : γ(C,X) = aCa−1 = 0
– Le comportement des cristaux [5] :γ(C,X) = tr(C)−3.

2.2 Hyperélasticité contrainte

Le principe de déterminisme de Truesdell [13] autorise une décomposition a priori du tenseur
PK-2 (Piola-Kirchhoff 2) en deux parties pour les matériaux contraints :
S= Sr +S

R
, avecSr la partie active ou régulière des contraintes etS

R
la partie réactive. La partie

active dépend directement de l’énergie libre spécifique (déterminée constitutivement) et la partie
réactive dépend des contraintes internes. Si on explicite ces dépendances :

S
R

= ξ
∂γ(C)

∂C
(ξ ∈ R) et Sr = 2

∂ψr

∂C

3 Modèle hyperélastique considéré

Il existe dans la littérature un certain nombre de modèles hyperélastiques. Notre choix s’est
rapidement orienté sur le modèle néo-hookéen compressible pour sa simplicité. Le potentiel néo-
hookéen est une fonction de de deux invariants tensorielsI1 = tr(C) et I3 = det(C) = J2 :

ψr(C) =
µ
2
(I1−3)−µln(J)+

λ
2
(ln(J))2

où ψr est le potentiel d’énergie libre régulier. En adoptant le formalisme Lagrangien, la partie
régulière du tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff 2 s’écrit :

Sr = 2
∂ψr

∂C
= µ(I −C−1)+ λln(J)C−1

Enfin la partie régulière du tenseur d’élasticité Lagrangien d’ordre 4 (issue de la linéarisation de
la relation de comportement) :

C
r = 2

∂Sr

∂C
= λC−1

⊗C−1 +2(µ−λln(J))J avec J = −
∂C−1

C

4 Contrainte de limite d’extensibilité et conditions de Kuhn-Tucker

Le cadre classique étant posé, il reste à introduire la contrainte de limite d’extensibilité des
chaînes. Elle peut s’imposer de deux manières différentes :

1. Le restriction cinématique peut être représentée en terme d’élongations principales [8] :
γ2(C) = max(λ1,λ2,λ3)− λm ≤ 0, oùλi sont les valeurs propres (élongations principales)
du gradient de la transformationF et λm la limite d’extensibilité.

2. Mais elle peut également s’imposer sur le premier invariant du tenseur des dilatationsC. On
note le premier invariantI1 = tr(C) = λ2

i . Si Im est la valeur limite pour le premier invariant,
la contrainte cinématique peut s’écrireγ1(C) = I1− Im≤ 0 [8].
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Remarque :Le potentiel total se note, en présence d’une telle contrainte :
ψ(C) = ψr(C)+ I−(γ(C,X)) avecI−(x), la fonction indicatrice dex, telle que :

I−(x) =

{

0 six≤ 0
+∞ sinon

C’estγ2 que nous retiendrons comme contrainte pour modéliser la limite d’extensibilité. Le tenseur
des contraintes se décompose donc en deux parties :

S= Sr +q
∂γ2(C)

∂C
= Sr +qI

Avec les conditions de Kuhn-Tucker suivantes :

q≥ 0, tr(C)− Im≤ 0, qtr(C) = 0

on transforme maintenant ces conditions en une équation [2, 6]

q−χ(g)g = 0

avec :
g = q+ ρn(tr(C)− Im), (ρn ≥ 0)

et :

χ(x) =

{

0 si x < 0
1 si x≥ 0

À l’aide de cette nouvelle écriture on peut exprimer le tenseur des contraintes de la manière suiv-
ante :

S= Sr + χ(g)gI

Le tenseur d’élasticité total se décompose également en deux parties distinctes :

C = 2
∂Sr

∂C
+2

∂(χ(g)gI)

∂C

5 Formulation forte

On considère un corpsB de surfaceΩ et de frontèreΓ en déformation plane. Nous notons
CO sa configuration non-déformée. Ce corps, soumis à des sollicitations planes, se déforme. Nous
noterons alorsω la nouvelle surface qu’il occupe etγ sa frontière. Il occupe alors la configuration
déforméeC. Nous faisons un partage de la frontière en deux. Une partie notéeΓu sur laquelle
s’appliquent les conditions aux limites de type Dirichlet. Une autre partie notéeΓT sur laquelle
s’appliquent les conditons aux limites de type Neumann.

Compte tenu de ces notations, nous pouvons exprimer la formulation forte du problème en
description Lagragienne.

Div(P)+B = 0 surΩ

P.N = Td surΓT

u = Ud surΓu

P = J−1F.S= J−1F(Sr + χ(g)gI) surΩ

C = FTF surΩ

q−χ(g)g = 0 surΩ
g = q+ ρn(tr(C− Im) surΩ
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Figure 1 – Algorithme des contraintes actives
Figure 2 – Cas test

6 Formulation variationnelle mixte

Nous noteronsV0 l’ensemble des champs de déplacements cinématiquement admissibles et
Q l’ensemble des champs de multiplicateurs de Lagrange. La formulation faible à deux champs
s’écrit :
Trouver le couple(u,q) ∈V0×Q tel que∀δv∈V0 et∀δq∈ Q

Z

Ω
S(u) : δĖdΩ =

Z

Ω
B.δvdΩ+

Z

ΓT

Td.δvdA= δW(φ,δv) = 0

Z

Ω
(q−χ(g)g)δqdΩ = δW(φ,δq) = 0

En introduisant la loi de comportement :
Z

Ω
(Sr + χ(g)gI) : δĖdΩ =

Z

Ω
B.δvdΩ+

Z

ΓT

Td.δvdA= δW(φ,δv) = 0

Z

Ω
(q−χ(g)g)δqdΩ = δW(φ,δq) = 0

Nous avons introduit trois types de non-linéarités. Une non-linéarité géométrique, une matérielle,
et une dernière avec la fonctionχ. Les deux premières se linéarisent classiquement avec un pro-
cessus itératif type Newton. La dernière, par le processus otératif introduit appelé algorithme des
contraintes actives[2, 4, 6].

7 Algorithme et linéarisation

Procédons tout d’abord à la mise en place de l’algorithme des contraintes actives. On com-
mence par inititaliser la fonctionχ. La fonction est alors mise à jour après convergence de l’algo-
rithme de Newton. L’algorithme complet est détaillée Figure 1.
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Nous précisons maintenants le détail de la linéarisation effectuée dans l’algorithme de New-
ton. Nous partons de la formulation faible exprimée plus haut, à la différence près que nous con-
naissons entièrement la fonctionχ, grâce à la mise en place de l’algorithme des contraintes actives.

Si nous notons le travail virtuel interne :

δWint(φ,δv) =
Z

Ω
S: δĖ

DδWint(φ,δv)[u] =

Z

Ω
DS[u] : δĖdΩ+

Z

Ω
S: DδĖ[u]dΩ

DS[u] = C : DE[u]

C = 2
∂Sr

∂C
+2

∂(χ(g)gI)

∂C

Maintenant queχ est complètement connu, nous pouvons écrire :

C = λC−1
⊗C−1 +2(µ−λln(J))J+2χρnI

DδWint(φ,δv)[u] =

Z

Ω
δĖ : (λC−1

⊗C−1 +2(µ−λln(J))J+2χρnI) : DE[u]

+

Z

Ω
(Sr + χ(q+ ρn(tr(C)− Im)I) : ((∇

0
uT)∇

0
δv)dΩ

DδWint(φ,δv)[∆p] =

Z

Ω
DS[∆p] : δĖdΩ =

Z

Ω
χ∆ptr(δĖ)dΩ

Le termeDδW(φ,δq)[∆p] se linéarise de la manière suivante :

DδW(φ,δq)[∆p] =

Z

Ω
(1−χ)∆pδqdΩ

Enfin, pour le termeDδW(φ,δq)[u], nous obtenons :

DδW(φ,δq)[u] = −2ρn

Z

Ω
χtr(DE[u])δqdΩ

8 Discrétisation et résultats numériques

Du fait du caracère mixte de la formulation établie, les espaces discrets ne peuvent être choisis
au hasard. Les éléments utilisés doivent non seulement vérifer la condition inf-sup (ou LBB [3]),
mais aussi donner de bons résultats quant à la convergence de l’algorithme des contraintes actives.
Or, il nous est très vite apparu que certaints éléments, bien vérifiant la LBB, n’assuraient pas la
convergence de l’algorithme. La raison principale de ce souci de convergence vient de la nature
irrégulière du champχ. Après analyse de plusieurs éléments ainsi qu’une étude sur un cas linéaire
monodimensionnel, nous avons extrait un élément satisfaisant toutes les conditions requises (l’élé-
ment retenu est l’elémentP+

2 /P−1, interpolation quadratique enrichie avec une fonction bulle pour
le déplacement et interplation linéaire discontinue pour la pression).
Le cas test présenté Figure 2 est le cas d’une plaque rectangulaire trouée en déformations planes
sollicitée en traction sur sa face supérieure. Le matériau est de type néo-hookéen avecλ = 0.5
et µ = 0.4225. Le maillage est non-structuré et compte 600 éléments. Deux simulations sont ef-
fectuées : l’une en prenant en compte la contrainte matérielle (Im = 10), et l’autre sans aucune
contrainte. La Figure 3 montre une cartographie mettant en relieftr(C) sur la plaque dans le cas
contraint et non contraint. On remarque bien, dans le cas contraint, une limitation detr(C) à la
valeur Im.
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Figure 3 – Visualisation deI1 = tr(C). Cas non contraint (gauche) et contraint (droite)
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