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Résumé —L’enjeu de ce travail est de proposer un cadre général pour le traitement des
problémes d’interface. Le probléeme de contact-frottement est écrit de maniére continue, puis
exprimé sous forme variationnelle pour un traitement de type élément fini. Les non linéarités de
contact-frottement dues a la géométrie, au statut des points de contact et au seuil de frottement
sont découplées. L'approche est utilisée a la fois pour le traitement de probléemes de contact
avec ou sans usure, avec ou sans dynamique, en FEM ou en X-FEM.

Mots clés— X-FEM, contact frottant, grands glissements, usure, 3D, condition LBB.

1 Introduction

Le traitement du contact reste toujours un défi pour grand nombre de codes
numerques, soit en terme de qualité des résultats, soit en terme de capacité de calculs.
Dans le contexte d'une collaboration entre ECP et EDF R&D qui dure depuis
maintenant une dizaine d’années, une discrétisation d'une famille de formulations
lagrangiennes continues du probleme mécanique de contact frottant, englobant la
formulation lagrangienne augmentée [3], a été implantée dans Code_Aster, Code de
Mécanique de la R&D d’EDF.

Cette famille lagrangienne est dérivée d'une formulation variationnelle des lois fortes
de contact frottant, écrites sous forme d'équations locales, grace a lintroduction de
champs de signes (ou champs de niveaux) qualifiant les difféerents statuts
(contactant/non contactant et glissant/adhérant) de chaque point des surfaces
potentielles de contact [1, 9].

Les problémes discrets sont obtenus par usage de différentes méthodes
d'appoximation. Ainsi, des éléments finis compatibles sont utilisés pour
I'approximation des champs de déplacement (ou de vitesse) et de densités d'efforts de



contact. La méthode des différences finies est utilisée pour les discrétisations
temporelles (vitesse) et une méthode de collocation, cohérente avec une méthode
d'intégrationnumérique précise des termes énergétiques de contacktessie pour
I'approximation des champs (irréguliers) de signes [1, 9].
Les principales étapes de lalgorithme numérique utilisé pour la résolution des
problemes discrets non linéaires et non réguliers, ainsi obtenus, peuvent étre présentées
comme quatre boucles imbriquées a chaque pas de temps

* boucle deréactualisation de la géométrie des surfaces de contact et lancement de

I'algorithme d’appariement ;

* boucle sur les seuils de frottement (méthode de point-fixe) ;

» boucle sur les statuts de contact (méthode des contraintes actives [2]) ;

* boucle de Newton généralisée.

En scindant les non linéarités de contact, cette approche vise la robustesse. Par ailleurs,
elle génére des matrices tangentes symetriques.

Des travaux récents [4] ont permis de prendre en compte l'usure associée au frottement
glissant, en introduisant une extension vectorielle locale de la loi phénoménologique
scalaire d’Archard [5] au cas des grandes transformations, des grands glissements et des
grandes usures. En statique, la formulation a pu étre étendue aux éléments finis X-FEM,
avec petits déplacements [6] ou grandes transformations [7], méme si des différences
essentielles apparaissent dans le choix d’approximation des espaces d’éléments finis
pour satisfaire la condition LBB [8].

En dynamique, deux formulations des lois de contact peuvent étre proposées : I'une
basée sur les déplacements (Signorini) et 'autre sur les vitesses (Moreau) (cf. [9]), plus
adaptée que la précédente a la dynamique du contact (chocs entredgfditiesbles).

2 Probleme de contact frottant et formulation variationnelle
mixte associée

Nous nousplacons dans le cadre des petites déformations, petites usures, et les solides en
contact sont considérés, dans les applications présentées ici, comme élastiques linéaires. Une loi
de coulomb est utilisée pour modéliser le frottement. Les déplacemeprts/ent étre grands,
notamment au niveau de l'interface de contact. Une approche de type maitre-esclave est utilisée
pour le traitement des surfaces de contact. On tient compte du champ d’usure normal a la

surface de contactwNous notonsc, et x, les positions courantes usées d'un ppihtde la
surfa@ de référence du solide esclave et de son vis-a-vis apadé la surface de référence
du solide naitre, telles que :
Xt =x{ptt)-wt [pht)n(pt.t) et %t =x(p,t)-wZ (pt,t)n(ptt) ot n(pht) et n(pht) sont les
normales sortantes aux solides aux poiptset p*.

On définit alors la distance" entre les points apparig¢d et p* sur les corps usés
pard” =(x%, -x%)=|x |=|(xt -4 )njr +d,, avec n=-n(",t) normale unitaire au solide
maitre au poinfp! dirigée vers l'intérieur du solide maitre. La distanese réduit a



d“=(x,-x.)=(d,-(W+w?))n en @s de contact effectf, ou lon note

n

¢ :(dn—(\/\ir%+ w2 ): d,-w, lejeu normal usé. Un modele d’'usure type Archard peut étre
utilisé ici, mais des modéles plus évolués en transformations finies sont présentés dans

[4].

Dans & cadre élément fini qui nous intéresse, les équations du contact au niveau des surfaces
potentielles de contact sont écrites sous forme variationnelle, en faisant intervenir un
multiplicateur de Lagrangk pour la pression de contact et un vecteur semi-multiplicateur de
frottement/A\ de norme comprise entre 0 et 1 (O en non contactant, 1 en glissement, entre 0 et 1
en adhérence) et dont la direction est celle de la réaction tangentielle de frottement (la valeur de
la pression tangentielle est donnée par le produit de la pression de contact par la norme du semi-
multiplicateur). En quasi-statique, le probléeme a résoudre se ramene finalement a trouver les
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champs( k w tels que

Gint(uk'u*)-'—Gcom()k’uk'Wnk'u*)+Gfrot(AkJ'k’uk'Wnk’u*):o (1)
Gfalble( U W A )—0

cont

GEMe(A Ay Uy Wy A )= 0

frot

ou l'on reconnait le systeme d’équations d’équilibre, prenant en compte les contributions de
contact frottement et I'usure, et la forme faible des équations de contact et de frottement.

On donne ci-dessous les expressions de ces différents termes :

Gcont(/‘Lk'uk'vvrlk’uk):_J-l-c Sﬁgm[[uk]]ndrc (2)

G o (A ool Wy U° ) = [ siu, skak+(1—sfk)i N V’kH [w], ar.

Gz:acﬂlte( ieoU o Wogeo A ) hi.'.rC ()“k _Sl\llvk'(lk B hn'dr‘?{())/} e
n
frot
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ou h, est un réel quelconquey =1, - p,.dy est le multiplicateur de contact augmesté
v, :A[[Xk]]r/Atk est la vitesse relative de glissement entre les solides maitre et esclave, avec

X, = (1—n 0 n).x. On introduit en outre les deux fonctions indicatrices suivantes :

(%)= 1 g" < Ocontact (3)
I 0 %> Opasieontact

avec p >0 parametre réel d’homogéneisation et :

(Ac+ 0, v,]-1)=1" |A+ o, v,| <1adnhéent @)
o HAk“‘Pz-V,kH>19Iissant



avec p_>0 parametre réel d’homogénéisation.

Cetteformulation peut étre modifiée pour prendre en compte une interface représentée par
une couche d’aspérités d'épaisseur a. Les deux solides maitre et esclave entrent alors en contact
des que le jeu devient inférieur a I'épaisseur des aspérités. Tant que le jeu n’'est pas nul,
I'écrasement de la couche d’aspérités est modélisé par un modéle de compliance. Le terme
G ool W,y u”) €St alors modifié de la maniére suivante :

Gcmt ()Vk'u k’Wnk'uk): _J‘rc S‘j"k.g:{(.[[u*]]n.ch +J.rc (Sakj(n'(dnk + a)z)[[u*]]n'drc +J‘Fc (Sak'cn'(dnk + a)) '[[V]]nk'[[u*]]n'drc (5)

avecS, =y(d, +a). Les paramétregx, ,c,), strictement positifs, peuvent dans certains cas étre
identifiés expérimentalement, le paramétre a étant lié a la hauteur moyenne des aspérités.

La formulation peut étre aussi stabilisée par le rajout d’un terme de type pénalisation (dont le
paramétre est déconnecté de celui d’augmentation) au niveas g, u,,w, u’) et

Gt (Ar Aol U") @pparaissant dans les équations d'équilibre. Elle donne alors lieu & une

nk?
formuldion lagrangienne stabilisée [9]; le terme de stabilisation n’introduisant aucune
perturbation de la solution. Si on ne garde que les termes de stabilisation, on retrouve une
formulation par pénalisation classique, qui n’intervient qu’au niveau de I'équation d’équilibre :
dans ce cas la on retrouve la dépendance des résultats obtenus au choix des coefficients de

pénalisation «, et x«,  strictement positifs. Les termesecom(zk,uk,wnk,u*) et
Gyt (Ar 2ol W, U”) SONt alors modifiés de la maniére suivante :

frot nk?

Gl )= [ Spgnu ] o+ ] (S, )u ] o 6)

Gfrol(Ak')‘k'uk'Wnk'u*):_J.rc Sl A | Sy Ay + (1= ka)-ﬁ ,[[u*]]r.dl"c _J.rc Sk S Ar 'u/]k'v’*"[[uk]]r'drc
kT

En dynamique, en l'absence d’'usure, on modifie le formalisme précédent pour prendre en
compte les lois de Signorini-Moreau introduisant des conditions sur la vitesse de contact. La
forme variationnelle des équations d’équilibre et de contact-frottement devient alors :

el v )=-] sSAv] o )

G?rryJTa(Akv)“kka'V*):.[rcSuk»‘”k[ w1 ka)H ][[V]] -l

Gdynafaible(/lk,vk,A*): 21

cont }".n
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J. (- S8t -t v o) .
frot

—%.jrc 1S, .0-S,). W A+ ] Q=S )A A

ou S, =x(-d,) ets,=x{1-p.|v.]| ). Des résuitats sont donnés dans une communication du

présent Colloque intitulée « Formulation continue en vitesse du contact-frottement ».
L'adaptation de cette formulation continue [1] au cadre X-FEM est relativement aisée et
développée dans la communication intitulée « Modélisation de discontinuités 3D avec contact-



frottement en grandes transformations dans le cadre X-FEM ». On ne la rappelle donc pas ici et
on renvoie aux articles [6] et [7].

3 Résolution numérique

La résolution des problemes formulés ci-dessus nécessite des méthodes de discrétisation en
espace et éventuellement en temps, ainsi que des algorithmes itératifs.

Pour le premier aspect, nous renvoyons a [9] et aux références qui sont mentionnées dans ce
papier. Soulignons toutefois un aspect essentiel soulevé et traité dans [1], lié & la nécessité
d’'intégration précise des termes de contact pour le passage du pach test de Taylor. Soulignons
également gu’en dynamique, divers schémas numériques en temps ont été utilisés et que les
meilleurs résultats ont été obtenus avec des schémas d’oféirechéma) ou un schéma de la
famille de Newmark intégrant les travaux réalisés dans [10].

Concernant I'aspect algorithmique, la méconnaissance des vis-a-vis en contact est traitée par
le biais d’une boucle de point fixe sur la géométrie, combinée a I'usage d’algorithme locaux de
Newton. Le caractére non différentiable lié au contact unilatéral est résolu via une méthode de
type contraintes actives [2]. Les non linéarités de frottement sont traitées par un point fixe sur le
seuil de frottement, ramenant a des modeles de frottement de type Tresca. Le caractere non
différentiable lié a la projection sur la boule unité du semi_multiplicateur de frottement est traité
par une méthode de type Newton généralisé ou module tangent.

4 Conclusions

Un calre général et évolutif a été présenté pour le traitement des problémes de contact-
frottement d’interfaces. De nombreux tests de validation élémentaires sont consultables sur
www.code-aster.or@u publiés dans [1][4][6][7] et [9]. lls montrent que I'on a pu valider la
formulation & la fois en statique et en dynamique, I'étendre aux éléments finis de structures, aux
éléments X-FEM et au traitement de l'usure avec les adaptations nécessaires, preuve de la
souplesse de cette formulation introduite dans un environnement de code industriel.
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