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Résumé— On propose dans cetmmmunication un schéma numérique d’intégration de lois
d’évolutions visco-hyperélastiques s’inspirant a la fois des méthodes par retour en exponentiel
[5] et des méthodes par retour radial [8, 7]. Loriginalité de ce schéma repose a la fois sur la
substitution d'un systeme différentiel tensoriel, traduisant les lois d’évolutions, par un systéeme
différentiel scalaire de deux équations a deux inconnues, et sur un développement limité au premier
ordre de ces variables. On obtient ainsi une solution analytique approchée en exponentiel.

Mots clés— relaxation radiale, visco-hyperélasticité, éléments-finis.

1 Introduction

La modélisation des matériaypolymeéres a I'aide de modéles rhéologiques, s'appuyant sur
la notion d’états intermédiaires, est de nos jours un sujet largement documenté dans la littérature.
De nombreux modeles sans cesse plus complexes ont été proposés afin de reproduire au mieux le
comportement dissipatif de ces matériaux. Pour autant I'implémentation numérique de ce type de
modéles conduit bien souvent a des algorithmes lourds a mettre en oeuvre et colteux en terme de
temps de calcul.
L'idée développée dans ce papier consiste a approximer le systeme différentiel, tensoriel et non-
linéaire obtenu a partir de la loi d’évolution de modéles visco-hyperélastiques par un systéme
beaucoup plus simple puisque linéaire et scalaire. L'obtention d’une telle approximation s’inscrit
dans le cadre des algorithmes de retour radial et de retour en exponentiel développés en plasticité
et viscoplasticité [8, 7, 4] ainsi gu’en viscoélasticité [5]. Ce schéma est qualifié de directe puis-
gu’une solution analytique en exponentielle a I'aide d’'une série de Magnus peut étre déterminée et
évaluée avec un colt numérique plus faible que des méthodes itératives. Un exemple numérique,
permettant de discuter des approximations effectuées est présenté dans ce papier.



2 Equations constitutives

En utilisant le concepdes états intermédiaires [6], on peut décomploser le gradient de la trans-
formation F en parties incompressible et compressible tel qie= J~3F avecJ = detF, on
décomposensuite le gradient incompressible en parties visqueuse et élastique :

ﬁ: Fe‘Fv. (1)

Dans le cadre d'uformalisme Eulérien, on peut choisir les tenseurs de dilatation de Cauchy-Green
gaucheB et B, comme variable d’états indépendantes. On suppose également une décomposition
additive dd’énergie libre tel que :

Y(B,Be,J) = Wu(Be) + Wn(B) + Yvai(J) @)
En partant d€2), la variation de I'énergie libre spécifique s’écrit donc :
o 0l|Jh - alpv =5 awvol ;
- 0B aB B'%a Be Bet 55 7 ®)
B = L-B+B-LT J=J(1:1) (4)
Be = L-§e+§e-LT—2Ve-58-Ve—§(l:D)Ee (5)

ouL =F-F~letV,estle tenseur de déformation pure (Fe= Ve-R). On peut définir également
un taux de déformatioanélastique objecfiftel que :

D.=R-Dy-R' = (ve‘l.'F.F—l.ve) _ (Ve.ve‘l.) (6)
sym sym

Dans ce cadre Eulérieat dans un contexte purement mécanique, I'inégalité de Clausius-Buhem
peut s'écrire :
@=0:D—J'pob >0 (7)

aveca, D le tenseur de Cauchy et le taux de déformation. En utilisant (3), (4), (5) et (6) dans (7)
et sous I'hypothése d’'un pseudo-potentiel de dissipation quadratique et dépendant uniguement de
53, la loi de comportement et la loi complémentaire peuvent s’écrire :

0=0p+0yv+pl

oy o 0y (8)
2ppd "V Ve=—=
pO e’ aBe e— aD\(/)
D
— -1 7& lIJV0| 1 6l.|JV
0o = 2ppJ (B as) P=pPo 33 Oy = 2pod~ (Be aBe) (9)

On obtient & treers cette écriture la généralisation du modéle rhéologique de Zener aux grandes
transformations (voir fig. 1).

3 Formulation Variationnelle

L'application de la contrainte de quasi-incompressibilité peut étre traitée a I'aide d'une for-
mulation en lagrangien perturbé. La solutiongldu probléme d’équilibre doit annuler la forme

10n a supposé igjue toute la partie rotation obtenue de la décomposition polaiFead due & la transformation
¢élastiquej.e. queR = Reg et ainsiRy = 1
2En négligeant leeffet thermiques



intégrale suivante, pour toutes les fonctions téstet dp choisies dans le ménmespace que et

/ M': vévdQ —/ v fuoidQ —/ &v-fourdS
Qo Qo oQ

[, (~0w-1)-p) sa0

Qo k

ou I est le premier tenseutes contraintes de Piola-Kirchoff. Pour écrire cette forme variation-
nelle, on a implicitement fait le choix de potentiel suivagke(J) = l%(J —1)?, aveck le module
decompressibilité. La résolution numérique de ces équations a travers un algorithme de Newton-
Raphson nécessite le calcul de la contrainte et de I'opérateur tangent en effectuant un transport des
éguations (8) dans un formalisme mixte, que I'on peut écrire :

(10)

n My
/—/h% ——
N=Joo+p)-FT+Jo,-F T (11)
_on _ 0J(0g+p)-F T _ dJoy-F T

Le calcul de lacontrainte et de I'opérateur tangent hyperélastifiyest Ty, est classique et ne
présente pas de difficultés particulieéres (cf. [3] par exemple), si bien qu'il reste & intégrer le com-
portement visqueuke. I'évaluation dell, et deTy au cours d’'une itération de Newton Raphson.

4 Intégration du comportement visco-hyperélastique

4.1 Loidécoulement du modéle de Zener

lIJh(E) + Wyol (J)

Wy(Be) ¢v(Dy)
Figure 1 — Modélele Zener

Pour la suite et dans I'objectif de simplifier les calculs on considére un modeéle rhéologique
simple (cf. figure 1) avec le choix de potentiels suivants :

12(Be)

Wn(B) = Ca(11(Be) —3) +CaIn(—=3

=0 N <o, =0
¢V(Dv) = E(Dv . Dv)
ouC, C; et G sont les paramétres matériaaidentifier. En utilisant les potentiels précédent dans
les équations (8) et en reportant ces derniéres dans (5) on obtient :

Be:L-Be+Be~L—TVe-BeD-Ve—§(1:L)Be (13)

) llJv(ge) = G(ll(ge) - 3)

avect = %3. De plus, par définitiodeBe, on a :Ve-EeD Ve= EeD -Be. On obtient finalement la
forme suivanteale loi d’écoulement du modéle de Zener :

Be:L~Be+Be-L—TBeD-Be—§(1:L)Be (14)




4.2 Schéma d’intégration avec prédicteur élastique

Pour la suite orse place dans un intervalle de tenjpst,.1], on considére que les variables
d’état sont connues a l'instamtet que I'évolution du gradient de la transformation dans I'interval
est linéaire (i.eF est constant). On définit une prédiction élastique en fikadtsa derniére valeur
convergée :

Fe :f-fwn (15)
on obtient égalemerta prédiction élastique du tenseur de Cauchy-Green gaBghe
B =F-F,-Be,-F, -F (16)
On peut aussi définiin tenseur normalisé de contrainte déviatorfque
* B P
N* — O-\/* — 76 5 (17)
ol 8.

Cette prédiction élastique datsolution exacte de I'équation (14) dans le cag eu0. Dans des
méthodes de prédiction correction avec un retour en exponentiel comme dans [5, 4], ce prédicteur
élastique est relaxé afin de vérifier la loi d’écoulement. Cependant dans ce type de méthode, la
contrainte visqueuse est temporairement figée de maniére a obtenir une solution en exponentielle.
La vérification de la loi d’écoulement conduit ensuite & un systéme non-linéaire a résoudre en
chaque point de Gauss. Pour la suite, on va s'inspirer des méthodes de retour radial utilisées en
plasticité [7]. On fait ainsi I'hypothése qug est sous la forme :

Be=Db(t)N"+s(t)1 (18)
avech(t) ets(t) qui sont définis par :

1

b(t) =Be:N* s(t)= éEe: 1 (19)
La dérivée parapport au temps dBe s'écrit donc :
Be = bN* + bN* + &1 (20)

Les équations (18) €20) nous permettent de réécrire la loi d’écoulement sous la forme d’'un
systeme différentiel a deux équations et deux inconnues en utilisant les proje@ions et
Bey: N*
§ =Z%(L:N")b—3b? 01
b (2(L : N*Z) —21: L)) b+2(L:N*)s—1 ((N*2 : N*) b2+sb) (21)

Lintégration de cesystéme différentiel scalaire non-linéaire et a coefficients non constants peut-
étre réalisé a I'aide d'un intégrateur numérique itératif tel gu’'une méthode de Runge-Kutta ou un
6-schéma. Afin de comparer dans la suite nos résultats avec une méthode directe d’intégration,
nous avons implémenté une méthode de Runge-Kutta-Feldberg qui permet d'adapter le pas de
temps en fonction d'une évaluation a posteriori de I'erreur d’approximation (voir par exemple

[1]).

3lindice

représente une grandetvaluée au temgs.

—n
]

4Par définition on a {N* : N*) = 1et(N*:1) =0de pluss,* et Be" commutent (isotropie du comportement)

5par définition deN*, nousavonsN* : 1 = N* : N* = 0



4.3 Approximation en exponentielle

Le schéma numérigue propodéans cette communication se base sur une linéarisation du
systeme différentiel (21) autour db, = b(t,), s, = s(tn)), tel que :

b(t) =bn+8b st)=s+5s (22)

En reportant cette approximation dans (21) et en négligeant les termes d’ordres 2, on obtient un
systeme différentiel linéaire a coefficients non-constants :

s os
{ & ]-mof & beco @3)
Avec les conditions initiales suivantes :
3s(ty) = Sb(ty) =0 (24)
Le systeme différentiel admet une solution analytique tel que :
3S(tn+1) } "L [Qltna-9)
= nt C(s)}d 25
{ae=] (co)ds (25)

Ou Q peut s’écrire sous la forme infinie d’'une série de Magnus (voir [2]), tel que :

t 1/t t 1t
Q) = | A(s)dst 3 | [A(s).| A(sl)dslld+

t t
tn 2 J, t A [A(S), /t [A(s1),| A(s2)ds2]dl]dst ...

th (26)

Avec I'approximation d’une évolution linéaire en temps du gradient de la déformation_.ede
peut obtenir une approximation linéaire en temp#\de si bien que la série de magnus s’intégre
de maniéere analytique, de plus pour la suite cette derniére sera tronquée au troisieme terme. La
résolution du systéme revient donc au calcul de 'intégrale de (25). Cette derniére est réalisée avec
un schéma de Gauss a 3 points. Pour I'opérateur tangent nous n’utilisons que la partie élastique de
ce dernier on doit calculer ainsi :

T, — dJo*-F T

YT OF

5 Application

On s'intéresse danesette section au cisaillement d’'un bloc d'élastomére en déformations
planes. Il s’agit d'un domaine de 30x30 mm, encastré sur un bord et soumis a un déplacement
imposé transverse sur I'autre bord. Le maillage comprend 10 éléments par coté (quadratiques en
déplacement et linéaire en pression). Le cisaillement est appliqué avec un signal sinusoidal de
fréquence 3.3 Hz et avec une amplitude de 100% de déformation en glissement. Les paramétres
matériaux du modeéle visco-hyperélastique de Zener sont les suivants :

C1=0.97Mpa C,=—-0.42Mpa G=0.77Mpa n=0.10Mpa.s! k= 1500Mpa

La figure 2(a) montre les différentes courbes d’hystérésis, obtenues en faisant varier le pas de
temps. Cette figure permet d'illustrer la stabilité du schéma d’intégration, on peut constater que
pour des grands pas de temps le schéma approche la solution “fine” avec un léger décalage en
terme de dissipation. Cette écart s’atténue assez rapidement en réduisant le pas de temps. Le
schéma proposé est donc sensible au choix du pas de temps mais dans une mesure qui semble rester
raisonnable, de plus la plupart des méthodes d’intégrations itératives sont également sensibles au
pas de temps.

Sur la courbe de I'évolution de la contrainte de cisaillement en fonction du temps (figure 2(b))
on observe un trés bon accord avec une méthode d’intégration itérative du systéme non linéaire
(RK45).De plus, une comparaison du codt numérique est donnée dans le tableau 1, le schéma
proposé permet de diviser le temps de calcul quasiment par 2 pour ce cas test.
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Figure 2 — Test de cisaillement

méthode temps CPU total (s) Nb d’incrément temps/incrément (s)
relaxation radiale 85.9 320 0.268
Kutta Feldberg 170.8 320 0.533

Tableau 1 — Comparaison du co(t numérique

6 Conclusion

La méthode d’intégration paelaxation radiale présente des performances tout a fait intéres-
santes en terme de co(t de calcul. Ce gain significatif n'est pas forcément obtenu en contre partie
d’une perte de précision, puisqu’au final ce schéma semble converger vers la solution recherchée.
Les approximations effectuées pour obtenir ce schéma ont été appliguées au modéle de Zener.
Pour autant, le méme genre de demarche peut étre adapté dans le cas d’un modele plus complique

qui présenterait une loi d’écoulement de la forni&, = F (Be,L, F).
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