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Résumé— Ce paier décrit une stratégie pour coupler une méthode éléments discrets avec une
méthode éléments finis. Une formulation basée sur une partition de I'unité en énergie des champs
discrets et continus sur un sous-domaine de raccord est utilisée. Cette approche a pour originalité
de limiter le raccord des modeéles au bord du sous-domaine de raccord, réduisant le colt de calcul
sans nuire a la qualité de la résolution. La stratégie développée est illustrée sur un probléeme de
propagation d’onde dans une structure élancée.

Mots clés— couplage de modéles, éléments discrets, éléments spectraux.

1 Introduction

Le cowplage de modéles offre de nouvelles perspectives en terme d’analyse multi-échelle des
matériaux et des structures en statigue comme en dynamique. La prise en compte de toute la
complexité et la richesse des modeéles aux toutes petites échelles est en effet, aujourd’hui encore,
inaccessible a grande échelle. Le couplage de modéeles nous offre ainsi la possibilité de prendre en
compte de tels comportements au moins localement.

Nous considérons ici le couplage d’'un modéle de type éléments discrets et d'un modéle
continu classique. Un tel couplage nous offre notamment la possibilité de modéliser la propa-
gation d’ondes sismiques a travers un milieu de grande taille constitué de géomatériaux pouvant
localement avoir un comportement non linéaire dans une zone d'intérét. Cette zone est modélisée
par la méthode des éléments discrets (DEM) qui permet de prendre en compte avec précision les
hétérogénéités matériaux, ainsi que les discontinuités engendrées par la rupture [3, 4]. Quant au
reste du domaine, on utilise un modeéle continu classique discrétisé par une méthode des éléments
spectraux (SEM), méthode élément fini d'ordre élevé adaptée a la modélisation de la propagation
d’ondes dans un cadre explicite [1, 2].

Le couplage proposé repose sur une partition des énergies sur une zone de recouvrement. Tou-
tefois, plutdét qu’'un couplage volumique [5, 6], nous proposons un couplage surfacique limité au
bord de la zone de recouvrement ou la continuité des champs est assurée au moyen de multipli-
cateurs de Lagrange. Une telle approche permet de réduire significativement la taille du probléme
interface et le co(t de calcul des opérateurs de couplage, pour une réduction limitée de la qualité du



couplage. Les performances de I'approche sont illustrées surampte de propagation d’ondes
élastiques.

2 Description des modeles

Le probléme que I'on souhaite résoudre est discrétisé d’'une part avec des éléments spectraux
recouvrant le domain@(® et d’autre part avec des éléments discrets recouvrant le do@&ihe

Le couplage est réalisé & travers une zone de recouvrement entre ces deux doflaingxS N
Q).

2.1 Le modéle discret

Le modele discret considére le mouvement de chaque particule obtenue a partir d'un pavage
de Voronoi sur I'ensemble du domaif¥P). Chaque particule a une forme polygonale et est reliée
a ces voisines par des liens qui traduisent la cohésion du milieu. La figure 1 illustre ce modéle.
Dans le cas ou les efforts d’interaction au niveau du lien dépasse un seuil critique, dépendant du
matériau étudié, la suppression du lien modélise la rupture.
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Figure 1 — Représentation du modéle discret

Dans @ systéme constitué de particules, I'énergie toisdela somme de I'énergie cinétique
et de I'énergie potentielle des particules, est constante en fonction du temps et est identifiée a
I'Hamiltonien HP donné par :

D D D
Hao) = Too) + Voo 1)
~ D D . ~ v £ . . o) N y £ . .
ou T, etV correspondent respectivement a I'énergie cinétique et a I'énergie potentielle du
modeéle discret dans le domaif¥P). Ces énergies ont pour expression :
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— uP et 6° sont les vecteurs rassemblant respectivement les déplacements et rotations de
chaque particule.

— M2, etl2, sont respectivement les matrices assemblant les masses et inerties de chaque
particule. Notons que ces deux matrices sont diagonales, ce qui permet de mettre en place
naturellement un schéma de résolution explicite.

— K2, etGg, sont respectivement les matrices assemblant les raideurs en déplacement et
en rotation traduisant la cohésion du milieu.

— 25, etm3 , sont les vecteurs traduisant respectivement les efforts et moments extérieurs.



2.2 Le modeéle continu

Le mockle continu est constitué des équations de base de I'élastodynamique appliquées au do-
maine d'étudeR(® . Ce domaine répond & un équilibre dynamique et & un comportement matériau
caractérisé par la loi de Hooke. L'expression de I'Hamiltonien du modéle continu discrétisé avec
des éléments spectraux sur le domalt& est la suivante :

Hs =Tos +Vas 3)

Qe —

T etVQ<S correspondent respectivement a I'énergie cinétique et de I'énergie potentielle associé
au domaine(®). Leur expression compléte est la suivante :

T&s = %[UﬂTMS@) [US}
. " (4)
VQ<5 = ? Q(S uﬂ ﬂ

ol uS eg le champ de déplacement recherclvr%s), o etfS s correspondent respectivement
a la matrice de masse, la matrice de raideur et au vecteur des efforts extérieurs obtenus a partir
d’une discrétisation par des éléments spectraux du modéle continu sur le déiff@ine

3 Meéthode de couplage

La méthode de couplage proposée reprend certaines considérations de la méthode Arlequin : la
décomposition de domaine est réalisée avec recouvrement. A chaque domaine est associé respec-
tivement un modéle discret et continu. Afin d'étre conservatif en énergie, on affecte dans la zone
de recouvremer®) le paramétrex (€]0,1[) a I'énergie associée au modéle continuélet a)

a I'énergie associée au modéle discret.

L'originalité du couplage proposé consiste a limiter le raccord des champs sur le bord de la
zone de recouvrement. Cela permet de résoudre a moindre co(t le probléme de couplage vis-a-vis
des méthodes existantes [5, 6]. Pour cela, on introduit un multiplicateur de Lagvamgpeésen-
tant un effort d’interface, permettant d'imposer la condition de continuité cinématique au niveau
de l'interface. Nous assurons seulement la continuité sur les champs de déplacement, sans consi-
dérer la rotation des particules.

Dans cette approche, I’'Hamiltonien du probléme permettant de lier les deux modéles s'écrit :

H =HZ +H2p +aHS, + (1-c)Hg, + A" (CFuS— CPluP) (5)

QW)
avecQl” = 09\ QW etQl® =@\ V), etC® etC®) les opérateurs de couplage permettant
le passage respectlvement des élements spectraux et des éléments discrets au bord de la zone de
recouvrement.

Le développement canonigue de I'Hamiltontdrdonne les équations suivantes :

MOES 4 KOu©S — (S _ 9T
(

M@0 1P 4 K D)yD) L D)D) — §(D) 1 m(D) 4 cO®IT)
cO®pd _cdyd —o

ol e(® désigne les termes correspondant au modéle continu discrétisé avec des éléments spectraux
et o) ceux correspondant au modéle élément discret. La partitiom sur la zoneQ nous
ameéne a construire les opérateurs de cette facon :



M = M2 +aMg, ;KO = Koo +aK3a

(S = fg o +af>
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4 Reésultats numériques

4.1 Description du cas test

On s'intéresse a la réponse élastodynamique d’'un milieu ramené a un probléme a deux di-
mensions. Le matériau étudié correspond a une roche répondant a la loi de Hooke et ayant pour
caractéristiques un module d'Youriyde 188 GPa, un coefficient de Poissernde Q25 et une
densité massique de 2200 kg/m. La géométrie étudiée a une forme rectangulaire de 1000 m de
longueur et de 50 m de largeur (figure 2).

Fd(t)

Figure 2 — Probléme de référence

Ce milieu est soumis a une pression surfacique uniforme rigté¢ sur le bord gauche. La
pressiorFy(t) est un créneau de périodd @. Le spectre fréquenciel de cette fonction est complet,
ce qui permet d’obtenir une analyse complete en frequence du couplage. Par la suite,upgsnote
la solution obtenue en résolvant le probléme sans couplage par une méthode continue.

4.2 Construction de la fonctionnelle d’écart de modele

Pour qualifier I'influence du couplage, nous proposons de définir une fonctionnelle d’écart de
modele, avec pour référence la solution contitipg. Pour une particulg I'écart de modele local
g est donnée par :
a(t) = 6P (1) —_luref(xi,t)H
Maxy |[Uref(Xi,t)]]

(7)

ol uP est le vecteur déplacement associé a la particels; la position de celle-ci. L'écart de
modele global sur le domair est défini par :

W ZOiGQa(t)

a ®)

ou 0;j ed le centre de masse de la particukt N est le nombre de particules contenues dans



4.3 Analyse numérique du probleme couplé

On s'intéresse désormais a I'analyse numérique du probléme couplé. Pour ce faire, on réa-
lise une décomposition de domaine du probléme présenté précédemment. La partie gauche du
domaine, occupant les 250 premiers métres de la structure, est discrétisée avec des éléments
spectraux. Le pas de discrétisation spatiale dans le domaine continu est de 25 m. Les éléments
spectraux choisis sont d’ordre 5. Quant a la discrétisation éléments discrets, elle occupe les 775
derniers métres de la structure. De cette facon, la zone de recouvrement a une dimension de 25 m
par 50 m. On noté le pas de discrétisation dans le domaine discret qui fera I'objet d’'une étude
paramétrique. Cela nous donne dans le cas d’une discrétisation spatiale moyenne dans le domaine
discret de @25 m le maillage illustré a la figure 3.

Figure 3— Probléme de couplage discrétisé

La solution obtenue avec la décomposition de domaine continu/discret est comparée a la solu-

tion obtenue par un domaine purement discret. On utilise I'écart de mdtaiele domainé)((:m,

a l'instantt = 150 ms. A cet instant, les ondes se sont suffisamment propagées dans le domaine
discret pour gue 'analyse soit pertinente. L'évolution de I'écart pour différents pas de discrétisa-
tion du milieu discret est donnée sur la figure 4. L'écart diminue sans surprise avec le raffinement
du maillage, la solution discréte tendant alors vers la solution continue prise ici comme référence.
Pour le probléme couplé, le paramédrest fixé a 0,5. Le résultat obtenu montre la bonne qualité

du couplage proposé, avec un écart de modele similaire au probléme discret seul.
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Figure 4 — Etude comparative du probléme avec et sans décomposition de domaine.

5 Conclusion

Le couplage avec recouvrement permet la résolution de probléme avec décomposition de do-
maine utilisant différents modéles et maillages dans les différents domaines. Nous proposons une
statégie de couplage, basée classiqguement sur une partition de I'unité dans la zone de couplage,



mais limitant la continuité du champ cinématique au bord du doendénrecouvrement. Le codt
numérique du couplage s’en trouve réduit, sans nuire a la qualité du couplage, destinée ici a la
représentation de la propagation d’ondes sismiques dans un sol. La stratégie proposée est illustrée
sur un probléme d’élastodynamique.
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