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Résumé— L’analyse multi-échelle et/ou multi-physique est une thématique de recherche en
pleine expansion. Il s’agit de coupler, des échelles les plus fines aux échelles les plus grossières, les
modèles les plus pertinants pour chaque échelle. On propose ici une étude du couplage dynamique
moléculaire / élément finis avec application à la propagation dynamique des fissures.
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1 Introduction

L’analyse multi-échelle et/ou multi-physique est une thématique de recherche en pleine expan-
sion. Il s’agit de coupler, des échelles les plus fines aux échelles les plus grossières, les modèles
les plus pertinants pour chaque échelle. Pour cela, il est nécessaire de pouvoir coupler des modèles
dédiés à des échelles différentes. On s’intéressera ici au couplage entre un modèle de dynamique
moléculaire et une description éléments finis du matériau. On s’inspirera des travaux de Ben Dhia
et Rateau [4] pour coupler les deux modèles avec une zone de recouvrement. Néanmoins, les deux
modèles utilisés ici sont d’une nature complétement différente : l’un est un modèle continu dis-
crétisé, l’autre un modèle intrinsèquement discret. Cela nécessite, comme on peut le conclure à la
lecture de [6], quelques adaptations.

2 Formulation

Le domaine étudiéΩ est divisé enΩM et Ωm qui feront respectivement l’objet d’une discréti-
sation par éléments finis et par dymanique moléculaire. DansΩM, la forme forte des équations de
conservation de la quantité de mouvement donnent en l’absence de force de volume :

ρü = div σ (1)

où u est le déplacement continu qui sera discrétisé par éléments finis,ρ la masse volumique etσσσ
le tenseur des contraintes de Cauchy. Pour le domaine atomiqueΩm, on a :

mid̈i = f i (2)

1



oùmi désigne la masse de l’atomei, di son déplacement etf i la somme des forces exercées par les
atomes voisins. Il est à noter que cette force dérive d’un potentiel (Lennard-Jones par exemple).

On peut associer à ces deux problèmes leur forme faible. Pour le modèle continu, dans le
cadre de l’élasticité linéaire en petites perturbations et en l’absence de force volumique, pour toute
fonction testv∗ cinématiquement admissible à 0, on a :

aM (u,v∗) = lM (v∗) (3)

avec
aM (u,v∗) =

Z

ΩM

ρ · ü ·v∗dΩ+

Z

ΩM

εε(u) : K : ε(v∗)dΩ (4)

et
lM (v∗) =

Z

∂2Ω
Fd ·v∗dS (5)

oùK est l’opérateur de Hooke etFd les efforts imposés sur la partie du bord∂2Ω.
Pour le domaine atomique l’écriture d’une forme faible est purement formelle. On peut néan-

moins écrire :
am(d,w∗) = 0 (6)

avecw∗ les fonctions tests et

am(d,w∗) =
Na

∑
i=1

mid̈i ·w∗
i +

Na

∑
i=1

∇∇iU(d) ·w∗
i

oùU est le potentiel dont dérivent les forces inter-atomiques. Trois points restent alors à préciser :
– écrire des problèmes discrétisés à partir de leur forme faible
– former une partition des énergies entre les deux modèles sur la zone de recouvrementΩc

– imposer des conditions de compatibilité cinématique entre les deux modèles dansΩc

La troisième étape est la plus directe et nous choisissons d’imposer la compatibilité des vitesses
grâce à des multiplicateurs de Lagrange portés par des atomes du modèle atomique dans la zone
de couplage. Pour cela, on utilise un opérateurΠ qui projette les vitesseṡu et ḋ sur un sous-espace
de Ωc. Si µ∗ sont les fonctions tests des multiplicateurs de Lagrange, les conditions de couplage
s’écrivent :

< µ∗,Πu̇−Πḋ >= 0 (7)

La deuxième s’effectue au moyen d’une partition de l’unitéα(x)+ β(x) = 1 qui vient pondérer
les énergies de chacun des modèles.







α(x) = 1 for x ∈ ΩM\Ωc

β(x) = 1 for x ∈ Ωm\Ωc

(8)

Le premier point est obtenu en adoptant un schéma de discrétisation éléments finis (éventuellement
étendus pour prendre en compte la presence de fissures) pour le modèle continu. La discrétisation
du modèle atomique est immédiate. Pour les deux premièrs points, nous allons montrer que ces
deux opérations ne commutent pas et que l’ordre dans lequel on choisit de les effectuer à une
importance considérable sur le fonctionement du couplage. Nous sommes ici en effet dans le cas
très spécifique du couplage de deux modèles de nature intrinsèquement différentes.
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2.1 Pondération + discrétisation

C’est la voie usuelle, et celle suivie dans [6]. Aprés avoir introduit les pondérations en énergie
α et β dans les formes linéaire et bilinéaire associées à chacun des problèmes dans leur écriture
faible, la discrétisation est adoptée. Il en résulte le système discret suivant :























MαÜ+Fα = Fext−CMΛ

mβd̈ = fβ +CmΛΛ

CT
MU̇ = CT

mḋ

(9)

avec(U,d,Λ) l’ensemble des inconnues du problème couplé,Mα,mβ les matrice de masse pondérées,
Fα, fβ les vecteur des forces internes pondérés,CM,Cm les opérateurs de couplage discrétisés et
Fext le vecteur des forces externes.

2.2 Discrétisation + pondération

On propose ici de pondérer non pas les opérateurs continus mais les opérateurs discretisés.
Pour cela, on définit des matrices de pondérationααα et βββ agissant sur les énergies cinétique et
interne discrétisées. Le système obtenu est le suivant :























αα (MÜ)+αα F = Fext−CMΛ

ββ (md̈) = β f +CmΛ

CT
MU̇ = CT

mḋ

(10)

2.3 Conservation de l’énergie discrétisée

Une fois les systèmes discrétisés en espace, un schéma d’integrétion en temps est adopté : on
choisit le schéma explicite de Newmark de la différence centrée. On peut en étudier la conservation
de l’énergie en utilisant la méthode proposée dans [5]. On calcule la valeur moyenne (notation
[]) des équations du système (9) (ou (10)) entre deux instantstn et tn+1. On multiplie ensuite par
l’incrément de déplacement[U] pour le modèle continu discrétisé et[d] pour le modèle moléculaire
pour obtenir finalement :

[
1
2

U̇TM̃αU̇−
(∆ t)2

8
ÜTM̃αÜ+

1
2

UTKαU] = −[U]T〈CM ΛΛ〉 (11)

[
1
2

ḋTmαḋ−
(∆ t)2

8
d̈Tmαd̈] = [d]T〈fβ〉 + [d]T〈CmΛ〉 (12)

où l’on identifie les quantités suivantes : (i) l’énergie cinétique discrétiséeEM
K = 1

2U̇TM̃αU̇ du
modèle continu, (ii) l’énergie interne discrétiséeEM

P = 1
2UTKαU du modèle continu , (iii) l’én-

ergie cinétiqueEm
K = 1

2ḋTmαḋ dans les atomes, (iv) les termes d’accélération(∆t)2

8 ÜTM̃αÜ et
(∆t)2

8 d̈Tmαd̈ dus au schéma de la différence centrée, (v) le travail des multiplicateurs de La-
grange dans le déplacement du modèle continu et dans le déplacement des atomes,[U]T〈CM ΛΛ〉 et
[d]T〈CmΛΛ〉, respectivement, et (vi) le travail des forces inter-atomiques[d]T〈fβ〉.

Grâce à ce bilan d’énergie de la formulation discrétisée, nous allons pouvoir évaluer les per-
formances des deux stratégies de couplage d’un point de vue de la conservation de l’énergie.
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(a) Déplacement àt = 105×10−15 s
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(b) Déplacement àt = 150×10−15 s

Figure 1 – Propagation d’une onde 1-D dans un barreau en utilisant la stratégie usuelle pondération
+ discrétisation.
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(a) Déplacement àt = 105×10−15 s
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(b) Déplacement àt = 150×10−15 s

Figure 2 – Propagation d’une onde 1-D dans une barreau en utilisant le stratégie proposée discréti-
sation + pondération.

3 Applications

3.1 Barreau 1D

Dans le premier exemple on étudie la propagation d’une onde dans un barreau unidimensionel.
La taille totale du domaine est 59.142528×10−9 m et 100 atomes sont utilisés dans le domaine
moléculaire. La distance inter-atomique estre = 0.1234708× 10−9 m et la taille des éléments
finis du modèle continu esth = re. Pour les atomes, on utilise le potentiel de Lennard-Jonesa =
32.043529×10−21 J et une masse atomiquem= 0.0016599×10−24 g. Les propriétés élastiques
du modèle continu sont obtenues à partir du modèle moléculaire [2]. Le calcul est effectué sur
2000 pas de temps de∆t = 1×10−15 s, soit 95% du pas de temps critique.

Les Figures 1 à 3 présentent les résultats. Avec la stratégie usuelle, le transfert d’énergie n’est
pas correct bien que le bilan énergétique soit satisfait (Figure 3(a)). Au contraire, la stratégie
proposée permet des transferts d’énergie parfait entre les deux modèles (voir [1] pour plus de
détails).

3.2 Propagation dynamique d’une fissure dans une plaque

On étudie maintenant une plaque formée par un crystal de cuivre dans son plan crystallo-
graphique(111) (le réseau bidimensionel est ainsi hexagonal). On utilise le potentiel de Lennard-
Jones pour la partie atomique avec les constantesa= 0.415eV etb= 0.2277nm. Les propriétés du
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Figure 3 – Comparaison des transferts d’énergie pour les deux stratégies : à gauche pondération +
discrétisation (9), à droite discrétisation + pondération (10).

modèle continu sont alors obtenues en suivant [2] :E = 79.334GPaet ν = 0.25. La masse atom-
ique du cuivre estmCu = 63.546

NA
g avecNA le nombre d’AvogadroNA = 6.02214179×1023 mol−1

ce qui correspond à une densitéρ = 1865.250812586× 103 kgm−3. La plaque étudiée mesure
100 nm par 77.5 nm et on impose une vitesse de 47.4 ms−1 orthogonal à la direction de la pré-
fissure placée dans le modèle continu. La taille des élements finis du modèle continus est environ
10 fois la distance inter-atomique. Ainsi, le maillage est constitué de 1221 éléments quadrangle
et 8875 atomes sont placés à la pointe de la pré-fissure. L’épaisseur de la zone de couplage est de
3 nm environ et 33% des atomes qui s’y trouvent portent des multiplicateurs de Lagrange. La Fig-
ure 4 montre l’évolution du champs de déplacement et la propagation de la fissure principale ainsi
que la formation de bande de cisaillement. L’influence de la vitesse de chargement est détaillée
dans [3].

4 Conclusions

On propose ici une adaptation de la méthode Arlequin au couplage entre une modèle continu
éléments finis et un modèle de dynamique moléculaire. La difficulté réside dans la nature discréte
du second modèle qui introduit une dissymmétrie dans le problème couplé. Ainsi, on montre que
les opérations de pondération des énergies et de discrétisation des formes faibles ne commutent
pas. Dans le cas précis d’un couplage entre deux modèles dont un est discret par nature il faut
d’abord discrétisé le problème continu et ensuite pondérer les énergies discrétisées. On garantit
ainsi des transferts d’énergies corrects entre les deux modèles ce qui est illustré dans le premier
exemple proposé. On montre ensuite une application à la propagation dynamique d’une fissure
dans une plaque en couplant des éléments finis étendus et un modèle atomique uniquement à la
pointe de la fissure.
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