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Résumé —Cet article présente un modéle d’homogénéisation pour la torsion de plaques
orthotropes. Pour un carton ondulé, la rigidité de torsion suivant la directionC8i3s(
Direction) est calculée analytiquement selon la théorie de torsion de poutre a parois minces
fermées. Nous avons montré que la rigidité de torsion suivant la diréddfibriMachine
Direction) est négligeable par rapport a celle suivaidt La cohérence des théories de torsion

de poutre et de plaque est étudiée afin d’appliquer correctement les rigidités de torsion de poutre
a la simulation de plagues homogénéisées.

Mots clés— Plaque orthotrope, rigidité de torsion, homogéneéisation analytique.

1 Introduction

La modélisation numérique des plagues composites orthotropes de type carton ondulé
(compog d’au moins 3 strates) par des éléments de coque est trop fastidieuse et trop codteuse.
L’homogénéisation de ce genre de structures 3D permet d’obtenir une plague 2D homogéne
équivalente et donc de rendre le calcul beaucoup plus efficace. Cela consiste a déterminer les
rigidités globales équivalentes qui lient les déformations généralisées aux efforts résultants. De
nombreux modeles d’homogénéisation ont été obtenus par des méthodes analytiques [1, 2, 5],
numériques [3, 4] et expérimentales [1, 2]. Beaucoup d’études portent sur les problemes de
traction et de flexion, mais les travaux sur les problémes de torsion sont rares dans la littérature.

Dans le cas d’'une plaque en carton ondulé que nous avons modélisé en une structure 3D (2
peaux et une cannelure), les résultats ont montré que la courbure de torsion peut étre séparée en
2 taux de torsion égaux de type poutre suiWdbtx et CD-y. Cela nous permet, d'une part de
calculer analytiquement la rigidité de torsion du carton suiZivy en utilisant la théorie de
torsion de poutre a parois minces multicellulaires et d’autre part de montrer par une simulation
numérique que la rigidité suivaMD-x est négligeable devant celle de la direc@ib-y. La
cohérence entre les théories de torsion de poutre et de plaque est étudiée pour appliquer
correctement la rigidité de torsion obtenue par la théorie de poutre a la simulation de la plaque
homogénéisée.

Une plague de carton ondulé en torsion permet de valider le présent modéle
d’homogénéisation de torsion.

2 Rappel des théories classiques de plaque en torsion

La théorie de Mindlin est souvent utilisée pour les plaques épaisses ou composites. Elle
suppose qu'un segment droit et normal a la surface moyenne reste droit mais non
perpendiculaire a la surface apres la déformation. Cette hypothése permet de prendre en compte
les déformations de cisaillement transverse. La théorie de Mindlin donne les déformations
suivantes :
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ou S est 'angle de rotation de la normalezigersx ou I'angle de rotation autour g€3.=8),
B, estl'angle de rotation de la normalezdeersy ou I'angle de rotation autour ee(3=- ).
Selonla théorie des stratifiés [6], les moments de flexion et de torsion sont obtenus par une
intégration des contraintes suivant I'épaisseur :
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ou [Q] est la matrice d'élasticitéD] la matrice de rigidité de flexion-torsio{u(} le vecteur de

courbures. Si on ne considére que la torsion, le moment de torsion et le travail virtuel interne
correspondant sont définis comme suit :

Mxy:MyxzDX)X/Bx’y-l-:By’x) (3)
Vvlnt :J.A(Jﬂx 1y+5ﬁy X )ny(lgx’y-i-ﬁ yix) dA (4)

Les équations ci-dessus sont valables pour les plaques de matériaux orthotropes, mais
certaines équations ne sont plus valables pour les plaques orthotropes dues a la structure
alvéolaire des constituants, comme les plaques en carton ondulé dans lesquelles les distributions
des déformations et des contraintes ne sont plus linéaires suivant I'épaisseur [5]. On ne peut
plus utiliser la théorie des stratifiés, il faut donc traiter le carton ondulé comme une structure 3D
au lieu d’'un milieu continu.

3 Cohérence entre les théories de poutre et de plaque

Larigidité de torsion calculée par la théorie de poutre ci-dessus ne peut pas étre directement
utilisée pour la simulation de la plaque homogénéisée, car la définition de la rigidité de torsion
est différente dans les théories de poutre et de plaque pour une méme structure. On considere
une plaque élancée de longueude largeuB et d’épaisseue soumise a un moment de torsion
suivant x (M), alors la théorie de plaque donne le travail virtuel interne suivant :

Vvlnt :JL (5ﬂx 7y+5ﬂy X )Bny(ﬁx !y+18y'x ) d) (5)
Tandis que la théorie de poutre donne une expression différente :

W, =[ 86,610, o ®)

Nous avons toujours3,,,=0&.,, W=—0.. =0 .., la comparaison entre les
Xy yy y'X X1 X X'y y

équatons (5) et (6) nous permet d'obtenir la relation suivante entre la rigidité de torsion de
plague et celle de poutre :

D,, =GJ /4B (7)

Pour uneplaque composite orthotrope de type carton ondulé, on peut calculer sa rigidité de
torsion de poutr&J (analytiquement ou numeriquement) et en déduire sa rigidité de figgue
qui sea utilisée dans le modéle d’homogénéisation du carton pour la simulation des structures
d’emballage.



Timoshenko et al. [7] ont proposé un modéle d’homogénéisation pour la torsion d'un treillis
d’armatures croisées afin de prendre en compte les rigidités de torsion différentesxsetiyant

(Fig. 1) :
C C

Mxy: E]'Waxy , Myx: - Ezwaxy (8)
b1 W pexxx (‘;l CZ )Wxxyy zwyyyyz Q (9)

ou By, B, sont les rigidités de flexion suivaxtety, C;, C,sont les rigidités de torsion suivant
ety

Ce modele de torsion décompose la courbure de torsion en 2 taux de torsion égaux et
introduit 2 rigidités de torsion différentes. L'équation (9) revient a utiliser le quart de la somme
des deux rigidités de torsion suivantMD et y-CD pour la rigidité de torsion de la plaque
homogééiseée :

16,6
ny_4[bl + 31} (20)
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Figure 1- Modéle de torsion pour un treillis d’armatures croisées [7]

4 Calcul de la rigidité de torsion pour le carton ondulé

4.1 Rigidité selon la direction CD

Surla sectionCD, la torsion autour dg peut étre considérée comme la torsion d'une poutre
a papois minces multicellulaire. Selon la théorie de Bredt, basée sur I'analogie de membrane
sous pression, on peut établiequations aven flux inconnus sur une section composéende
cellules (Fig. 2) :

d_S_ d_S_2|\/|t ) iS_ ds_ 2M,
Oﬂlt 12t J 21 t ngt

(11)
ds ds 2M,
............................................. <0 j =4
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ou J est le moment d’inertie de torsiamje flux de la contrainte tangentiell®; le moment de
tordon, t I'épaisseur d’une parog la longueur curviligne de la ligne moyenne des parois d’une
cellule,Sl'aire enveloppée par

En prenant2M/J=1, la résolution de ces équations donne les flux relatifs; de la
contrainte tangentielle & un coefficient prés. Et puis, le moment d’inertie de tdetides vrais
flux g; sont calculés comme suit :



J=4yq% ; q=gq2"
i=1 J

: (12)

Le probleme de torsion d'un carton de 10 cellules aé&gélu par la méthode de Bredt ci-
dessus. La Fig. 2 montre que dans les parois intérieures entre deux cellules les flux de
contraintes tangentielles sont trés faibles par rapport aux flux dans les parois extérieures. Dans
la pratique, un panneau de carton ondulé a souvent plus de 100 cellules, les flux deviennent
quasiment nuls sur la plupart des parois de la cannelure (flux dans le cas de 50 cellules : 1, 0.32,
0.100, 0.030, 0.01, 0.004, 0.001, 0.0004, 0.0001, 0.000 ...), cela nous permet de négliger ces
parois internes et de calculer la rigidité de torsion avec la formule de Bredt pour une section
monocellulaire :

4
A
2 2 b i
GJ=4S _ 42 1 - 4L|2|Gi.C.;L[ (14)
s~ L, L_ 2 or+ct
Jat Gt ot &t

ou L eth sont la longueur et la hauteur de la cannelure de la plaque de carton bhaulé,
longueur d’'une demi-onde sinusoidale de la cannelure appartenant au contour extérieur (Fig. 2).
Généralement,est beaucoup plus petit guet donc négligeable.
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Figure 2 - Flux relatifs de la contrainte tangentielle wue sectiorCD a 10 cellules

Les iigidités de torsiorCD du carton ondulé avec 4, 10, 50 et 100 cellules calculées par la
formule de Bredt sont comparées avec celles calculées par notre formule analytique simplifiée
(Tableau 1). La présente méthode permet d’obtenir de bons résultats pour de grandes largeurs
(au-dela de 50 cellules).

GJep 4 cellules 10 cellules 50 cellules 100 cellules

Bredt 9765 N.mm 13145 N.mm 16895 N.mm 16451 N.;mm
Bredt simplifiée 16000 N.mm 16000 N.mm 16000 N.mm 16000 N.mm

Erreur +63.85 % +21.72 % -5.30 % -2.74 %

Tableau 1 - Rigidité de torsion par unité de longueur pour la torsion sur Sgttion

4.2

Rigidité de torsion selon la directionMD

La torsion du carton ondulé sous un moment suikéDtx est un probléme tres complexe.
Nousavons modélisé cette structure 3D par des éléments de coque et nous constatons que ce
moment de torsion extérieur implique les efforts tranchants, les moments de torsion et les
moments de flexion dans les 3 strates. Il est impossible de trouver une solution analytique. Pour
déterminer la rigidité de torsion suivaltD, nous avons modélisé le carton ondulé par des
élémants de poutre pour éviter I'effet de couplage avec la torsion su¥BntNous avons
compaé la rigidité de torsion de type poutre suivBid a celle suivanCD calculée d'apres
I'équation (14). Le tableau 2 montre que, pour 3 largeurs différentes les rigidités de torsion
suivantMD par unité de largeuaJyp/B) sont négligeables devant celles suivabDt(GJcp/L).



B Mix GJw/B GJcp/L
400 130.90 83.33 8000
200 65.45 83.33 8000
100 32.72 83.32 8000

Tableau 2 — Comparaison des rigidités de torsion par unité de largeur des $4otietrGD

5 Validation numérique sur la torsion d’'un carton ondulé
Une plague en carton ondulé est considérée pour valider notre modele de torsion. Sa
longueur est.=400 mm et sa largeur eB£400, 200 ou 100 mm. Le matériau des 3 strates est

supmse isotrope avele=3500 MPay=0.4. La géométrie de la cannelure est définie par :

H(X) :(n —e—zpjsin(%x]

ou h,=2mm est la demi-hauteur du cartom, =0.2 mm I'épaisseur des peaux et de la

(15)

cannelure A =8 mm la longueur d’une période d’ondulation.

Trois types de calculs sont effectués pour valider notre modéle de torsion : simulation 3D
par éléments de coque d’Abaqus, calcul analytique de la rigidité de t@Biehsimulation 2D
parnotre élément T 8/carton avec homogénéisation.

5.1 Simulation 3D par Abaqus et calcul analytique

La plaque est fixée en torsion a une extrémité et soumise a un angle de t@j)simpdgsée
autaur de la directionMD-x a l'autre extrémité. Le tableau 3 montre que pour 3 largeurs
différentes les deux taux de torsidh(et -8,,) sont toujours identiques et que les rigidités de
tordgon par unité de largeuGdyp/B) sont trés proches (les erreurs sont dues aux effets de bord
du arton). La rigidité de torsion du carton ond@é; est calculée pa®Jyp =Ml &« S€lON la
théaie de poutre.

B Miotal B 8y GJuo/B
400 11891.70 0.00381 -0.00381 7805.06
200 5819.38 0.00380 -0.00380 7658.41
100 2783.70 0.00380 -0.00379 7332.64

Tableau 3 — Simulation 3D par Abaqus avec angle de torgjpimposé autour diID-x

Dansle cas d'un angle de torsio) imposé autour de la directidDD-y, le tableau 4
monte que pour 3 largeurs différentes les deux taux de torglgne{ 4,,) sont toujours
idertiques et que les rigidités de torsion par unité de larg8d¢pll) sont tres proches. La
rigidité de torsion du carton ondulglcp est calculée paGlp=Mial 8,y Selon la théorie de
poute.

B Miota 8.y B GJeo/L
400 12009.20 0.00383 -0.00383 7837.52
200 23390.80 0.00744 -0.00748 7858.27
100 44464.20 0.00141 -0.00143 7878.35

Tableau 4 — Simulation 3D par Abaqus avec angle de tor§jpimposé autour dED-y

Les rigidités sous les torsions suivfid et CD calculées numériquement par Abaqus sont
trés proches (tableaux 3 et 4). Ces valeurs sont dues a l'influence réciproque des rigidités de
torsions suivant les 2 directions. En effet, la rigidité de torsion sui@éntest calculée



analytiguement par I'équation (14) (tableauGJ-/L=8000) et la rigidité de torsion suivant

MD a été calculée numériqguement (tableauG32,p/B=83.33. En comparant leur somme
(8083.33 avec les valeurs des rigidités obtenues par Abaqus (tableaux 3 et 4), nous trouvons
deserreurs comprises entre 2.54% et 9.28%.

5.2  Simulation 2D par le modele d’homogénéisation

Sebn I'’équation (10), la rigidité de torsion d’'une plague homogénéisée est égale a un quart
de la somme des rigidités de poutre par unité de longueur, et comme nous avons montré que la
rigidité de torsion suivarilD pouvait étre négligée devant celle seiip, alors :

D,, =%(GJMD/ B+ Gl / I_)=711 G,/ L (16)

Cete rigidité de torsiorD,, est utilisée pour la simulation de la plaque 2D homogénéisée
avecnotre élément de coqu&yl8/carton. Les conditions utilisées sont les mémes que pour les
simuations 3D avec Abaqus. Le tableau 5 montre que cette rigidité permet d’obtenir les
moments de torsion tres proches de ceux obtenus dans les tableaux 3 et 4.

&.imposé orMD g ,imposé orCD
B Dy, (Abuqus 3D) Miotal Erreur Miotal Erreur
400 1955.32 12194.80 2.5% 12194.70 1.5%
200 1939.58 6027.50 3.6% 24110.40 3.1%
100 1901.37 2934.59 5.4% 46951.80 5.6%

Tableau 5 — Simulation 2D d'une plaque homogénéiséeTeyd8/carton

6 Conclusions

Cet article a présenté un modéle d’homogénéisation pour calculer la rigidité de torsion de
plagues en carton ondulé. Nous avons démontré que les rigidités de torsion suivant les
directionsMD et CD sont trés différents et que la torsion se@ib du carton ondulé peut étre
congdérée comme la torsion d’'une poutre a section de parois minces multicellulaire. La rigidité
de torsionCD est ainsi déterminée analytiguement en utilisant la théorie de torsion de Bredt.
Nous avons également montré que la rigidité seWid peut étre négligée par rapport a celle
suivantCD. La somme des rigidités de type poutre suivant les deux directions doit étre divisée
par4 pour obtenir la rigidité correspondante pour la simulation de la plague homogénéisée 2D.
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