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Résumé — La simulation numérique de plaques composites est souvent difficile à cause du
contraste entre la simplicité des modèles permettant un calcul rapide, et la précision nécessaire
pour une analyse des contraintes transverses, premières responsables du délaminage. Cette contri-
bution présente des éléments finis plaque basés sur une hiérarchie de modèles dont la précision
varie entre celle des modèles classiques plaque 2D à celle des modèles quasi-3D. L’application
aux effets de bord libre démontre l’utilité de l’approche proposée.

Mots clés — matériaux composites, modèles raffinés plaque, effets de bord.

1 Introduction

Comme une grande partie de structures composites est réalisée sous forme de structures minces
(plaques, coques), de nombreux modèles bidimensionnels (2D) ont été suggérés afin d’éviter l’uti-
lisation de modèles numériques tridimensionnels (3D), souvent trop chers d’un point de vue com-
putationnel [5]. Ces modèles approximés peuvent prendre en compte seulement partiellement ou
presque entièrement les spécificités de la réponse mécanique des composites stratifiés. Sur cette
base, on peut identifier une hiérarchie de modèles 2D, en partant des modèles les plus grossiers
aptes à une représentation globale de la structure, jusqu’à ceux plus raffinés permettant de repre-
senter les distributions locales et les effets des interfaces entre couches de matériaux différents
(voir figure 1) [1]. Une notation unifiée proposée par Carrera permet de formuler toute une série
de modèles 2D d’une façon très avantageuse vis-à-vis de l’implémentation dans un code de calcul
[2]. La formulation unifiée permet d’évaluer les effets des approximations 2D des modèles plus
simples à partir de la solution quasi-3D des modèles plus raffinés. Cet article présente la hiérar-
chie des modèles plaque 2D en formulation unifiée et son application aux effets de bord libres des
stratifiés, ce qui peut être considéré comme le paradigme de l’initiation du délaminage.

2 La formulation unifiée

Les modèles 2D sont exprimés en formulation unifiée en introduisant pour certaines variables
des approximations qui définissent a priori le comportement dans l’épaisseur. On identifie trois
niveaux d’approximation :

1. Choix des variables approximées indépendamment : dans une approche aux déplacements
virtuels, les approximations sont introduites pour les déplacements ui. En alternative, la
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Figure 1 – Schéma de la réponse mécanique 3D d’un stratifié : distributions transverses des dépla-
cements (à gauche), des contraintes de cisaillement transverse (au milieu), et des contraintes dans
le plan (à droite).

formulation variationnelle mixte partielle de Reissner [8] permet d’introduire des approxi-
mations indépendantes pour les déplacements et les contraintes transverses. Cela permet
donc de définir un champ de contraintes transverse qui est a priori continu aux interfaces.

2. Choix de la description multicouche : on peut identifier l’approche couche équivalente
(ESL) et l’approche couches discrètes (LW). Dans le premier cas, les approximations des
variables sont exprimées pour tout l’empilement, et le modèle résultant a un nombre d’in-
connues indépendant du nombre de couches. Dans le deuxième cas, les variables sont ex-
primées pour chaque couche séparément, et le nombre d’inconnues du modèle dépend du
nombre de couches.

3. Choix de l’ordre du polynôme pour les variables : l’évolution des variables selon l’épaisseur
est représentée par des polynômes dont l’ordre peut varier entre 1 (modèle linéaire) et N
(modèles raffinés). Dans cette étude, l’ordre maximum sera fixé à N = 4.

2.1 Les approximations polynomiales

On considère une plaque composite à Nl couches, comme celle illustrée en figure 2. Pour la
suite, on utilisera la variable générique g(x,y,z) pour indiquer la distribution des champs de dé-
placements ui(x,y,z) (avec i ∈ [1,3]) et de contraintes σq(x,y,z) (avec q ∈ [1,6] en adoptant la
notation compacte de Voigt). La construction du modèle 2D se base sur la séparation du compor-
tement dans le plan Ω = x× y de celui dans l’épaisseur z (voir figure 2), et sur l’introduction de
l’approximation polynômiale suivante :

g(x,y,z) = Fr(z) ĝr(x,y) avec r = 0,1, . . .N. (1)

Différents polynômes Fr(z) seront choisis en fonction de la description utilisée pour le stratifié.
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Figure 2 – Stratifié avec Nl = 4 couches : systèmes de coordonnées utilisés et effet de la fonction
Zig-Zag superposée à une interpolation parabolique ESL.
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2.2 Modèles couche équivalente (description ESL)

Dans une description à couche équivalente, le comportement du stratifié est défini par le com-
portement de son plan de référence Ω à z = 0, que l’on pourra identifier au plan moyen du stratifié
(fig. 2). En utilisant les polynômes de Taylor Fr(z) = zr dans l’eq. (1), où z est la coordonnée
globale suivant l’épaisseur de tout l’empilement, l’expression générale de l’approximation pour la
variable générique g s’écrit :

g(x,y,z) = zrĝr(x,y) avec r = 0,1, . . .N. (2)

Pour permettre la discontinuité de la pente aux interfaces, un terme de l’expansion polynômiale
peut être remplacé par la fonction Zig-Zag proposée par Murakami [4] :

FZZ(z) = (−1)k
ζk ĝZZ. (3)

On a utilisé la coordonnée locale adimensionnée ζk = 2zk
hk

, qui varie entre −1 (bottom, face infé-
rieure de la couche) et 1 (top, face supérieure de la couche). On a zk = z− z0k, où z0k correspond
à la côte du plan moyen Ωk de la couche k (fig. 2). On notera que la variable ĝZZ est unique pour
tout l’empilement, ce qui est conforme à l’approche ESL. La figure 2 montre qualitativement la
discontinuité de la pente obtenue en superposant la fonction Zig-Zag à une approximation définie
par des polynômes de Taylor.

2.3 Modèles couches discrètes (description LW)

Dans la description LW, la variable générique g est approximée dans chaque couche k séparé-
ment. Pour cela, on introduit l’indice k et la coordonnée locale adimensionnée ζk. Le modèle pour
tout le stratifié est construit en assemblant les contributions des différentes couches. Pour faciliter
l’imposition de la continuité aux interfaces de chaque couche k, on utilisera des polynômes avec
des variables définies au top, ĝk

t , et au bottom, ĝk
b :

gk(x,y,zk) =
P0(ζk)+P1(ζk)

2
ĝk

t (x,y)+
P0(ζk)−P1(ζk)

2
ĝk

b(x,y)+Fr(ζk) ĝk
r(x,y),

avec Fr(ζk) = Pr(ζk)−Pr−2(ζk) et r = 2,3, . . .N.
(4)

L’interpolation est construite à partir des polynômes de Legendre Pr(ζk), définis par récurrence :

P0(ζk) = 1; P1(ζk) = ζk;

(n+1)Pn+1(ζk) = (2n+1)ζkPn(ζk)−nPn−1(ζk) pour n = 1,2, . . .N−1.
(5)

2.4 Formulation aux déplacements

Dans la formulation aux déplacements, on introduit l’approximation eq. (1) uniquement pour
le champ de déplacements, g = [ui]. Le modèle 2D est ainsi obtenu en utilisant le principe varia-
tionnel aux déplacements : Z

Ω

Z
h

δε
T
pG σpC +δε

T
nG σnC dzdΩ = δWe. (6)

On indique par We le travail des forces extérieures, par δ l’operateur de variation virtuelle et par
l’exposant T l’operateur de transposition. L’intégrale sur l’épaisseur h du stratifié est classique-
ment obtenue comme la somme des intégrales sur chaque couche k. Conformément à la notation
du paragraphe suivant, on a séparé les champs de déformation et de contraintes dans leurs compo-
santes dans le plan (index p) et transverse (index n) :

εp = [ε1 ε2 ε6]T ; εn = [ε4 ε5 ε3]T ; σp = [σ1 σ2 σ6]T ; σn = [σ4 σ5 σ3]T . (7)
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L’indice G indique que les déformations sont obtenues par les relations géométriques linéaires qui
relient les déplacements et les déformations. L’indice C rappelle que les contraintes sont obtenues
à partir des déformations via la loi de comportement. Suivant la séparation donnée en eq. (7), on
utilise la relation constitutive linéaire suivante :[

σpC

σnC

]k

=
[
C̃pp C̃pn

C̃T
pn C̃nn

]k [
εpG

εnG

]k

. (8)

Les coefficients C̃k décrivent en général la loi de Hooke 3D pour un matériau anisotrope et conti-
nennent l’information de l’orientation d’éventuels axes principaux par rapport au repère utilisé
pour la structure [7].

2.5 Formulation mixte partielle

Pour introduire des approximations indépendantes pour les champs de déplacements et de
contraintes transverse (donc, g = [ui, σnM]), on utilise le principe variationnelle proposé par Reiss-
ner [8] : Z

Ω

Z
h

δε
T
pG σpC +δε

T
nG σnM +δσ

T
nM (εnG− εnC) dzdΩ = δWe. (9)

Le subscript M montre que les contraintes transverses sont modellisées indépendemment des dé-
placements. Les déformations transverses εn peuvent ainsi être obtenues à partir des relations
géometriques déplacements-déformations (index G), ou à partir de la loi constitutive (index C),
qui est alors écrite sous la forme mixte suivante :[

σpC

εnC

]k

=
[

Cpp Cpn

−CT
pn Cnn

]k [
εpG

σnM

]k

. (10)

Les relations entre les coefficients mixtes C et les coefficients C̃ utilisés dans la loi de Hooke
généralisée peuvent être trouvés dans [3].

2.6 Nomenclature des modèles utilisés

Chaque modèle est obtenu par la combinaison de (i)la formulation variationnelle utilisée, (ii)la
description du multicouche choisie (ESL ou LW) et (iii)l’ordre N de l’approximation polynômiale.
Pour la suite, on pose N ∈ [1,4]. Sur cette base, la nomenclature illustré dans la figure 3 est utilisé
pour identifier univoquement chaque modèle.

u ESL E
Lu LW

classical model D
Madvanced model

Z

Zig-Zag function
(ESL only, optional)

polynomial order

1

2

3

4

linear

parabolic

cubic

fourth-order

Figure 3 – Schéma définissant la nomenclature des modèles implémentés.

On note les points suivants :
– l’ordre N du polynôme est le même pour toutes les composants des champs approximés ;

4



– les déplacements peuvent être approximés par un approche couche équivalente (ESL ou
ESL+ZZ), ou par un approche couches discrètes (LW) ;

– si la fonction Zig-Zag est utilisée, l’ordre de l’expansion polynômiale est N− 1 : pour un
modèle E{D,M}ZN, la fonction est donc d’ordre zN−1 ;

– les contraintes transverse sont toujours approximées par couche discrètes (LW).
Le modèle le plus simple obtenu par la formulation unifiée est ED1, qui correspond au modèle

FSDT avec prise en compte d’une déformation transverse normale ε3 constante. Le modèle le plus
raffiné est LM4, qui a une variation des déplacements et des contraintes transverse décrite par un
polynôme d’ordre 4 pour chaque couche. Le modèle EMZ2 a un champ de déplacement décrit
ESL avec un terme linéaire et la fonction Zig-Zag, et un champ de contraintes transverse qui est
décrit par couche (LW) par un polynôme quadratique. Ce modèle est le plus simple qui représent
a priori le comportement Zig-Zag et la continuité interlaminaire des contraintes transverse.

3 Approximation éléments finis

Les modèles presentés ci-dessus ont été implémenté dans le code commerciale ABAQUS sous
la forme d’éléments finis (EF) plaque via la programmation d’une user subroutine. L’approxima-
tion EF se base sur l’approche isoparametrique et utilise un élément à 4 neuds avec interpolations
bilinaires de type Lagrange [3]. Le tableau 1 présente un récapitulatif des éléments implémen-
tés en spécifiant le comportement Zig-Zag (ZZ), la continuité interlaminaire (CI) des contraintes
transverse et leur nombre de DDL par neud (DDL).

Modèle EDN EDZN LDN EMN EMZN LMN
ZZ – – X – X X

CI – – – X X X

DDL 3(1+N) 3(1+N) 3(1+NlN) 3(2+N +NlN) 3(2+N +NlN) 6(1+NlN)

Tableau 1 – Récapitulatif des éléments finis implémentés pour une plaque composé par Nl
couches : réprésentation du comportement Zig-Zag (ZZ), de la continuité interlaminaire des
contraintes transverses (CI) et leur nombre de dégrées de liberté par neud (DDL).

Pour faciliter l’utilisation de ces éléments finis, le pré-processeur graphique d’ABAQUS a
été enrichi par un plug-in qui gère graphiquement la saisie des donnés nécessaires à la définition
du problème. L’évaluation des résultats peut être effectué par des logiciels de visualisation open-
source (MEDIT, Gnuplot, . . . ), ou en important les résultats dans le post-processeur d’ABAQUS.

4 Application aux effets de bord

La série hiérarchique de modèles raffinés formulés en notation unifiée est appliquée à l’analyse
EF des effets de bord dans une plaque composite [6]. Les résultats de la figure 4, obtenus par
le modèle LM4, montre les importants gradients des contraintes de cisaillement transverse σ3
et σ4 qui caractérisent le bord libre y = b. On trouve un très bon accord avec les résultats de
référence disponibles dans la littérature. Les résultats de la figure 5 montrent la capacité de la série
hiérarchique à identifier les limitations des différentes approximations 2D.
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Figure 4 – Evolution vers le bord libre y = b des contraintes interlaminaires σ3 (à gauche) et σ4 (à
droite) à l’interface z = hk de deux stratifiés cross-ply symétriques.
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