N
N

N

HAL

open science

THEOREME DE COMPARAISON POUR LES
CYCLES PROCHES PAR UN MORPHISME SANS
PENTE

Matthieu Kochersperger

» To cite this version:

Matthieu Kochersperger. THEOREME DE COMPARAISON POUR LES CYCLES PROCHES PAR
UN MORPHISME SANS PENTE . 2016. hal-01419725v1

HAL Id: hal-01419725
https://hal.science/hal-01419725v1

Preprint submitted on 19 Dec 2016 (v1), last revised 8 Jun 2017 (v2)

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://hal.science/hal-01419725v1
https://hal.archives-ouvertes.fr

THEOREME DE COMPARAISON POUR LES CYCLES PROCHES PAR UN
MORPHISME SANS PENTE

par

Matthieu Kochersperger

Résumé. — Le but de cet article est de démontrer le théoréme de comparaison entre les cycles proches
algébriques et topologiques associés & un morphisme sans pente. Nous obtenons en particulier que dans le
cas d’une famille de fonctions holomorphes sans pente, 'itération des isomorphismes de comparaison des
cycles proches associés a chacune de ces fonctions ne dépend pas de l'ordre d’itération.

Abstract (Comparison theorem for nearby cycles of a morphism without slopes)

The goal of this article is to prove the comparison theorem between algebraic and topological nearby cycles
of a morphism without slopes. We prove in particular that for a family of holomorphic functions without
slopes, if we iterate comparison isomorphisms for nearby cycles of each function the result is independent of
the order of iteration.

Table des matiéres

1. Introduction

1.1. Théoréme de comparaison pour une fonction. — Soit X une variété analytique complexe et
f : X — C une fonction holomorphe. Soit (F, M) la donnée d’un faisceau pervers sur X et d’'un Dx-
module holonome régulier associés par la correspondance de Riemann-Hilbert, ¢’est-a-dire F = DR x (M).
Le foncteur cycles proches topologiques de P. Deligne V¢ associe a F un faisceau pervers & support f ~1(0)
muni d’un automorphisme de monodromie. Prolongeant une construction de B. Malgrange [Mal83|, M.
Kashiwara introduit dans [Kas83| le foncteur cycles proches algébriques \Il?clg (voir aussi [MMO04]) qui as-
socie & M un Dx-module holonome régulier & support f~!(0) muni d’un automorphisme de monodromie.
Ces deux foncteurs sont reliés par un isomorphisme de comparaison qui commute & la monodromie :

(1) Up(F) ~ DRy U} E(M).

Classification mathématique par sujets (2000). — 32540.
Mots clefs. — Monodromie, cycles proches, modules multispécialisables, morphismes sans pente, V-multifiltration,
théoréme de comparaison.
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1.2. Théoréme de comparaison pour plusieurs fonctions. — Soit maintenant p > 2 et f1,..., fp
des fonctions holomorphes sur X. Notons f = (fi, ..., fp) : X — CP le morphisme associé. En général, les
foncteurs Wy, (i =1, ..., p) ne commutent pas entre eux, de méme que les foncteurs \Il?cig.

Dans [Mail3| P. Maisonobe montre que sous la condition sans pente pour le couple (f, car(F)) on peut
définir les foncteurs cycles proches topologiques et algébriques associés a f. Il montre alors I’existence
d’isomorphismes

UeF ~Wy Wy o F

()
et

alg - 32l alg
\Iff M ~ \I]fau)“'lljf,,(p)M

pour toute permutation o de {1, ..., p}. Ceci assure la commutativité des foncteurs cycles proches associés
aux fonctions f; pour 1 <i < p.

D’autre part, par itération de Iisomorphisme (), on obtient pour tout o des isomorphismes de com-
paraison

al al
(2) Uy, nU, o, (F) = DRXUTE 038 (M),

Daus cet article, nous montrerons (corollaire[3.0]) que cet isomorphisme ne dépend pas de la permutation o.

. . . . 1.
Pour ce faire, nous exhibons un morphisme de comparaison entre ¥ ¢ 7 et DR x W;gM et nous montrons
qu’il coincide avec les isomorphismes de comparaison itérés 2] pour toute permutation o.

1.3. Un exemples de morphisme sans pente. — Un exemple de morphisme sans pente est donné
par les singularités quasi-ordinaires. On appelle ainsi les espaces analytiques admettant une projection
finie sur C? dont le lieu de ramification est contenu dans un diviseur & croisements normaux. Si S est
une hypersurface de C™ a singularité quasi-ordinaire définie par une fonction holomorphe f, il existe une
projection 7 : C" — C"~! quasi-ordinaire pour S. Le faisceau ¥ ;C. est pervers et dans cette situation
le couple (7, car(¥;Ce.)) est sans pente.

Les singularités quasi-ordinaires apparaissent en particulier dans la méthode de Jung de résolution des
surfaces singuliéres. Soit S une surface éventuellement singuliére, cette méthode consiste a trouver un
morphisme fini de S dans C? puis & résoudre les singularités du lieu de ramification de ce morphisme
(par normalisation par exemple). On est alors ramené, localement sur la base, a ’étude de singularités
quasi-ordinaires (voir [Lip75]).

2. V-multifiltration canonique et foncteurs cycles proches

Dans cette section on définit les cycles proches algébriques a ’aide de la V-multifiltration canonique
d’un Dx-module sans pente. On démontre des propriétés de cette multifiltration ainsi que de ses gradués.
On définit ensuite les cycles proches topologiques associés & plusieurs fonctions. Enfin on introduit les
fonctions de classe de Nilsson a plusieurs variables et on en montre des propriétés utilisées dans la section
suivante pour établir un lien entre cycles proches algébriques et cycles proches topologiques.

2.1. V-multifiltration canonique d’un Dx-module sans pente. — On notera dans la suite
— 81 = 8ti
- Ei = tiai

— 1,:=(0,...,0,1,0,...,0) ou le 1 est en position i.

— a = (ai, ., 0p)

— ay = (o;)ier pour I < {1,...,p}

— t:= tl...tp

— =ty

— Dx|[s] := Dx[s1, ..., Sp]

— H = {H,...,Hp} ou les H; sont des hypersurfaces lisses dont la réunion définit un diviseur &
croisements normaux. On se place ici dans le cas ot il existe localement des coordonnées (x, t1, ..., tp)
telles que

I X — (0
(@ t1, o ty) — (t1, . ty)
et H; = f;1(0).
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Lorsque des inégalités entre nombres complexes apparaitront, I’ordre considéré sera toujours l'ordre
lexicographique sur C, c’est-a-dire

r+iy<a+ib < x<aou(z=aety<Dh).
En suivant [Mail3] on commence par donner les conditions pour qu’un couple (H, M) soit sans pente
puis on définit la V-multifiltration de Malgrange-Kashiwara.
Définition 2.1. — Soit M un Dx-module cohérent

1. On dit que le couple (H, M) est multispécialisable sans pente si au voisinage de tout point de X, il
existe une bonne V-multifiltration U, (M) de M et des polyndmes b;(s) € C[s] pour tout 1 <i <p
tels que pour tout k € ZP, b;(E; + ki) UpM < Ug—1, M.

2. On dit que le couple (H, M) est multispécialisable sans pente par section si, pour toute section locale
m de M, il existe des polynomes b;(s) € C[s] pour tout 1 < i < p tels que b;(E;)m € Vo_1,Dx - m.

Rappelons la proposition 1. de [Mail3] :

Proposition 2.2. — Les deux définitions précédentes sont équivalentes et si la premiére est satisfaite
pour une bonne V-multifiltration de M, elle lest pour toute. On dit alors que le couple (H, M) est sans
pente.

On fixe M un Dx-module cohérent tel que le couple (H, M) soit sans pente.

Définition 2.3. — Le polynéme unitaire de plus bas degré vérifiant la propriété 1. de la définition
pour 'indice i est appelé polyndme de Bernstein-Sato d’indice i de la V-multifiltration U, (M), on le note
biu.(Mm)-

Le polynoéme unitaire de plus bas degré vérifiant la propriété 2. de la définition pour l'indice 7 est
appelé polyndome de Bernstein-Sato d’indice © de la section m, on le note b; .

Proposition 2.4. — Soit o : (C/Z)P — CP une section de la projection naturelle CP — (C/Z)P. Il existe
une unique bonne V-multifiltration V7 (M) de M telle que pour tout i les racines de bi ve(m) soient dans
limage de o projetée sur la i-éme copie de C.

La démonstration de cette proposition et de la proposition est identique & celle du théoréme 1. de
[Mail3].
Définition 2.5. — On définit la multifiltration V, (M) indexée par CP et vérifiant :
Vee X, Vo(M), :={meM,; s; > —a; — 1, Vs; € bz_ﬂln(()) et 1 <i<pl.

Cette V-multifiltration est appelée V-multifiltration canonique ou V-multifiltration de Malgrange-
Kashiwara.
Si on considére 'ordre partiel standard sur CP
a<f3 < ao;<f;jpourtout 1 <i<p

on peut définir

Vea(M) = > Vg(M)

B<a
et
gy (M) 1= Vo (M) /Vea(M).
Soit I < {1,...,p} et I¢ son complémentaire, on définit

V<a17alc (M) = Z Vﬁpajc (M)

ﬁ1<051

Proposition 2.6. — On a l'égalité des V-multifiltrations Vica; ae)+k(M) = V,:“”’a” (M) ou
O<ar,apc €St la section dont ltmage est 'ensemble

acCP telque —a;—1<a;<—a;Viele
et —o;—1l<ag; < —o; Viel

Il existe un ensemble fini A < [—1,0[P tel que la V-multifiltration canonique soit indexée par A + ZP.
Ainsi la V-multifiltration canonique est cohérente.

Soit I < {1,...,p}, comme pour les Dx-modules cohérents, on a une notion de VOPII’ Dx-module sans
pente le long des hypersurfaces Hye := (H;)ere.
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Définition 2.7. — Soit M un VOPII’ Dx-module cohérent, on note q := #I°

1. On dit que le couple (H jc, M) est multispécialisable sans pente si au voisinage de tout point de X,
il existe une bonne V-multifiltration U, (M) de M et des polynomes b;(s) € C[s] pour tout ¢ € I°
tels que pour tout k € Z9, b;(E; + k;)UpgM < Ug—1, M.

2. On dit que le couple (H e, M) est multispécialisable sans pente par section si, pour toute sec-
tion locale m de M, il existe des polynomes b;(s) € C[s] pour tout i € I° tels que b;(F;)m €
Volie ) (Vor'Dx) -m = Vo_1,Dx - m.

Remarque 2.8. — Les analogues des proposition 2.2 2.4 et sont vraies pour les VOPII’ Dx-module
sans pente.

Proposition 2.9. — Soit I  {1,...,p} et M un Dx-module cohérent tel que le couple (H, M) soit sans
pente. Alors le couple (H, M) est sans pente et pour tout a le couple (H je, VOILJI’M) est sans pente.
De plus, pour I1,J < {1,...,p} disjoints, les V-multifiltrations de Malgrange-Kashiwara satisfont a :

(3) VHIH (M) = V(M) n VI (M) = VI (VE (M)

ar,og

On a également lanalogue du corollaire 4.2-7 de [MMO04]

Proposition 2.10. — Pour tout o € C l’application M — V(M) définit un foncteur exvact de la
catégorie des VOPII’ Dx -modules sans pente le long de H vers la catégorie des VOH(VOI;I’ )Dx -modules.

Sachant que la V-multifiltration canonique est indexée par A + ZP avec A < [—1,0[? fini, quitte a
renumeéroter ces indices on peut la supposer indexée par ZP et appliquer la définition [B.3] aux V-filtrations
canoniques de M.

La condition sans pente s’interpréte de maniére naturelle comme une condition de compatibilité des
V-filtrations relatives aux différentes hypersurfaces considérées.

Proposition 2.11. — Si le couple (H, M) est sans pente alors les filtrations V1 (M), ..., vl (M) de
M sont compatibles au sens de la définition [B.3.
Démonstration. — Soit a < 3 € CP et notons I, := {1, ..., g}, on va construire par récurrence sur l’entier

p le p-hypercomplexe X, correspondant a la compatibilité des sous-objets
H Hy, H Hyp, Hiy,
Vall(VﬁIp M), ..., Va,r (Vﬁzp M) c Vﬁzp M.

On a vu dans la remarque [B.2] que pour p < 2 deux filtrations sont toujours compatibles. Supposons
construit le g-hypercomplexe X,. D’aprés la proposition la propriété sans pente assure que les objets

H
qui apparaissent dans X, sont des Vg, "4 Dx-modules cohérents spécialisables le long de Hg 1. On déduit
q

alors de la proposition 2-T0 que 'application de Vogﬂl () et VBIq{ﬁl () a de tels objets sont deux foncteurs

exacts munis d’'un monomorphisme de foncteurs donné par l'inclusion naturelle déduite de I'inégalité
0g+1 < Bg+1. On applique alors ces deux foncteurs a X, la fonctorialité fournit un (¢ + 1)-hypercomplexe
H ' H .
0 —— Vo, " (X)) ——~ Vs 1 (X 7) —— Coker(i) —0.
C’est le (¢ + 1)-hypercomplexe X 41 voulu. L’exactitude des différentes suites courtes provient de 'exac-
titude des suite courtes de X7, de l'exactitude des foncteurs VHe+1-filtration ainsi que de 'exactitude du
foncteur Coker(.) appliqué a des inclusions (lemme du serpent). On utilise également ici les identifica-
tions (@). Ceci nous donne par récurrence le p-hypercomplexe X,. En prenant alors la limite inductive

des p-hypercomplexes X, sur 3 € CP on obtient le p-hypercomplexe correspondant & la compatibilité des
sous-objets

VI (M), oo, VI (M) € M.

Ceci étant vérifié pour tout v € CP la proposition est démontrée. O
La proposition [B.A] fournit le corollaire suivant

Corollaire 2.12. — Si le couple (H, M) est sans pente alors l’objet obtenu en appliquant successivement
les gradués grgi par rapport aux V -filtrations canoniques V. ne dépend pas de lordre dans lequel on

i

applique ces foncteurs et est égal a gr, (M).
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Définition 2.13. — Soit (x,t1,...,tp) un systéme de coordonnées locales ou ¢; = 0 est une équation
de H;. Soit M[1/t, s]t® le Ox[s]-module isomorphe & M[1/t, s] par Papplication m — mt®. Il est muni
d’une structure naturelle de Dx[s]-module par la formule :

0,(mt®) = (im)t® + (S;—_m)ts
Lemme 2.14. — Soit m une section locale de M[1/t] et b(s) € C[s]. Les conditions suivantes sont

équivalentes :
1. b(E;)m e Vo_1,(Dx)m
2. b(—s; — 1)mt® € Dx|[s]t;mt®
Démonstration. — Montrons que ! implique 2. Dans M[1/t, s]t® on a 1’égalité
(t;0;m)t® = (—s; — 1)mt® + 0;(t;mt®).
On montre alors par récurrence que pour tout k
((t:0:)Fm)t® — (—s; — 1)*mt® € Dx[s]|t;mt®.
On a donc pour tout polyndme b(s) € C[s]
(b(E;)m)t® — b(—s; — 1)mt® € Dx|[s]t;mt®.

D’autre part, si b(E;)m € Vo—1,(Dx)m une récurrence permet de montrer que (b(E;)m)t® € Dx[s]|t;mt®.
On a bien 7 implique 2.

Montrons que 2 implique 1. On peut montrer par récurrence que pour tout k € N il existe my € M[1/t]
pour tout 1 < ¢ < k satisfaisant & :

k
(4) shmt® = ((=0st:) m)t* + ). ol (met®).
=1
En faisant opérer les 0% = 0{""...0," et en annulant les coefficients du polynéme en les s; que I'on obtient,

on peut montrer le résultat suivant :

(5) lZ 0% (Mmat®) = o] = [ma =0 Va]

pour une somme finie sur les a. Si I'on regarde plus précisément la récurrence faite dans la premiére
partie de la démonstration on obtient

(b(Ei)m)ts — b(—Si — 1)mts € &ﬂ)X [S]timts.
L’hypothése 2 implique
b(—s; — 1)mt® = Z 8askAa,ktimts
ok

ol Aq k. est un opérateur différentiel indépendant des 0; pour tout 1 < 4 < p. En utilisant Pégalité (@) on
peut substituer les s; et on obtient

(b(E)m)ts = > [(—t101 — P (~tpp — D)2 Ag gtim]t° = . 0% (mat®)
k a>0
avec meq € M[1/t]. En utilisant () et le fait que (—t10; — 1)*'...(=t,0, — 1)*» Ag gt; € Vo_1,(Dx) on
conclut que b(E;)m € Vo_1,(Dx)m.
O

Proposition 2.15. — Soit M un Dx-module tel que (H, M) soit sans pente. Alors le couple
(H, M(%(Hy U ... v Hp))) est sans pente. De plus pour tout o vérifiant oy < 0 pour tout 1 < i < p, le
morphisme naturel de VoD x -modules :

Va(M) = Vo(M(x(H1 v ... U Hp))
est un isomorphisme.

Démonstration. — On suppose (H, M) sans pente. Commengons par montrer que M(x(Hy u ... v Hp))
est cohérent. C’est un probléme local, on se place dans un systéme de coordonnées (z, t1, ..., tp) ot t; = 0
est une équation de H; et on doit montrer que M[1/t] est cohérent. Le Dy-module M est cohérent donc
engendré localement par un nombre fini de sections. De plus si 0 - M; — My — M3 — 0 est une suite
exacte de Dx-modules et si M7 et M3 sont cohérents alors My est cohérent. Par récurrence on peut
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alors supposer que M est engendré par une de ses sections que ’on note m. Soit m’ 'image de m dans
M([1/t].

L’hypothése sans pente sur le couple (H, M) et le lemme T4 fournissent, pour 1 < i < p, des
polynémes b; non nuls vérifiant :

(6) bi(si)mts € DX [s]timts.
Soit ko € NP tel que pour tout k; € N vérifiant k; > ko, + 1, Pentier —k; n’est pas racine de b;(s;). En
remplacant les s; par les entiers k; dans la relation (6) et en multipliant éventuellement par des ¢; on
obtient que pour tout k € ZP

m'th e Dy (m't™*0).
De plus pour tout 1 < i < p, I'égalité (0;m’)t* = 0;(m/t*)+k;m/t* =1 montre que (9;m’)tF € Dx (m/t~*0)
pour tout k € ZP. On a donc M[1/t] = Dx(m/t*0). La filtration (Dx (I)(m't~*°)) étant une bonne
filtration du Dx-module M[1/t], celui-ci est cohérent.

On montre maintenant que (H, M(*(Hy U ... U H}))) est sans pente. C’est encore un probléme local,
soit m’ une section de M(x(Hy U ... U Hp)), on peut supposer que m’ = g ol m est dans I'image de
M — M][1/t]. Le couple (H, M) étant sans pente, pour tout 1 < ¢ < p il existe un polyndéme non nul
bi(s;) vérifiant

bZ(EZ)m S V(),li (Dx)m
On a alors
bZ(EZ)tkm/ € VO*li (Dx)tkm,
tkbi(Ei + kz)m/ € V,kfli(Dx)m/.

Enfin en divisant par t* on obtient, b;(E; + ki)m' € Vo_1,(Dx)m’, ce qui permet de conclure que
(H,M(*(Hy v ... u Hp))) est sans pente.
11 reste & montrer que le morphisme naturel de Vo(Dx )-module :

Va(M) = Vo(M(x(Hy U ... U Hp))

est un isomorphisme. En utilisant le raisonnement qui précéde on montre que pour tout 0 < k < p le
couple (H, M(#(Hy U ... u Hy))) est sans pente. On montre le résultat par récurrence sur 'entier p. Pour
p = 0 c’est clair. Supposons que

Va(M) I Va(M(*(Hl U ...V prl))

soit un isomorphisme. On a la suite exacte :

0 = Ty jM(Hy U oo U Hy 1)) = M(s(Hy U ... U Hy 1)) 2 M((Hy U ... U H,)) — Coker(£,) — 0,

Comme (H, M(*(Hy U ... u Hy_1))) et (H, M(*(H;y U ... U Hp))) sont sans pente, (H, 'z, M (*(H; U
..U Hp 1))) et (H,Coker(¢,)) le sont aussi. D’autre part I'tg jM(*(Hy U ... U Hp 1)) et Coker(£,,) sont
supportés par H,,, leurs sections sont donc localement annulées par une puissance de ¢,. Un calcul rapide
permet alors de voir que les racines du polynéme de Bernstein-Sato d’indice p d’une de leurs sections
sont des entiers strictement négatifs. Comme a;, < 0 on en déduit que Vi (U, )M (+(Hy U ... U H, 1)) =
Vo (Coker(¢,)) = 0. La filtration V, conserve les suites exactes donc

Va(M(#(Hy U ... U Hyp_1))) > Va(M(x(Hy U ... U Hp))

est un isomorphisme et la propriété en découle par récurrence. ([l

2.2. Gradués d’un Dx-module sans pente et cycles proches algébriques. — Ici on démontre
des propriétés des gradués de la V-multifiltration de Malgrange-Kashiwara et on définit les cycles proches
algébriques.

Proposition 2.16. — Soit M un Dx-module tel que (H, M) soit sans pente. Pour tout 8 € C et tout
1 <i < p, Uendomorphisme (E; + 5+ 1) de

Vﬂ,a{i}c (M)/V<ﬂ,a{i}c (M)

est nilpotent.

Démonstration. — Notons o := 0g,a,,. €t bi(s) le polyndome de Bernstein-Sato d’indice i de la multifil-
tration correspondant a la section o. Les racines de b; sont donc dans Uintervalle [—5 — 1, —f[. Soit ¢ la
multiplicité de la racine —3 — 1 de b;. On pose b;(s) = b(s)(s + 8 + 1)°. On considére la V-filtration de
M suivante :

Up(M) = ViZ_y, (M) + (B; + ki + B + 1) Vg (M).
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On peut montrer que c’est une bonne V-filtration, que ses polynémes de Bernstein-Sato d’indice j # 14
divisent ceux de V7 et que son polynéme de Bernstein-Sato d’indice 4 divise b'(s)(s + 3). Les racines de
b (s)(s + B)¢ sont dans | — 3 — 1, —f3], par unicité la multifiltration U, (M) est égale & la multifiltration
V(M) ot & = 0<3,a,y.- On a donc Up(M) = Vg oy, (M) et on en déduit que (E; + 3 + 1) annule
Vﬁﬁa{i}c (M)/V<ﬁ,a{¢}c (M).
O

Etant donnée la définition de gr, (M) on déduit immédiatement de cette proposition le corollaire
suivant :

Corollaire 2.17. — Soit M un Dx-module tel que (H, M) soit sans pente. Pour tout a € CP et tout
1 <i < p, Uendomorphisme (E; + a; + 1) de gr, (M) est nilpotent.

Définition 2.18. — On définit les cycles proches algébrique de M relatifs a la famille d’hypersurfaces
H de la maniére suivante

YgM:= P gra(M).

ae[—1,0[P
C’est un gry Dx-modules cohérent. Or, si 'on note Xy := ﬂlsisp H;, on a gr§ Dx ~ Dx,[E1,..., E,).
Le corollaire 216 implique ainsi que WM est un Dx,-module cohérent. Les cycles proches algébriques
sont munis d’endomorphismes de monodromie pour 1 <7 < p

T; := exp(—2itE;).
La proposition suivante est une conséquence du corollaire
Proposition 2.19. — Soit I < {1,...,p}, on a alors un morphisme naturel de gry Dx -modules
IgM — Uy, (Tg,. M)
qui est un isomorphisme si le couple (H, M) est sans pente.

Dans le cas général f : X — CP, linclusion du graphe de f permet de définir les cycles proches
algébriques.

Définition 2.20. — Considérons le diagramme

XL>X><(CP

\ lﬂ:(ﬂ'l,.--qﬂ-p)

Cp

ot iy est le graphe de f. Soit H; := 7TZ-_1(0). D’aprés ce qui précede, si le couple (H, iy, M) est sans

pente, alors Wiy M est un Dx xo-module cohérent a support {(z,0)|f(z) = 0}. On peut le voir comme

un Dx-module cohérent a support £7*(0), on le note alors W;lgM.
On déduit de la proposition 2219 I'isomorphisme
alg alg alg
UM — Uy (\IlfIc ).
2.3. Cycles proches topologiques. — Ici on définit le foncteur cycles proches topologiques associé
a une fonction de f : X — CP et appliqué a la catégorie des complexes de faisceaux & cohomologie

C-constructible.

Définition 2.21. — Considérons le diagramme suivant ou les carrés sont cartésiens :

Iy p

' X
l ‘(f Lf Ix* ‘( 7
{0} ——Cr (€ < ().
Iei X* =X — F71(0) avec F = fi...f, et (/(C\*j;’ est le revétement universel de (C*)P.
Si F est un complexe de faisceaux a cohomologie C-constructible, on définit :

Uy = Z.ile*p*piljil}—

c’est le foncteur cycles proches. On peut identifier le morphisme w — (C*)P a
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exp : Cp - (C*)P
(21, 0y 2p) > (2751 €220,

Pour 1 < i < p les translations

Ti : @ - (/(_C\*S;)
(21, s Ziy ey 2p) = (215 0ey 26 + 20m, 00, 2p).
permettent d’induire des endomorphismes de monodromie 75 : ¥ F — W, F.

Supposons que les f; définissent un diviseur a croisements normaux H ou H; = {f; = 0} et que
F = DR(M). Dans [Mail3] Ph. Maisonobe démontre la proposition suivante

Proposition 2.22. — Soit I < {1,...,p}, il existe un morphisme naturel

(7) UpF — Up (Vg F).

De plus si le couple (H, M) est sans pente alors ce morphisme est un isomorphisme.

2.4. Fonctions de classe de Nilsson. — On se place ici dans le cas d’une famille d’hypersurfaces qui

forment un diviseur & croisements normaux, quitte & diminuer X, on suppose qu'’il existe un systéme de
coordonnées (z, t1, ..., tp) tel que pour tout 1 < i < p, I'hypersurface H; ait pour équation ¢; = 0. On note

T X — Ccr
(.’B,tl,...,tp) — (tl,...,tp).
Définition 2.23. — Soit a € [—1,0[" et k € N?. On note Nk la connexion méromorphe sur C? :

1
Na,k= @ O(cp[

o<t<k Z1---%p

]ea,l

avec la structure de D-module donnée par la formule
2i0z €00 = (i + 1)eae + €ae-1,

On définit T; le morphisme de monodromie d’indice ¢ par la formule

(24m)™

Tieae = exp(2im(o; + 1)) Z ———Cal-m.1;-
m/!
Remarque 2.24. — Pour se souvenir de la structure de D-module et de la monodromie il faut remarquer

que la section ey ¢ se comporte comme la fonction multiforme zotl logé1 Z1... logé” Zp.

Définition 2.25. — Soit M un Dx-module tel que le couple (H, M) soit sans pente, on définit :
1

Ma,k =M ®7r*1(9@) ﬂ-71 (Naﬁk) = M[tl—t
wlp

1®r-100 7" Nack) -

D’autre part on a
Mok = M@0y " (Nayk)
ou 7 est 'image inverse dans la catégorie des D-modules. Ceci permet de munir My g d’une structure

naturelle de Dx-module. Notons Y := ﬂ H;, la restriction de Mg & Y est munie d’endomorphismes
1<i<p
T; induits par les morphismes de monodromie de Nk, et définis par :

Ti(m®ear) =m®Tieae.

Proposition 2.26. — Soit a € [—1,0[" et k € NP et M un Dx-module tel que le couple (H, M) soit
sans pente. Alors le couple (H, Mqa k) est sans pente. De plus, pour tout 3 € CP, on a :

VeMar) = @D Varpi (M[ ! ]) Cat.

o<t<k ty...1p

Démonstration. — On commence par montrer que le couple (H, Mg k) est sans pente. Quelque soit
1 < i < p, le Dep-module Ny g/ Na k-1, s'identifie & Ng g—r,.1, On a donc la suite exacte :

0> Nak-1, > Nak = Nak—k.1, — 0.

Pour tout k € NP le 7~ 'O¢p-module 7! o,k est a fibres plates car libres, il est donc acyclique pour le
foncteur de produit tensoriel par M| ] et on a la suite exacte :

1
t1...tp

(8) 0 - Mak-1, > Mak > Mak—k;.1, = 0.
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Le module central est sans pente si et seulement si les deux autres modules le sont. En effet, comme dans
le cas des bonnes V-filtration pour p = 1 (cf [MMO4]), une bonne V-multifiltration du terme central
induit des bonnes V-multifiltration des termes extrémes. On considére alors la suite exacte

0 - UMap-1, > UMar = UMar—k,.1, =0

et on observe que la condition multispécialisable sans pente de la définition[2.Ilest satisfaite pour le module
central si et seuleument si elle I’est pour les deux autres modules. Par récurrence on est alors ramené a

montrer que (H, Mq,0) est sans pente. Soit m une section locale de /\/l[tl}.tp]. D’apres la proposition
215l le couple (H, M| o 1 1) est sans pente et par conséquent le lemme T4l fournit localement, pour
P

1 < i < p, des polynémes b; non nuls vérifiant :
bi(s;)mt® € Dx|[s]t;mt®.
Par définition du Dx[s]-module M[1/t, s]t®, on obtient les équations :
(9) bi(si + i + 1)(m @ t*T 1)t € Dx [s]ts(m @ t>T1)t.

Comme les m®t*T! engendrent M, o on peut suivre le méme raisonnement que dans la premiére partie
de la démonstration de la proposition pour montrer que Mg o est cohérent. Les équations (@) ainsi
que le lemme 2.T4] permettent alors de conclure que (H, Mg 0) est sans pente et donc par ce qui précéde
que (H, Mg ) Vest.

Pour démontrer la deuxiéme partie de la proposition on commence par noter

UpMak) i= @ Vasgor (M) o

o<t<k tq...tp

et on va montrer que c’est une bonne V-multifiltration qui satisfait a toutes les propriétés caractéristiques
de la multifiltration de Malgrange-Kashiwara. Soit me M, £e NP, e C et 1 <i < p. On a localement

(10) (tzéz + ﬂ)(m@ eaﬁg) = ((tzéz + ﬂ + a; + 1)m) ®€a,£ +m €a,l—1,
et pour tout n € ZP
t"(Mm®eqr) = t"M)Q eq,e.
Ceci permet de montrer que Us (Mg k) est une V-multifiltration de Mg (c’est-a-dire que cette multi-
filtration vérifie V;Dx.Ug(Ma k) € Ugte(Ma,k) pour tout 3 € CP et pour tout £ € ZP).

Pour montrer que c’est une bonne V-multifiltration on fixe 3 € CP et on montre que la V-multifiltration
indexée par ZP, Ugte(Ma k), est une bonne V-multifiltration de Mg . Comme la V-multifiltration
indexée par ZP, Voigtet1 M[ﬁ]), est une bonne V-multifiltration elle est engendrée localement

e tp
par un nombre fini de sections {m;}jes. Si k = 0 légalité (I0) permet de montrer que les sections
{m; ® ea,0}jes engendrent la V-multifiltration Ugte(Ma,0). On peut alors montrer par récurrence, en
considérant la suite exacte (8) et I’égalité (I0), que pour tout k € NP les sections m; ® eq ¢, pour j € J et

0 < £ < k, engendrent la V-multifiltration Ugte(Ma,k) ¢'est donc une bonne V-multifiltration de Mq k.
On fixe maintenant 3 € CP et on va construire, pour tout 1 < 4 < p, un polynome b;(s) qui vérifie

bi(ti0i)Ug(Mak) © Ug—1,(Mak)-
Par définition de la multifiltration de Malgrange-Kashiwara on peut choisir, pour tout 1 < i < p, un
polynome ¢;(s) vérifiant

1 1
Ci(tiai +a;+ 8 + 1)Va+g+1 (M[tl : ]) < Vat+g+i-1, (M[tl t ])
oy oy

et ayant ses racines dans lintervalle [—1,0[. Soit m € Vaig11 (M[ﬁ]), Pégalité (I0) permet de
montrer que

ci(ti0i + Bi)(m®eqe) = (¢i(ti0i + Bi + a; + 1)m) @ eq e + M
ou m € Ug(Meq,k—1,) si on pose Ug(Mgq,e) = 0 pour I; < 0. On peut donc construire par récurrence un
polynome b; ., (s) ayant ses racines dans Pintervalle [—1,0[ et vérifiant

bi,m (ti0; + Bi)(m @ ea,e) € Ug—1,(Ma,k)-

Comme Ug(Mgq,k) est localement engendré par un nombre fini de sections de la forme m ® eq ¢ pour
0 < £ < k on peut construire b;(s) ayant ses racines dans [—1,0[ tel que

bi(tiai + ﬂi)Ug(Mayk) C Ug71i (Ma,k)-
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Les racines du polynome de Bernstein-Sato de la V-multifiltration Us (Mg k—1,) sont donc dans Uintervalle
[—1,0[, ce qui permet de conclure que c’est bien la V-multifiltration de Malgrange-Kashiwara :

VeMar) = @D Varpi (M[ ! ]) Cart.

o<t<k ty...1p

3. Morphisme de comparaison

On va construire un morphisme de comparaison entre les cycles proches algébriques de M et les cycles
proches topologiques de DR(M) relativement a Iapplication

T X — Ccp
(@ t1, o ty) = (t,onty).

On établira le lien avec la composition du morphisme de comparaison relatif aux r premiéres coordonnées
t; et de celui relatif aux p — r coordonnées t; suivantes pour 1 < r < p.

3.1. Comparaison avec les gradués. — Commencons par donner deux définitions.

Définition 3.1. — Soit M un Dx-module tel que le couple (H, M) soit sans pente. On considére
la famille {gry, (M), di}refo,1}7,1<i<p composée des objets gry (M) pour k € {0,1}? et des morphismes
0 : grp(M) — gry 1. (M). On définit

iTM = s(Cube(gr,(M)))|x,
ot 5(.) et Cube(.) sont les foncteurs définis dans 'appendice [A.2] et [AF et Xy = 71(0).

Par exemple pour p =2 on a

iM= 0- grfl,fl(M”XO - groﬁ,l(/\/l)|xo(—Dgr,lﬁo(M)|X0 - gro,o(/\/l)|x0 —0

m — (61m, —32m)
(m1,m2) = Oamy + 01ma
Définition 3.2. — De la méme maniére que pour la définition précédente on considére la famille

{Vie(M), 0i}kefo,13»,1<i<p composée des objets Vi (M) pour k € {0,1}” et des morphismes 0; : Vi (M) —
Vi1, (M). On définit
it M = s(Cube(Ve(M)))|x,
ot Xo = 7 1(0).
Remarque 3.3. — 1. Notons que si on considére la famille .# := {M, 0;}keo,1}»,1<i<p ON @
5(Cube(A))|x, ~ DRx/x,(M)
ot ’on considére la projection

T X - XQ
(x,t1, ... tp) — (2,0,...,0).

|0

2. On étend ces définitions aux complexes en commengant par appliquer Cube(.) en chaque degré
puis en prenant le complexe simple associé a I'hypercomplexe obtenu. On note encore i# et if ces
foncteurs appliqués aux complexes.

D’aprés la remarque précédente les morphismes naturels pour tout k € {0, 1}?
g1 (M) « Vig(M) > M

induisent les morphismes de complexes

(11) i'M — i* M — DR, x, (M)

ot I'on omet de noter la restriction de DR x/x,(M) a Xo. Soit I = {1,...,7} < {1,...,p} les r premiers
entiers pour r < p, on note
T X — cr
(.’B,tl,...,tp) —> (tl,...,tr)
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et X1 := 7r;1 (0). On note V! la V-multifiltration par rapport aux fonctions t1, ..., t,.. La V-multifiltration
de Malgrange-Kashiwara de M induit une V! -multifiltration du Dy -module grl,, (M) pour tout o €
C". Pour tout a € C? on a le diagramme commutatif suivant

(12) groM VoM

|

gr aIc (g qu) - VI (grél/\/l) - VIC (VOLIIM) :

On définit les foncteurs z; et ﬁ;& en considérant respectivement les familles {gr;, (M’), 0}k, eq0,13m 1<i<r

et {Vi,(M’), 0i}k,ef0,137 1<i<r- On définit de maniére analogue les foncteurs z} et zﬁ appliqués A la
catégorie des D Xg—modules en considérant la projection

Tre|x! * X({ — cr=r
(@ tperyetp) = (tperyooes tp).

Les propriétés des hypercomplexes, du foncteur s(.) et le diagramme commutatif (I2)) pour a € {0, 1}?
fournissent le diagramme commutatif suivant

(13) itM i* M DRy, x,M

| \

l}(’;M) - i] (i M) ~—1], ( M) - 'LIC(DRX/XIM) - DRXI/X (DRX/XIM)

3.2. Le morphisme «Nils». — D’aprés la proposition 2.26l on a
1
g i(Magk)= @ grg ( . ]) €l
o<t<k 1--:lp

La proposition [ZT5] assure que pour a € [—1,0[? on a I'isomorphisme

(M) > g1 (M)

ty..t,
On définit alors le morphisme suivant
o: gr,( M) — gr_y(Mak)

m — Z (=)t T (t10) + o + 1) (80 + ap + 1)PM @ e
0<e<k

qui induit un morphisme de complexes

Nils : gr, (M) — i Mg

ot lon identifie gr,, (M) avec un complexe concentré en degré zéro et ot My, est la limite inductive des
Mk prise sur k € NP. En utilisant la définition 2.23] on remarque que
Ox ®7r*1(9cp Pt (Na,k) ~ (OX @7‘_;100 Wfl(NaI,kz)) Rox (OX @ﬂ_[—clo 71-;61 (NQIC,kzc )) .

On déduit de cet isomorphisme et de la définition du morphisme ® le diagramme commutatif suivant

cpP—"

Nils

(14) gro M it M,

l

i (i Ma)

grécjc (gré]M) - gréczc (Z}MQI) - ’L'(I—C [(i}MQI)aIC] .
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3.3. Le morphisme «Topo». — Rappelons le diagramme commutatif utilisé pour définir les cycles
proches topologiques :

~

X*<r X

T

{0} ——r <L (C*) <L (CH)p.

J

Lemme 3.4. — Soit a € CP, il existe un morphisme naturel

| Topo : DRy (Ma) — ¥, DRx (M). |

Démonstration. — Par définition, Mg = M®z-10,, 7 Ng, or on a une inclusion Ny < j*p*pflO(C*)p
dans le faisceau des fonctions holomorphes multiformes. Par fonctorialité on a donc le morphisme :

DRx(Mqa) > DRx(M® 7r71j>i<p>x<pil(9(<c*)T’)-

L’adjonction des foncteurs image inverse et image directe fournit un morphisme de foncteurs 7=1(j o
p)s — (jop)s7 L. Ceci donne le morphisme :

DRy (M ® W_lj*p*p_lo) - DRx (M ®j*p*%_1p_10)
= DRx (M ® jupsp i xx LO).

Par adjonction on a le morphisme :

DRx (M ® jupsep ' ixx1O0) — Rjuj 'DRx(M® jupsp ‘71 x+10)
= Rj*DRX(jilM ®j71j*p*p717rfl(9)
= Rj:DRx(j-'MQ@pp~'77t0).

On applique ensuite le morphisme (2.3.21) de [KS94] (formule de projection) & la fonction p, en consi-
dérant le fait que py est un foncteur exact car p est a fibres discrétes. Par fonctorialité on a alors le
morphisme suivant :

Rj*DRX(jilM@)p*pilWilo) - Rj*DRX(p*pil(jilM@)WilO))
= Rj:DRx(p«p~'j ' M).

£
Sachant que DRx M = Q" ®p, M, on peut appliquer le morphisme (2.6.21) de [KS94] a p (formule
de projection) et on obtient le morphisme :

Rj:DRx(psp~'j~'M) — Rjup«sDRx(p~'j~'M)
=  Rjupsp i IDRx(M).

Si ’on compose tous les morphismes naturels que ’on vient de construire on obtient bien le morphisme
naturel attendu :

DRy (Mg) — ¥, DRx(M).

La naturalité de ce morphisme ainsi que la définition du morphisme (7))
VzDRx (M) = U (¥r, DRx (M)

permettent de montrer que le diagramme suivant est commutatif

(15) DRy Mq Topo ¥, DR x M

DRx [(MOLI)OLIC] - \I/ﬂ'zc (DRXMOLI) I \Ilwlc (\IIWIDRXM)-
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3.4. Le morphisme de comparaison. — En combinant les morphismes (1), Nils et Topo on obtient
la suite de morphismes suivante

(16) DRy, U (M) 2% @ DRy,i'Ma— P DRy, i* My —

ae[—1,0[P ae[—1,0[P
T
@ DRx(Mq) —25 ¥, DRx(M).
ae[—1,0[P
On a appliqué les morphisme (II]) & M, on a ensuite appliqué le foncteur DR x, et on a pris la somme
sur a €] — 1, 0]” en utilisant la définition

Ig(M)= @D graM).

ae[—1,0[?

Théoréeme 3.5. — Si le couple (H, M) est sans pente alors les morphismes [I6]) sont des isomorphismes
qui commutent aux endomorphismes de monodromie T;, on obtient I’isomorphisme de comparaison

DRXO\I/H (./\/l) ~ \I/WDRx(M)

De plus si I = {1,...,r} < {1,...,p} et si Uon applique successivement cet isomorphisme de comparaison
par rapport aux familles d’hypersurfaces Hy et Hye le résultat ne dépend pas de l'ordre dans lequel on
applique l’isomorphisme. Autrement dit le diagramme suivant est commutatif

DRXO\IIHIC (\I/HIM) <~ DRXU\I’H (M) — DRXO\IIHI (\IIHICM)

~ ~ ~

\I/mc (\I/WIDRX (M)) <~— \I/,TDRX (M) —~> \I/,TI (\I/mc DRx(M))

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur le nombre p d’hypersurfaces dans H, le cas p = 1
est traité par Ph. Maisonobe et Z. Mebkhout dans [MIMO04] théoréme 5.3-2 ou par Morihiko Saito dans
[Sai88| lemmes 3.4.4 et 3.4.5.

Pour p > 1, soit [ = {1,...,r} < {1,...,p} avec 1 < r < p, on va considérer les diagrammes commutatifs
(@3), (@) et (I5). L’hypothése sans pente permet d’appliquer la proposition 219 (resp.[Z22)) qui assure que
les fleches verticales des diagrammes ([3)) et (I4]) (resp. (IH)) sont des isomorphismes. La commutativité
de ces diagrammes permet de se ramener aux cas de r et p—r hypersurfaces en appliquant successivement
les deux isomorphismes de comparaison obtenus par récurrence. La commutativité donne alors également
directement la deuxiéme partie du théoréme.

O

Pour un morphisme f : X — CP, l'inclusion du graphe de f permet de donner une version générale
de ce théoréme :

Corollaire 3.6. — Soit f : X — CP un morphisme d’espaces analytiques complexes réduits et M un
Dx-module holonome régulier tel que le couple (H,ier./\/l) soit sans pente. On a un isomorphisme de
comparaison

DR U}® (M) ~ ¥ ;DR (M).

Deplus siI ={1,...,r} < {1,...,p} et si lon applique successivement cet isomorphisme de comparaison par
rapport aux fonctions f; et f . le résultat ne dépend pas de Uordre dans lequel on applique l’isomorphisme.
Autrement dit le diagramme swivant est commutatif

DRV (EM) <= DRy U} (M) —— DRy WS4(V )

\I/fIC (\I/fIDRx(M)) <~— \I/fDRx(M) —~> \I/fI (\Pflc DRx(M))
Démonstration. — On applique le théoréme a ig M, on obtient I'isomorphisme

DRx, Vg (i, M) ~ U:DRxcr(if , M).

oum: X xCP — CP est la projection. On applique le foncteur ¢ f_l a cette isomorphisme. On observe

qu'un théoréme de changement de base propre donne I'isomorphisme de foncteur W ¢4 f_l ~ f_llll,r. On
en déduit I'isomorphisme

if 'DRx, Vg (if M) =~ Upig 'DRxcr(if , M).
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On déduit enfin de I'équivalence de Kashiwara appliquée a l'injection du graphe de f dans X x C?
I’isomorphisme attendu

DR x U3 (M) ~ ;DR x (M).

La suite du corollaire se démontre de la méme maniére.

O

On déduit en particulier de ce corollaire que, dans le cas sans pente, si I'on applique l'isomorphisme
de comparaison par rapport aux fonctions fi, ..., f, 'une aprés 'autre I’isomorphisme

al al al
DR (0% (.05% (05 M))) =W, (90 (U, DRx(M))

ne dépend pas de la permutation o de {1, ..., p}.

Appendice A. Hypercomplexes

On définit ici les n-hypercomplexes qui correspondent aux complexes n“P'¢ naifs introduits par P.
Deligne au paragraphe 0.4 de [Del73|.

Définition A.1. — Soit C une catégorie abélienne, on définit par induction la catégorie abélienne des
n-hypercomplexes de la fagon suivante :

— Les 1-hypercomplexes sont les complexes d’objets de C.
— Les n-hypercomplexes sont les complexes de (n-1)-hypercomplexes.

On notera C"(C) la catégorie abélienne des n-hypercomplexes d’objets de C. Par exemple les 2-
hypercomplexes sont les complexes doubles. Un n-hypercomplexe est donc la donnée pour tout k € Z"
d’un objet X* de C et, pour tout 1 < i < n de morphismes d* : X* — X*+1i vérifiant les propriétés
suivantes :

d® od® =0 pour tout ¢

d® od) =dW) od® pour tout (i,7)

pour les exposants k convenables.

Soit X un n-hypercomplexe, pour tout 1 < i < n et tout m € Z on note X" le (n — 1)-hypercomplexe
composé des X* avec k; = m et des différentielles correspondantes. Les différentielles dOk avec k; = m
définissent un morphisme :

dr . Xm — xtt
qui vérifie d;"“ od® = 0 par définition d’'un n-hypercomplexe. On a donc pour tout 1 < ¢ < n un
foncteur :
Fi: C'(C) — cc™ b))
X — X" d™Y ez

a2

de la catégorie des n-hypercomplexes dans la catégorie des complexes de (n — 1)-hypercomplexes. On
introduit alors le (n — 1)-hypercomplexe :

HY(X) = HP(F.(X)),

et le n-hypercomplexe :

Hi(X):= .- H'(X) > HPYY(X) - ..
ol toutes les fléches horizontales sont nulles.
Définition A.2. — Si un n-hypercomplexe X vérifie la propriété de finitude suivante :
(17) pour tout m € Z Pensemble {(k1, ..., k,) € Z"|k1 + ... + ky, = m, X* # 0} est fini,

alors on peut associer & X un complexe simple s(X). On pose
s(X)™ = @ Xk,
ki+...+kn=m

Soit k € Z" tel que ki + ... + k, = m, on note ig : X* — s(X)™ et pg : s(X)™ — X* les morphismes
naturels. On peut alors définir la différentielle df v : 5(X)™ — 5(X)™*! du complexe s(X) par :

_1\k1+...+ki— (j)k : -1 1. N e s ) )
pro i, ik = (—1)k 1d s #{ilki # 1;} =1 ou j vérifie k; # [,
s( 0 sinon



COMPARAISON DES CYCLES PROCHES PAR UN MORPHISME SANS PENTE 15

pour tout k et I vérifiant k1 +...+k, = met 1 +...+1,, = m+1. On peut alors vérifier que dz;ﬁod’s’zx) =0

et (s(X),dx)) est donc bien un complexe. On a défini un foncteur

s: CHC) — c(C)
X e (S(X)’ds(X))

oit C'}(C) est la catégorie des n-hypercomplexes vérifiant la propriété (IT). De plus on observe facilement
que s(.) est un foncteur exact.

Théoréeme A.3. — Soit f : X — Y un morphisme de n-hypercomplezes ot X et Y vérifient la propriété
@D et supposons que f induise un isomorphisme :

[ Hi(Ha(...Hn (X)) ~ H1(Ha(...Hn(Y))).
Alors s(f) : s(X) — s(Y) est un quasi-isomorphisme.

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur ’entier n. Pour n = 1 c’est la définition d’un quasi-
isomorphisme, pour n = 2 c’est le théoréme 1.9.3 de [KS94]. On suppose que n = 3. Pour tout p € Z,
on a deux (n — 1)-hypercomplexes, HF(X) et HP(Y'), qui vérifient les hypothéses du théoréme et donc
par hypothése de récurrence f induit un quasi-isomorphisme entre s (H?(X)) et s (H2(Y)). Or HE(X) =
HP(F, (X)) et HP(.) est un foncteur additif, il commute donc avec le foncteur s(.) et f induit un quasi-
isomorphisme entre HP ({s(X"), s(d*)}mez) et HP({s(Y,7"), s(d*) }mez) pour tout p € Z. Mais ce quasi-
isomorphisme correspond aux conditions du théoréme pour les complexes doubles {s(X[™), s(d")}mez
et {s(Y;™),s(d™)}mez, les complexes simples associés & ces deux complexes doubles sont donc quasi-
isomorphes par hypothése de récurrence pour n = 2. En appliquant la définition du foncteur s on montre
alors que ces deux derniers complexes simples sont en fait les complexes simples associés & X et 4 Y ce

qui conclut la démonstration du théoréme.
O

Corollaire A.4. — Soit X un n-hypercomplexe tel qu’il existe un indice i pour lequel le complexe F;(X)
soit exact, alors s(X) est quasi-isomorphe au complexe nul.

Démonstration. — Le théoréme précédent est évidemment vérifié si 'on permute les indices des H;. Si
le complexe F;(X) est exact alors H;(X) ~ H;(0,) ou 0, est le n-hypercomplexe nul. On a donc

Hy (oo Hyy (Hiy (o Hy (Hi (X)) ~ Hy (oo Hyoy (Hi1 (oo H (3 (0,)))

et on peut appliquer le théoréme précédent, s(X) ~ s(0,,), s(X) est quasi-isomorphe au complexe nul.
([l

Définition A.5. — Soit {X*, f(V*}7n 1<i<, une famille d’objets de C et de morphismes f(F . X* —

Xk+1i on appelle hypercube associé & X le n-hypercomplexe noté Cube(X)® vérifiant

Xhlooka=l g ke {0,1}"

0 sinon

Cube(X)kl,...,kn _ {

les morphismes étant ceux donnés par les f(V¥. On vérifie facilement que Cube(.) définit un foncteur

exact.

Par exemple, pour n = 3 on a

x—1,0,0 X0,0,0
/ /
x—1,-10 X0.-1,0
Cube(X) =
x-1.0,-1 X0,0,—1
/ /
x-1-1,-1 x0,-1,-1

ot le reste de I'hypercomplexe est nul et X~ =11 est en degré (0,0,0).
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Appendice B. Filtrations compatibles
Les définitions qui suivent ont été introduites par Morihiko Saito dans [Sai88|
Définition B.1. — Soit A un objet de la catégorie abélienne C et Ay, ..., A,, A des sous-objets de A.

On dit que Ay, ..., A, sont des sous-objets compatibles de A si il existe un n-hypercomplexe X satisfaisant
a:

1. Xk =0sik¢{-1,0,1}".

2. X0 =A.

3. X0 li= A, pour 1 <i<n.

4. Pour tout 1 <i < n et tout ke {—1,0,1}" tel que k; = 0, la suite
0— Xkl _, xk _, xk+li

est une suite exacte courte.

Remarque B.2. — — En utilisant les propriétés universelles fournies par les suites exactes courtes on
observe que si les sous-objets Ay, ..., A,, sont compatibles, alors le n-hypercomplexe X est déterminé
de maniére unique. Par exemple si k € {—1,0}" et si I = {i;k; = —1} < {1, ...,n} alors

Xk = (A

iel
— Sin =1, le complexe X est la suite exacte courte

0>A - A— A/A — 0.

— Si n = 2 deux sous-objets A; et As sont toujours compatibles et X est le complexe double suivant

Ay /(A1 A As) A/ A, AJ(A + Ag)
T | T
A A A/A,
]
Ay A Ay Ay Ag/(Ale Ay).

— Si n < 3 des sous-objets Ay, ..., A, ne sont pas compatibles en général.

— Par définition si Aj,..., A, S A sont compatibles alors pour tout I < {1,...,n} les sous-objets
(A;)ier S A sont compatibles et 'hypercomplexe correspondant est le #I-hypercomplexe X; dont
les objets sont les X* tels que k; = 0 pour tout i € I°.

Définition B.3. — Soient F, ..., F™ des filtrations croissantes indexées par Z d’un objet A, on dit que
ces filtrations sont compatibles si pour tout £ € Z" les sous-objets Fell, .., ! de A sont compatibles.

Remarque B.j. — — D’aprés la remarque précédente toute sous famille d’une famille de filtrations
compatibles est compatible.

— On peut montrer que si F}, ..., F? sont compatibles alors pour tout £ € Z les filtrations induites par

Fl .. F?~' sur gr{™ sont compatibles.

— Si F},..., F" sont compatibles alors les filtrations induites sur Fel1 N ... n Fy' sont compatibles.

Proposition B.5. — Soit F}, ..., F? des filtrations compatibles d’un objet A. L’objet obtenu en appli-
quant successivement les gradués grf{f’((j) par rapport aux fillrations F, ;) induites sur ng’((jj)) ...ng"((ll))A

pour 1 < j < n ne dépend pas de la permutation o de {1,...,n} et est égal a

FellA N..nFrA
SiFLAN L AF, An.nFpA
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