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Approches primale et duale en rupture non linéaire

C. Stolz1

1 Laboratoire de Mécanique des Solides,
Ecole Polytechnique, CNRS UMR 7649

stolz@lms.polytechnique.fr

Résumé— Le paramètre énergétique associé à la vitesse de propagation est une intégrale de
contour appropriée exprimée en terme d’énergie libre ou d’énergie complémentaire. On étudie
l’invariance par rapport au contour de ces intégrales et on interpréte les résultats obtenus. Les
formulations primale et duale du problème d’évolution de la propagation de la fissure en élasto-
plasticité sont ensuite présentées dans ce cadre énergétique.

Mots clés— Rupture, Intégrale invariante, Fissure, Griffith, propagation, Tenseur d’Eshelby

1 Introduction

L’analyse mécanique de la propagation des fissures dans un milieu élastique a permis la mo-
délisation de la rupture fragile. La méthode énergétique conduit aux définitions de l’intégrales J
de Rice-Eshelby et de l’intégrale duale I de Bui [1] dont les interprétations sont respectivement
les taux de restitution d’énergie potentielle ou complémentaire. Dans le cas de la plasticité par-
faite, une description énergétique a été proposée par Nguyen [3]. Soitw(ε,α) la densité d’énergie
libre isotherme emmagasinée etΓ un contour fermé entourant la pointe de la fissure, on obtient
l’expression de la dissipation

Dm = G l̇ +

Z

Ω
d dΩ

où d = σ : ε̇−ρẇ est la dissipation par unité de volume, la quantitéG est la force due aux singu-
larités en fond de fissure donnée apr

G = lim
Γ→0

JΓ = lim
Γ→0

Z

Γ
ρ(w+

1
2

v2)n1−n.σ.u,1 dS

La notation Γ → 0 signifie que le rayon maximum du contour tend vers zéro. En propagation
quasistatique les termes d’inertie sont négligeables etG est lié au taux de restitution d’énergie
défini par la dérivée de l’énergie potentielle par rapport à la longueur de fissure. En dynamique
isotherme l’hamiltonien remplace l’énergie potentielle comme montré en [7].

2 Cadre de l’étude

On étudie la propagation d’une fissure droite de directione1 dans un milieu continu de vo-
lume Ω. Sur la frontière∂ΩT, on impose des efforts Td et surla partie complémentaire∂Ωu le
déplacementud est donné. Les lèvres de la fissure sont supposées libres de contrainte.

En mécanique de la rupture fragile, le comportement du matériau est élastique linéaire, l’éner-
giew(ε) est une forme quadratique de la déformationε, laquelle est définie à partir du déplacement
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u :

w(ε) =
1
2

ε.C.ε, ε =
1
2
(∇u+ ∇tu). (1)

On noteσ le champ de contrainte associée à la déformation par la loi d’étatσ = C : ε.
Le critère de propagation d’une fissure est celui proposé par Griffith. Ce critère s’exprime sous

la forme : siG−Gc < 0, la fissure ne se propage pas ;Gc est la valeur caractéristique du matériau
vis-à-vis de la rupture. Le taux de restitution d’énergieG est défini à partir de l’énergie potentielle
du systèmeE par

E(u, l) =

Z

Ω(l)
w(ε) dΩ−

Z

∂ΩT

Td.u ds, (2)

G = −
∂E
∂l

=

Z

Γ
w(ε)n1−n.σ.u,1 ds= JΓ (3)

La position d’équilibre du système à longueur de fissurel donnée minimise l’énergie potentielle
E sur l’ensemble des champs de déplacementsu cinématiquement admissibles avec les conditions
aux limites en déplacementu = ud sur∂Ωu. La solution du problème d’équilibre est le champ de
déplacementusol(l ,ud,Td). De même, on définit une approche duale de l’équilibre du système à
l’aide de l’énergie complémentaire

E∗(σ, l) = −

Z

Ω(l)
w∗(σ) dΩ+

Z

∂Ωu

n.σ.ud ds. (4)

Le taux de restitution d’énergie prend alors la forme de l’intégrale duale de Bui [1] :

IΓ = JΓ =

Z

Γ
−w∗(σ)n1 +n.σ,1.u ds. (5)

L’égalité des deux intégrales résulte de l’égalité des énergies potentielle et complémentaire pour
l’état d’équilibre sous le chargement(ud,Td) du volumeΩ à longueur de fissure donnée. On note
les relations classiques

w∗(σ)+w(ε) = σ.ε,
Z

Vc

σ : ε(u) dΩ =

Z

C
n.σ.u ds. (6)

Lemme. Pour tout champ̃σ statiquement admissible (divσ̃ = 0), tout champ̂ε cinématiquement
admissible (2̂ε = gradû+gradt û) et tout volume fermé de frontièreC, nousavons :

Z

C
(σ̃ : ε̂ ni −n.σ̃,i .û−n.σ̃.û,i) ds= 0 (7)

Invariance des intégrales de contour. Prenons un contour ferméC, composé de deux contours
Γ1 et Γ2 entourant la pointe de la fissure (VΓ1 ⊂VΓ2) complétés par les lèvres de la fissure. Intro-
duisons les tenseurs d’Eshelby primalp et dualp∗ :

p = w I −σ.∇u, p∗ = −w∗ I + ∇σ.u (8)

ces tenseurs vérifient les relations

0 =

Z

Vc

div p dΩ =

Z

C
n.p ds, 0 =

Z

Vc

div p∗ dΩ =

Z

Vc

n.p∗ ds (9)

A l’ état d’équilibre nous avons :w(ε) = w∗(σ) = 1
2σ : ε et donc

p− p∗ = σ : ε I − (σ.∇u+ ∇σ.u); p+ p∗ = ∇σ.u−σ.∇u (10)

Sur les lévres de la fissure, les contributionsn.p.e1 etn.p∗.e1 sont nulles, ce qui assure l’invariance
par rapport au contour des intégralesIΓ etJΓ, notées maintenantI etJ. Compte tenu des propriétés
de p et p∗ ainsi que du lemme, pour un état d’équilibre nous obtenons :

I +J =
Z

Γ
n.σ,1.u−n.σ.u,1 ds ; J− I =

Z

Γ
(w+w∗)n1−n.σ,1.u−n.σ.u,1 ds= 0 (11)
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Cas de l’élasto-plasticité parfaite. En plasticité parfaite, Nguyen [3] a proposé un critère de
type Griffith généraliséJs ≤ Gc où

Js = lim
Γ→S

Z

Γ
w(ε− εp)n1−n.σ.u,1 ds (12)

S désigne ici la surface de discontinuité des champs de vitesses lors de la propagation, ([ u̇]S +
l̇ [u,1 ]S = 0). Onobtient les énergie potentielleE et complémentaireE∗ partir de la densité d’éner-
gie complémentaire

w∗(σ) = σ : (ε− εp)−w(ε− εp) (13)

A l’état d’équilibre pour un champ de déformation plastique donné, ces deux énergies sont égales
à la solution du problème d’équilibre, il est immédiat de montrer que

Is = Js = −
∂E
∂l

= −
∂E∗

∂l
(14)

Les tenseursp et p∗ associés aux densitésw etw∗ vérifient :

0 =

Z

Vc

div p dω+

Z

Vc

σ : ∇εp dω 0 =

Z

Vc

div p∗ dω−

Z

Vc

∇σ : εp dω (15)

pour tout volume fermé extérieur aux lignes de discontinuités des champs mécaniques. A l’aide des
propriétés de régularité des champs mécaniques, pour les mêmes raisons surp et p∗ les intégrales

G = JΓ +

Z

VΓ
σ : εp

,1 dΩ G∗ = IΓ −

Z

VΓ
σ,1 : εp dΩ (16)

sont invariantes par rapport au contour, on en déduit que

G +G∗ = 2Js =

Z

Γ
n.σ,1.u−n.σ.u,1 dS+

Z

VΓ
σ : εp

,1−σ,1 : εp dΩ (17)

G −G∗ = 0 =

Z

Γ
(w+w∗)n1−n.σ,1.u−n.σ.u,1 dS+

Z

VΓ

(σ : εp),1 dΩ (18)

A partir de la somme et en faisant tendre le contourΓ vers la ligne de discontinuitéSnous avons

G +G∗ = Is+Js =
Z

S
(n.[σ,1 ]S.u−n.σ.[u,1 ]S) ds. (19)

Ainsi, nous obtenons l’intégrale duale caractéristique de la rupture :

Is = lim
Γ→S

Z

Γ
−w∗(σ)n1 +n.σ,1.u ds. (20)

Cas de l’écrouissage. Le comportement est défini par l’énergie stockée isothermew(ε,α) où α
désigne maintenant des paramètres internes. Les équations d’état définissent les forces associées
aux paramètres d’état

σ =
∂w
∂ε

, A = −
∂w
∂α

. (21)

L’ énergiew est supposée convexe de ces arguments. On définit l’énergie complémentaire par
w∗(σ,A) = σ : ε−A.α−w(ε,α). On se place à un état d’équilibre, les contraintesσ vérifient les
équations d’équilibre et les conditions aux limites, les forcesA appartiennent au domaine d’élasti-
cité du matériau. Les nouveaux tenseursp et p∗ satisfont les propriétés

0 =

Z

Vc

div p dΩ+

Z

Vc

A.∇α dΩ; 0 =

Z

Vc

div p∗ dΩ−

Z

Vc

∇A.α dΩ (22)

puis les intégrales, invari,antes par rapport au contour primale et duale

G = JΓ +

Z

VΓ
A.α,1 dΩ, G∗ = IΓ −

Z

VΓ
A,1 : α dΩ (23)

La propriétéG = Js est naturellement conservée. Ceci généralise le cas précédent.
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3 Le problème d’évolution d’une fissure

Pour décrire l’évolution des fissures, on considère le critère de type Griffith défini par

Js ≤ Gc, l̇ = 0, Js = Gc, l̇ ≥ 0. (24)

Le problème d’évolution est alors déterminé par la relation

J̇s(l̇ −µ) ≥ 0 (25)

pour toutµ≥ 0 aux points oùJs = Gc.

Détermination de la vitesseJ̇s. On considère un volumeVΓ en translation avec la fissure à la

vitessel̇ . On note
◦
f la vitesse def dans le repère mobile deVΓ. La ligne de discontinuité avance

de la translatioṅl e1. Dansce repère, la variation deJs est définie par

Ġ =
Z

S
[σ ]S : ∇◦

u−
◦
σ : [∇u]S− [A

◦
α ]S ds (26)

cequi s’exprime aussi sous la forme

Ġ =

Z

Γ
(n.σ,1.

◦
u−n.

◦
σ.u,1) ds+

Z

VΓ
(
◦
A : α,1−A,1 :

◦
α) dΩ (27)

Le dernier terme contient uniquement des termes de couplage entreε et α. Pour l’énergiew(ε,α)
ce terme est équivalent à

−
◦
A : α,1 +A,1 :

◦
α =

∂2w
∂α∂ε

• (
◦
ε⊗α,1−

◦
α⊗ ε,1) =

◦
σ : ε,1−σ,1 :

◦
ε (28)

ainsi nous obtenons une généralisation du cas de la plasticité parfaite [3] la vitesseĠ possédant la
même forme :

Ġ =

Z

Γ
(n.σ,1.

◦
u−n.

◦
σ.u,1) ds+

Z

VΓ
(
◦
σ : ε,1−σ,1 :

◦
ε) dΩ. (29)

Choix de la paramétrisation : la vitesse f̂ . On définit la vitessêf de la quantité mécaniquef
par

f̂ = ḟ ,dansΩ/VΓ, f̂ =
◦
f ,dansVΓ (30)

La vitessef̂ est discontinue surΓ, car à tout instant la quantitéf est continue

ḟ =
◦
f − l̇ f ,1; [ f̂ ]Γ + l̇ f ,1 = 0. (31)

Le problème en vitesse. Une solution du problème aux limites en vitesse de propagation et de
déplacement vérifient les équations locales :

de la cinématique : la vitesse de déformation est définie par 2ε̂ = ∇û+ ∇ûT dansΩ, les vitesses
û vérifient les conditions aux limites ˆu= u̇d sur∂Ωu, et la relation aux discontinuités[ û]Γ +
l̇u,1 = 0 surΓ.

des équations d’équilibre : De champs div̂σ = 0 dansΩ, les conditions aux limiteŝσ.n = Ṫd, et
l’équation aux discontinuitésn.[ σ̂ ]Γ + l̇σ,1.n = 0 surΓ.
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de la loi de comportement.
[

σ̇
−Ȧ

]

=

[

w′′
εε w′′

εα
w′′

αε w′′
αα

][

ε̇
α̇

]

(32)

Les paramètres d’écrouissage vérifient la régle de normalité associée au domaine d’élasticité
défini par la fonction convexef :

f (A) ≤ 0, α̇ = λN, N =
∂ f
∂A

, λ ≥ 0, λ f (A) = 0, (33)

de la loi de propagation.
l̇(G −Gc) = 0, l̇ ≥ 0, J̇s = İs = 0. (34)

Potentiel local des vitesses. On noteC =W′′
εε,L =W′′

εα,Z =W′′
αα. Les relations de comportement

se mettent sous la forme habituelle grâce au potentiel hypoélastique au sens de HillU(ε̇)

σ̇ =
∂U
∂ε̇

, U(ε̇) =
1
2

ε̇ : C : ε̇−
1
2

< NT .LT .ε̇ >2

NT .Z.N
(35)

oubien du potentiel complémentaireU∗(σ̇).

ε̇ =
∂U∗

∂σ̇
, U∗(σ̇) =

1
2

σ̇.C−1 : σ̇−
1
2

< NT .LT .C−1.σ̇ >2

NT.LT .C−1.L.N−NT.Z.N
(36)

Dans le volumeVΓ, les relations de comportement s’expriment sous la forme

ε̂− l̇ ε,1 =
∂U∗

∂σ̇
(σ̂− l̇ σ,1), σ̂− l̇ σ,1 =

∂U
∂ε̇

(ε̂− l̇ ε,1) (37)

4 Formulation primale et duale du problème en vitesse

Formulation primale. Introduisons la fonctionnelleF associée au potentiel des vitesses de
déformation de Hill

F =

Z

Ω/VΓ
U(ε̂) dΩ+

Z

VΓ
U(ε̂− l̇ ε,1) dΩ+

Z

VΓ
(l̇ σ,1 : ε̂−

1
2

l̇ 2σ,1 : ε,1) dΩ

+
Z

Γ
(−l̇ n.σ,1.û

− +
1
2

l̇ 2n.σ,1.u,1) dS−
Z

∂ΩT

Ṫd
.û dS

Propr iété. La solution du problème en vitesse(û, l̇ ) vérifie l’inéquation variationnelle

∂F
∂û

(û− ũ)+
∂F
∂l̇

(l̇ − l̃) ≤ 0 (38)

sur l’ensemble des champs admissibles

K = {(v, l̃ )/[v]Γ + l̃ .u,1 = 0, surΓ, l̃ ≥ 0 siG = Gc, v = 0,sur∂Ωu}

Formulation duale. Introduisons la fonctionnelleF ∗ associée au potentiel complémentaire des
vitesses de contrainte et d’avancée de fissure :

F ∗ =

Z

Ω/VΓ
−U∗(σ̂) dΩ−

Z

VΓ
U∗(σ̂− l̇ σ,1) dΩ+

Z

VΓ
(−l̇ σ̂ : ε,1 +

l̇2

2
σ,1 : ε,1) dΩ

+

Z

Γ
(l̇ n.σ̂−.u,1−

l̇2

2
n.σ,1.u,1) ds+

Z

∂Ωu

n.σ̂.u̇d ds

définie sur l’ensemble des vitesses (σ̂, l̇ ) admissiblesK ∗.
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Propriété. La solution du problème d’évolution vérifie l’inéquation variationnelle

∂F ∗

∂σ̂
.(σ̂− σ̃)+

∂F ∗

∂l̇
(l̇ − l̃) ≤ 0 (39)

pour tout champ̃σ, l̃ admissiblesK ∗ où

K ∗ = {(σ̂∗, l̃)/l̃ ≥ 0 siG = Gc

div σ̂∗ = 0, dansΩ, σ̂∗.n = Ṫ
d
, sur∂ΩT,n.[ σ̂∗ ]Γ + l̃n.σ,1 = 0, surΓ}

La preuve de ces propriétés est donnée dans [6]. Les formulations obtenues généralisent les
résultats présentés en [4].

5 Conclusion

Nous avons étendu le problème en vitesse de fissure aux cas des matériaux élastoplastiques
standards et défini les approches en vitesse primale et duale du problème d’évolution. Ces ap-
proches mettent en valeur la dualité des expressions, elles permettent d’obtenir des conditions de
stabilité et d’unicité complémentaires. Les formulations variationnelles ainsi définies permettent
un encadrement des vitesses quand la solution du problème quasi-linéaire est unique, ce qui en fait
leur interêt premier.

On montre ainsi l’utilité d’avoir proposé une formulation par intégrale duale du problème de
propagation de fissure.
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