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Approches primale et duale en rupture non linéaire

C. Staz?!

1 Laboratoire de Mécanique des Solides,
Ecole Polytechnique, CNRS UMR 7649
stolz@Ims.polytechnique.fr

Résumé— Le paamétre énergétique associé a la vitesse de propagation est une intégrale de
contour appropriée exprimée en terme d’'énergie libre ou d'énergie complémentaire. On étudie
I'invariance par rapport au contour de ces intégrales et on interpréte les résultats obtenus. Les
formulations primale et duale du probléme d’évolution de la propagation de la fissure en élasto-
plasticité sont ensuite présentées dans ce cadre énergétique.
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1 Introduction

L'analyse mécanique de la propagation des fissures dans un milieu élastiqgue a permis la mo-
délisation de la rupture fragile. La méthode énergétique conduit aux définitions de l'intégrales J
de Rice-Eshelby et de l'intégrale duale | de Bui [1] dont les interprétations sont respectivement
les taux de restitution d’énergie potentielle ou complémentaire. Dans le cas de la plasticité par-
faite, une description énergétique a été proposée par Nguyen [3jv@qit) la densité d’énergie
libre isotherme emmagasinéeleun contour fermé entourant la pointe de la fissure, on obtient
I'expression de la dissipation

D= Gi +/ddQ
Q

oud =0 : €— pw est la dissipation par unité de volume, la quanttést la force due aux singu-
larités en fond de fissure donnée apr

. . 1
G= anoJr = M‘o/r p(w+ E\_/Z)nl —no.u;dS

La nofation ' — 0 signifie que le rayon maximum du contour tend vers zéro. En propagation
quasistatique les termes d'inertie sont négligeable§ estt lie au taux de restitution d'énergie
défini par la dérivée de I'énergie potentielle par rapport a la longueur de fissure. En dynamique
isotherme I'hamiltonien remplace I'énergie potentielle comme montré en [7].

2 Cadre de I'étude

On étudie la propagation d’une fissure droite de direcgplans w milieu continu de vo-
lume Q. Sur la frontiéredQy, on impose des efforts®Tet surla partie complémentairéQ, le
déplacement® est doné. Les lévres de la fissure sont supposées libres de contrainte.

En mécanique de la rupture fragile, le comportement du matériau est élastique linéaire, I'éner-
giew(g) est une forme quadratique de la déformagplaquelle est définie a partir du déplacement



=

1 1
w(e) =eCe, e=(0u+ 'u). (1)

On ote o le champ de contrainte associée a la déformation par la loi diétaC : €.

Le critére de propagation d’'une fissure est celui proposé par Griffith. Ce critére s’exprime sous
la forme : siG — G¢ < 0, la fissure ne se propage p&a;est la valeur caractéristique du matériau
vis-a-vis de la rupture. Le taux de restitution d’énergiest défini a partir de I'énergie potentielle
du systémez par

. _ d
£w) = [ Jerda— [ Thuds ®)

0FE
G = _W:/rw(s)nl—n.o.u,l ds=Jr 3)

La position d’équilibre du systeme a longueur de fisdudennée minimise I'énergie potentielle

E sur 'ensemble des champs de déplacementaématiquement admissibles avec les conditions
aux limites en déplacement= u® surdQ,. La solution du probléme d’équilibre est le champ de
déplacement?(1,ud, T%). De méne, on définit une approche duale de I'équilibre du systéme a
l'aide de I'énergie complémentaire

£*(0,1) :—/ w* (o) dQ+/ n.o.u’ds. (4)
Q) aQy
Le taux de restitution d’énergie prend alors la forme de I'intégrale duale de Bui [1] :
Ir=J = / —\l\fk(O')n]_-i-D.O'71.g ds. (5)
r

L'égalité des deux intégrales résulte de I'égalité des énergies potentielle et complémentaire pour
I'état d’équilibre sous le chargemefu®, T9) du volumeQ & longueur de fissure donnée. On note
les relations classiques

W*(0) +w(g) =0.€, /Vo:s(g) dQ:/Cn.G.gds. (6)

Lemme. Pour tout cham@ statiquement admissible (div= 0), tout cham cinématiquement
admissible (2 = gradi+ grad 0) et tout volume fermé de frontié@, nousavons :

/C (5:8nm-n&;.0-n6.0;)ds=0 )

Invariance des intégrales de contour. Prenons un contour fern® composé de deux contours
"1 et entourant la pointe de la fissurd-( C V,) complétés par les levres de la fissure. Intro-
duisons les tenseurs d’Eshelby prinpedt dualp* :

p=wl—-o0.0u p‘=-w'l+0c.u (8)

ces taseurs vérifient les relations
O:/divde:/n.pds, O:/divp*dQ:/n.p*ds 9)
Ve c Ve Ve

A I’ état d’équilibre nous avonsn(e) = w*(0) = 30 : € et dorc
p—p‘=0:el—(0.0u+00u); p+p" =00.u—0.0u (10)

Sur les lévres de la fissure, les contributiomp.e; etn.p*.e; sont rulles, ce qui assure l'invariance
par rapport au contour des intégrale®tJ-, notées maintenahtetJ. Compte tenu des propriétés
de p et p* ainsi que du lemme, pour un état d’équilibre nous obtenons :

I+J:/n.o71.g—n.o.glds; J—1 :/(W+V\f*)n1—g.o71.g—n.o.glds:O (1)
r ’ r ’



Cas de I'élasto-plasticité parfaite. En plasticité parfaite, Nguyen [3] a proposé un critére de
type Griffith généralisds < G¢ ou

Js = lim /W(s —&eP)ny —n.o.u, ds (12)
r—SsJjr ’

S désigne ici la surface de discontinuité des champs de vitesses lors de la propagation, (
| [u;]s=0). Onobtient les énergie potentielle et complémentair&€* partir de la densite d'éner-
gie complémentaire

w'(o)=0:(e—€P)—w(e—¢€P) (13)

A I'état d’équilibre pour un champ de déformation plastique donné, ces deux énergies sont égales
a la solution du probleme d’équilibre, il estimmédiat de montrer que

0E 0E*
ls=d=—5r=—— (14)
Les tenseurg et p* associés aux densitésetw* vérifient :
0:/divpdco+/c:Dspd(.o O:/divp*doo— 0o : € doo (15)
c Ve Ve Ve

pour tout volume fermé extérieur aux lignes de discontinuités des champs mécaniques. A l'aide des
propriétés de régularité des champs mécaniques, pour les mémes raigpps pules intégrales

g:Jr+/Vo:sf’ldQ g*:lr—/vc,lzsde (16)
r r

sont invariantes par rapport au contour, on en déduit que

G+G* = 2)k= /rn.ql.g—n.cs.g1 ds—+ " o:e7—01:€PdQ (17)

G-G = 0= /r(w+ W )N —n.01.u—Nn.o.u; dS+ y (0:€P)1dQ (18)

A partir de la somme et en faisant tendre le contowers la ligne de ;iscontinuitﬁ nous avons
G+G'=Is+k= [(n[oa]su=no.fus]) ds (19)

Ainsi, nous obtenons l'intégrale duale caractéristique de la rupture :

ls— lim / —WH(0)n +n.01.uds. (20)
r-sjr

Cas de I'écrouissage. Le comportement est défini par I'énergie stockée isothemigea ) ou o
désigne maintenant des parametres internes. Les équations d'état définissent les forces associées

aux parametres d’'état
ow ow
G_E’ A_—%. (22)
L' énergiew est supposée convexe de ces arguments. On définit I'énergie complémentaire par
w'(0,A) =0:e—Aa—w(g a). On se place a un état d’équilibre, les contrairgegrifient les
équations d’'équilibre et les conditions aux limites, les folseppartiennent au domaine d’élasti-
cité du matériau. Les nouveaux tensepiest p* satisfont les propriétés

oz/ divde+/ ADa dO; oz/ divp*do— [ DAadQ 22)
Ve Ve Ve Ve
puis les intégrales, invari,antes par rapport au contour primale et duale
g:Jr+/ Ad dQ, g*:lr—/ A1 adQ (23)
Vr Vr

La propriétéG = Js est naturellement conservée. Ceci généralise le cas précédent.



3 Le probleme d’évolution d’une fissure
Pour cecrire I'évolution des fissures, on considere le critére de type Griffith défini par
J<Gel =0 J=G| >0. (24)
Le probléme d’évolution est alors déterminé par la relation
(1 —w=>0 (25)

pour toutp > 0 aux points ouls = Ge.

Détermination de la vitesseJs. On considére un volumé- en translation avec la fissure a la

vitessel . On notef la vitesse def dans le repere mobile d¢. La ligne de discontinuité avance
de la translation ;. Dansce repére, la variation di est définie par

'g:/[o]szmg—é: [Ou], — [AG], ds (26)
s
cequi s’exprime aussi sous la forme

'g:/(n.o,l.ﬁ—g.&gl) ds+ (;&:a’l—A’l:&) dQ (27)
r ’ Vr

Le dernier terme contient uniqguement des termes de couplageeesttce Pour I'énergiew(e, o)
ce terme est équivalent a

2
daode

—AZCX71—|—A71:COX: O(§®G71—&®871):81871—07112 (28)
ainsi nous obtenons une généralisation du cas de la plasticité parfaite [3] la @(epxmédant la
méme forme :

'g:/(n.ql.ﬁ—n.coy.gl) ds+ [ (0:e1—01:€)dQ. (29)
r ’ v

Choix de la paramétrisation : la vitessef. On définit la vitessef de la quantité mécaniquie
par

f=f,dansQ/Vr, f= f.dansvr (30)

La vitessef est discontinue suF, car a tout instant la quantitéest continue
f=f—Ify; [f],+If1=0. (31)

Le probleme en vitesse. Une solution du probleme aux limites en vitesse de propagation et de
déplacement vérifient les équations locales :

de la cinématique : la vitesse de déformation est définie par200+ 00" dansQ, les vitesses
G vérifient les conditions aux limiteas= U9 suraQy, et la relation aux discontinuitédl], +
lu; =0surl.

des équations d’équilibre : De champs dig = 0 dansQ, les conditions aux limite§.n = T_d, et

I'équation aux discontinuités.[6], +lo1.n= 0 surT.



de la loi de comportement.
O | _ [ Wee Weo || E
[ _A} B [ V\/cia W(;G a (32)

Les parameétres d’'écrouissage vérifient la régle de normalité associée au domaine d’élasticité
défini par la fonction convexé :

. f
f(A) <0, a=AN, N:ZTA, A>0, Af(A)=0, (33)
de la loi de propagation. _ _ o

Potentiel local des vitesses. On noteC =W{,L =W/;,Z =W, . Les relations de comportement
se mettent sous la forme habituelle grace au potentiel hypoélastique au send.te Hill

. oU 1. . 1<NTLTg>?
O=%g VeI =R CET TN (39)
ou bien du potentiel complémentaite*(0).
. our . 1. .1 <NTLTCcle>?
=—, U*@)=-0Ct:6-2 36
e= %5 V0=3 T 2NTLTCLILN_NTZN (36)
Dans le volumé/r, les relations de comportement s’expriment sous la forme
. ou* . - . ou .
—le;=—-(6-1 —loy=—(E-I 7
e-leg=—5-(0-101), 6-loa=—(e-ley) @37

4 Formulation primale et duale du probleme en vitesse

Formulation primale. Introduisons la fonctionnellef associée au potentiel des vitesses de
déformation de Hill

F = UE)dQ+ [ U(E—Te;1)dQ+ (l’o,lzé—fl'zo,lzs,l)dg

Q/NVr Vr Vr 2
. 1. .
+/(—| no.0 +3i%n0.u;)ds— [ Thads
r 2 ’ 00T

Propriété. La solution du probleme en vitess@ | ) vérifie I'inéquation variationnelle

oF . . 0F . ~

sur I'ensemble des champs admissibles

K ={(v.0/[v]; +Tuy =0, surl,I > 05si G =G, v=0,5urdQu}

Formulation duale. Introduisons la fonctionnell¢* associée au potentiel complémentaire des
vitesses de contrainte et d’avancée de fissure :
R A - |2
7= / —U@)dQ— [ U*(6—io)d+ [ (-6:e1+ = 01:€1)dD
Q/Nr Vi Vi 2
. |2
+ /(I NG .U;——=N01.U,) ds+/ n.6.u¢ ds
r 2 ’ aQ,

définie sur I'ensemble des vitessés I() admissiblesK*.



Propriété. La soltion du probléeme d’évolution vérifie I'inéquation variationnelle

oF* . .. O0F* . «
55 (6-0)+——( D<o (39)

pour tout champ, I admissiblesx* ou

K = {(6%,0)/i>0siG=0Gc
divé* =0, dansQ, &*.n=T", surdQr,n.[6"], + in.o; =0, surl}

La preuve de ces propriétés est donnée dans [6]. Les formulations obtenues généralisent les
résultats présentés en [4].

5 Conclusion

Nous avons étendu le probléme en vitesse de fissure aux cas des matériaux élastoplastiques
standards et défini les approches en vitesse primale et duale du probleme d’évolution. Ces ap-
proches mettent en valeur la dualité des expressions, elles permettent d'obtenir des conditions de
stabilité et d’unicité complémentaires. Les formulations variationnelles ainsi définies permettent
un encadrement des vitesses quand la solution du probléme quasi-linéaire est unique, ce qui en fait
leur interét premier.

On montre ainsi l'utilité d’avoir proposé une formulation par intégrale duale du probléme de
propagation de fissure.
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