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Résumé — Cette communication présente un méso modèle pour le béton et, plus généralement,
pour les matériaux hétérogènes quasi-fragiles ainsi que son utilisation, comme description fine, au
sein d’une méthode multi-échelles intégrée.

Mots clés — méthode des Eléments Finis, méthode multi-échelles intégrée, discontinuités fortes,
comportement fragile, éléments biphasiques.

1 Introduction

La modélisation d’un matériau hétérogène comme le béton est étroitement liée à l’échelle
d’observation. D’un point de vue macroscopique, celui-ci est considéré comme homogène, in-
troduisant implicitement la notion de VER [1]. Les modèles macroscopiques proposés comme la
plasticité ou l’endommagement s’inscrivent dans le cadre de la thermodynamique [2] et reposent
sur des quantités macroscopiques. Cependant la plupart des phénomènes physiques (couplages,
transferts de masses ...) tout comme les mécanismes de rupture ont pour origine des échelles plus
fines. Ainsi, la possibilité d’établir un lien (numérique) entre les propriétés des constituants ini-
tiaux à ces échelles fines et les propriétés mécaniques résultantes à l’échelle macroscopique (par
l’intermédiaire d’un modèle élément fini) est un problème classique. Les différentes techniques
d’homogénéisation développées à cet effet répondent à ce type de problèmes dans le cas linéaire
[3]. Pour les comportements non-linéaires les résultats obtenus sont nettement moins probants et
l’outil numérique est nécessaire.

Dans la suite de ce papier, l’échelle la plus fine numériquement envisageable sera l’échelle
dite « mésoscopique ». A cette échelle, les matériaux hétérogènes quasi-fragiles comme le béton
peuvent être raisonablement modélisés par deux ou trois phases distinctes et leur réponse méca-
nique macroscopique dépend à la fois des propriétés de chaque phase mais aussi de leur distribu-
tion spatiale. Etre capable de prendre en compte ces différentes phases et de palier aux problèmes
de localisation numérique liés au comportement adoucissant apparaît comme nécessaire pour une
modélisation réaliste. Le modèle proposé construit à partir d’un treillis tri-dimensionnel générés
par une triangulation de Delaunay présente les atouts pour y parvenir. Afin de travailler avec des
maillages non-adaptés, une discontinuité faible (discontinuité dans le champ de déformation) est
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introduite au sein des éléments barre constituant le treillis. Trois types d’éléments barres appa-
raissent ainsi : ceux entièrement dans la matrice ou dans les inclusions et ceux « coupés » entre
deux phases, présentant ainsi des propriétés élastiques différentes de part et d’autre. De plus, afin
de modéliser la fissuration à cette échelle et l’adoucissement résultant sans dépendance au maillage
[4], une discontinuité forte (discontinuité dans le champ de déplacement) est également introduite
au sein des éléments barres. Elle permet de capturer à la fois les micro-fissures pouvant apparaître
dans les différentes phases mais aussi la rupture à l’interface entre deux phases. La stratégie re-
tenue pour enrichir la cinématique du problème élément fini [5] (introduction des deux types de
discontinuités) est celle des Modes Incompatibles ([6], [7]). Cette méthode présente l’avantage
d’être peu intrusive et de préserver le nombre d’inconnues total.

2 Modèle mésoscopique

2.1 Enrichissement de la cinématique

2.1.1 Discontinuité faible : matériaux hétérogènes

L’introduction d’une discontinuité faible donne la possibilité de travailler avec des maillages
non-adaptés pour les matériaux hétérogènes. Ainsi un élément barre peut être « coupés » en deux
avec des propriétés élastiques différentes de part et d’autre. D’un point de vue numérique, deux
sous-domaines sont définis dans l’élément barre et une interface apparaît entre ces deux parties.
C’est sur cette idée que repose le premier enrichissement de la cinématique, concrétisé par la
fonction G1

G1 =

 − 1
θ` , x ∈ [0,θ`]

1
`(1−θ) , x ∈ [θ`,`]

2.1.2 Discontinuité forte : fissuration des matériaux quasi-fragiles

Le comportement adoucissant lié à l’apparition de fissures dans les matériaux quasi-fragiles
entraîne une dépendance au maillage sur le plan numérique. Il a été montré par de nombreux
auteurs [4] que l’introduction d’une discontinuité forte permet de capturer cette fissuration sans
dépendance au maillage. C’est sur cette idée que repose le second enrichissement de la cinéma-
tique, concrétisé par la fonction G2

G2 =−1
`

+δΓ

2.2 Cadre théorique : la Méthode des Modes Incompatibles

La formulation variationnelle de Hu-Washizu [8] combinée à la méthode des déformations
améliorées fournit un cadre théorique permettant d’enrichir la cinématique des éléments barres :
le champ de déformations est repensé comme la somme du gradient symétrique des déplacements
∇su et des déformations améliorées ε̃1 et ε̃2.

ε = ∇
su+ ε̃1 + ε̃2

En utilisant les fonctions de forme classiques pour un élément barre, les fonctions G1 et G2
introduites précedemment et en tenant compte du critère d’apparition de la discontinuité forte Φ
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d’un élément barre, le problème élément fini s’écrit :

nelm
A

e=1

[
fint
e (de,α1,e,α2,e)− fext

e
]
= 0

−σ1(de,α1,e,α2,e)+σ2(de,α1,e,α2,e) = 0 ∀e ∈ [1,nelm]

θ ·σ1(de,α1,e,α2,e)+(1−θ) ·σ2(de,α1,e,α2,e)− tΓ = 0 ∀e ∈ [1,nelm]

Φ(tΓ,α2,e) = 0 ∀e ∈ [1,nelm]

α1,e et α2,e sont les paramètres d’interpolation correspondant respectivement aux discontinui-
tés faible et forte. Ils sont définis au niveau élémentaire et sont donc des quantités locales. σ1 et
σ2 sont les contraintes dans chaque sous-domaine, θ est un scalaire qui paramètre la position de
l’interface au sein de la barre.

La fonction critère utilisée pour introduire la rupture d’un élément barre, c’est à dire la discon-
tinuité forte, s’écrit :

Φ = tΓ− (σ f −q)

On note tΓ la contrainte sur la discontinuité et σ f la contrainte avant rupture. Il est important de
noter que ce critère n’est activé qu’en traction. Il n’y a donc pas de rupture en compression à
l’échelle mesoscopique.Le point clef est que la troisième équation du système fournit une valeur
explicite et directe de la contrainte sur la discontinuité tΓ :

tΓ = θ ·σ1(de,α1,e,α2,e)+(1−θ) ·σ2(de,α1,e,α2,e)

De ce fait le système se réécrit :
nelm
A

e=1

[
fint
e (de,α1,e,α2,e)− fext

e
]
= 0

−σ1(de,α1,e,α2,e)+σ2(de,α1,e,α2,e) = 0 ∀e ∈ [1,nelm]

Φ(tΓ,α2,e) = 0 ∀e ∈ [1,nelm]

(1)

La linéarisation de (1) par rapport à (de,α1,e,α2,e) amène au système linéaire suivant :
a b c

bT d e

−cT −e f (α2)


(k)

n+1


∆d

∆α1

∆α2


(k+1)

n+1

=


−

nelm
A

e=1

[
fint
e (de,α1,e,α2,e)− fext

e
](k)

−h1,e

−Φ


(k)

n+1

L’obtention de (∆d, ∆α1 et ∆α2) se fait au travers de deux niveaux. Le niveau global, corres-
pondant à la première équation de (2) et le niveau local. Dans l’esprit de la méthode de résolution
partitionnée, ∆α

(k+1)
1 et ∆α

(k+1)
2 sont calculés pour une valeur dn+1 fixée. Une fois cette étape

terminée, les residus h1 et Φ sont nuls et α1 et α2 sont à jour. On execute alors une double conden-
sation statique sur ∆α

(k+1)
1 et ∆α

(k+1)
2 , ceci permettant alors de remonter au niveau global. A ce

niveau le système à résoudre s’écrit alors :

K̂(k)
∆d(k+1) =−

nelm
A

e=1

[
fint
e (de,α1,e,α2,e)− fext

e
](k)

où K̂(k) s’exprime de la façon suivante :

K̂(k) = a− 1
d. f (α2)+ e2 ·

(
b c

)
·

 f (α2) −e

e d

 ·
 bT

−cT


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Ce méso modèle permet d’obtenir des réponses macroscopiques complexes suivant différents
trajets de chargement (compression, cisaillement, bi- tri-compression). Néanmoins, avec une ap-
proche mono-échelle et monolithic, il est difficilement envisageable de mener des calculs sur des
domaines de taille importante. Dans la suite, nous présentons une approche multi-échelles inté-
grées à même de s’attaquer à des problèmes plus importants.

3 Méthode élément finis multi-échelles

Afin de pouvoir employer le méso modèle précédent au cours d’un calcul de structure, une
méthode multi-échelles intégrée – suivant l’acception introduite par [9] – permettant un calcul si-
multanée de la structure et de sa méso structure est envisagée. Chaque élément intervenant dans la
discrétisation macroscopique peut accueillir une sous description, plus fine, elle même traitée par
la méthode des éléments finis. La compatibilité cinématique entre les deux niveaux de représenta-
tion – les déplacements micro um et macro uM – est assurée par des multiplicateurs de Lagrange
localisés λ [10], comme illustré à la Figure 1. Cette stratégie, originalement développée par [11],
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Figure 1 – Approche multi-échelles intégrée

s’appuie sur une formulation variationelle dans laquelle l’énergie interne macroscopique est cal-
culée en sommant les contributions microscopiques sur chaque sous domaine microscopique Ωe :

Π
int = ∑

e

(Z
Ωe

Ψe(εm
e )dΩ−

Z
∂Ωe

λe · (um
e −uM

e )dS
)

(2)

Il découle de cette formulation une équation aux résidus qui de la même manière que pour les
modes incompatibles, enrichissant la cinématique de chaque élément barre, peut être explicitement
séparé en un résidu macroscopique rM (3a) et autant de résidus, rS

e (3b), locaux à chaque sous-
domaine possédant une description microscopique.

rM =
ne
A

e=1
FT

e ·Λe− f ext (3a)

rS
e =

 GT
e ·Λe

ET
e ·Um

e +Ge ·µe−Fe ·UM
e

f int m
e −Ee ·Λe

 (3b)

La résolution des déplacements macro discrétisés, UM, est ainsi dissociée de la résolution des
grandeurs discrétisées locales sur chaque sous-domaine : les déplacements micro Um

e , les multi-
plicateurs de Lagrange localisés Λe et les amplitudes des mouvements de corps rigides µe. Ces
derniers apparaissent naturellement au cours de la résolution de chaque problème micro. En effet,
ces problèmes ne possèdent que des conditions à effort imposé sur leur frontière et ne peuvent
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être résolus qu’à un mouvement de corps rigide près qui doit être déterminé. Les matrices Ee, Ge

et Fe sont des matrices de projection respectivement des déplacements micro, des amplitudes de
mouvement de corps rigide et des déplacements macro sur les frontières des sous-domaines micro.

Par une double condensation statique, le système obtenu en employant un schéma de résolution
de Newton à (3) peut être partitionné en trois sous-systèmes. Chacun d’eux est dédié à un niveau
de résolution : microscopique, aux frontières de chaque sous-domaine micro et macroscopique.
La mise en oeuvre de cette stratégie est réalisée dans le cadre du paradigme orienté composant.
Chaque échelle de résolution est traitée par un code dédié. Ceux-ci ont la possibilité d’interagir, de
communiquer entre eux en réseaux et d’être exécuter en parallèle. L’interaction des composants au
sein de l’architecture MuSCAd [12] permet la résolution de problèmes multi-échelles possédant
le meso modèle (section 2) comme niveau fin de description. Un exemple est présenté dans la
prochaine section.

4 Réponse macroscopique en multi-échelles intégrées

L’architecture MuSCAd permet de réaliser des calculs multi-échelles, ici sur une éprouvette
de béton de 10 cm de côté, où chaque élément macro posséde une description mésoscopique
(Fig.2(a)) présentée à la section 2. Les inclusions sont plus rigide que la matrice et élastiques. La
matrice est considérée comme quasi-fragile.

(a) Description méso – macro
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(b) Comportement quasi-fragiles en traction

Figure 2 – Calcul multi-échelles jusqu’à rupture

Grâce à une méthode de longueur d’arc particulière implementée au niveau microscopique
[12], il est possible de réaliser un calcul multi-échelles jusqu’à rupture (Fig.2(b)). Il est donc
envisageable, en utilisant l’approche proposée, d’intégrer à un calcul de structure une information
provenant d’une échelle plus fine où se produisent effectivement les premiers phénomènes de
localisation et d’en capturer les effets à une échelle supérieure.

5 Conclusion

Cette commnication a présenté un méso modèle original pour les matériaux à matrice cimen-
taires permettant de prendre en compte à la fois leur caractère hétérogène et leur comportement
quasi-fragile. Il permet une modélisation fine des phénomènes complexes qui interviennent au
cours des différentes phases du comportement de ces matériaux, y compris en présence d’adou-
cissement. Pour permettre un calcul de structure faisant intervenir ce modèle à une échelle plus
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fine, une méthode multi-échelles intégrée a été également proposée. L’architecture MuSCAd rend
possible le calcul distribué et simultané aux différentes échelles prises en compte et montre des
bons résultats sur des cas de structures simples à méso structures complexes.
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