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resumen

Obtenemos una formula explicita para la tasa de extincion de los procesos lineales subcriticos de nacimiento y muerte en un entorno aleatorio. Esta formula se ilustra
calculando numéricamente el valor propio de la parte real mas grande para la matriz truncada de la ecuacion maestra. La funcion generadora del vector propio
asociado verifica un sistema singular de ecuaciones diferenciales de tipo Fuchs. Se presta especial atencion al caso de dos entornos, lo que conduce a una ecuacion
diferencial de Riemann.

1. Introduccion

Supongamos que el entorno oscila entre un niimero finito K de estados (X > 2) siguiendo una cadena homogénea de tiempo continuo de Markov. Q@ = (Q;,;) es
la matriz cuya transposicion es el generador infinitesimal de esta cadena:

Qi >0 Vi#j, > Q=0 Vi
i
Suponemos que la matriz Q es irreducible. Hay un solo vector u = (u;) con
Qu=0, Z u; =1
i

(Sericola, 2013, p. 152).

El niimero de individuos que evolucionan en este entorno aleatorio es z . En el ambiente i (1 < ¢ < K), supongamos que tenemos un proceso lineal de nacimiento
y muerte de parametros

* na; para nacimientos
¢ nb; por los muertos

cona; > 0yb; > 0. En otras palabras, durante un intervalo de tiempo infinitesimal d7 ,

¢ con una probabilidad a; dt, cada individuo da a luz a un nuevo individuo,
¢ cada individuo muere con una probabilidad b; dt.

Supongamos que en el tiempo ¢ = 0 hay nj personas (ny > 1) y el medio ambiente es i,. La probabilidad de tener # individuos en el entorno i en el momento ¢ es
Py, (t). Entonces tenemos p;, ;(0) = 1 Si (n, %) = (ng, %) y Pn,;(0) = 0sino. La ecuacion principal es

dpn,i
dt

=a;(n — 1)pp_1; +bi(n+ 1)ppi1; — (a; + bj)npn; + Z Qijpnjy n>0, 1<i<K. (1)
J

Pero p,,_ ; esta ausente por n = 0. Como (Lotka, 1939), definamos

CYiiaiw

==,
Die1 biui

Siempre asumiremos que Ry < 1: es casi seguro que la poblacion se extingue (Cogburn y Torrez, 1981; Bacaér y Ed-Darraz, 2014). Es el régimen subcritico. Con
t — 400, se tiene

Ry

poi(t) = wi, pni(t) >0, VYn>1, Vi

La tasa de extincion existe y no depende de n>1 o i

w; = lim %logpn,i(t) (2)

t—+o00
(Collet et al., 2013, seccidn 4.5). Tampoco depende de la condicion inicial (no, o). El problema es determinar explicitamente esta tasa.
Usamos algunas notaciones:

e 9(-) es la parte real de un nimero complejo

e o(M)es el espectro de una matriz M .

o 5(M) =max{M(\); A € o(M)} es el limite espectral
e A es la matriz diagonal diag[as, . . ., ax]

e B= diag[bl, ey bK}

e D=A— B=diag[d,,...,dx]

Cuando la matriz M tiene coeficientes fuera de la diagonal que son positivos o cero, que siempre sera el siguiente caso, se sigue del teorema de Perron y Frobenius
que s(M) es también un valor propio de M .

En la seccion 2, usamos un resultado de (D'Souza y Hambly, 1997) sobre procesos de ramificacion en un entorno aleatorio para mostrar que
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wy =A = Ogggl s(Q +aD). (3)

También estudiamos las variaciones de la funcion. & — A;(a) = s(Q + aD) y la derivada A} (), lo que lleva a distinguir tres casos:

« aquel donde m = max;(a; — b;) <0
* aquel dondem > 0y X[(1) <0
« aquel donde m > 0y A{(1) > 0.

En los primeros dos casos, el minimo A en el intervalo [0,1] se alcanza en a = I , de modo que w; = s(Q + D).

En la seccion 3, observamos que el limite espectral py de la matriz truncada de la ecuacion maestra forma una secuencia creciente. Luego calculamos
numéricamente py en una serie de ejemplos Observamos en particular la lentitud, sin duda logaritmica, con la que p1y converge a w; en el tercer caso mencionado
anteriormente.

De la seccion 4, estamos interesados en los otros valores propios y los vectores propios asociados, para los cuales obtenemos resultados muy parciales. Primero
transformamos el problema del valor propio

Wi = ai(n — )1 +b(n+ Dmpirs — (a5 + b)nm,; + Z Qi i > (4)
J

en un sistema diferencial singular del tipo Fuchs (Metheus, 1959)

wGi(x) + (1 - z)(aiz — b:)Gi(z) = Y Qi;G;(x) (5)
J
para la funcion de generador
Gi(z) = Z Tpi T . (6)
n>0

Si el vector propio (7,,;) disminuye geométricamente con respecto a n , entonces el valor propio ® es necesariamente igual al valor propio de una matriz @ + vD
conenterov>0.Sim<O0Oyw = s(Q + VD) , en realidad construimos soluciones analiticas del sistema (5) en la vecindad de x = / . La ecuacion caracteristica del
sistema fucsiano es

det(Q + aD — wl) = 0; (7)

dicho de otro modo, w es un valor propio de la matriz @ + aD. Esta ecuacion caracteristica se obtiene buscando soluciones que se comporten como (1 — z)“ en el
barrio de z = 1.

Estudiemos el tercer caso: la funcidn A; () alcanza su minimo dentro ]0, 1[. Si asumimos

e w=3s(Q+aD)
» el desarrollo de G;(z) en la vecindad de x = I contiene un término logaritmico,

tenemos entonces o = a*y ® = A. Ademas, en la teoria de Fuchs, los términos logaritmicos aparecen cuando la ecuacion caracteristica (7) tiene una raiz doble, en
particular la ramaw = s(Q + aD). Debido a la convexidad de la funcién. o — s(Q + aD), esto solo ocurre para ® = A,.

En la seccion 5, estudiamos directamente el comportamiento asintético del vector propio limite 7 = (7,;) asociado a w;. La seccion 6 establece el enlace cuando
K = 2 con una ecuacion diferencial de Riemann. En la seccion 7, estamos interesados en la cadena de Markov incluida, esta ultima en el marco del trabajo de
(Dekking, 1988) y (Geiger et al., 2003). Observamos que el umbral entre los regimenes débil y fuertemente subcritico no es el mismo que aquel donde

A #s(Q+ D).

Para situar mejor nuestro problema en relacion con algln otro trabajo, observamos que el sistema (1) es un "proceso no homogéneo de cuasi nacimiento y
muerte"; ver por ejemplo (Sericola, 2013, p. 350) o (Latouche y Ramaswami, 1999, capitulo 12), que discuten la distribucion estacionaria pero no la tasa de
convergencia hacia ella. Ademas, en un entorno constante con

a;=a, b=b>a, Vi

se tiene D = (a — b)I y I es la matriz de identidad Entonces tenemos s(Q + aD) = a(a — b) y la férmula (3) da w; = a — b. Esto es bien conocido ya sea por
calculo directo (Hillion, 1986, capitulo V), o como un caso especial de los resultados de Karlin y McGregor en los procesos de nacimiento y muerte (Collet et al.,
2013, seccion 5.9.2). Las generalizaciones de estos tlltimos resultados a los "cuasi procesos de nacimiento y muerte" (Clayton, 2010) solo se refieren a casos en los
que el "espectro" es real. Este no es generalmente el caso en nuestro modelo. Finalmente, el modelo (1) interviene como la linealizacion de ciertos modelos de
poblacion no lineales, y en particular modelos epidémicos (Bacaér, 2016).

2 La formula para la tasa de extincion

2.1 Tiempo de discretizacion del entorno y paso al limite.

MTes la transposicion de una matriz M (o de un vector). Elegimos un pequefio paso de tiempo & > 0. La matriz
P=e?"

es la matriz de una cadena de Markov en tiempo discreto. Se tiene P; ; > 0 Vi, Vj, porque la matriz Q es irreducible. El entorno permanece bloqueado en el estado i
durante un paso de tiempo . Entonces el entorno salta al estado j , con una probabilidadP; ;. En el intervalo de tiempo 8, la poblacién sigue un proceso lineal de
nacimiento y muerte de parametros. n a; y n b; si el ambiente esta en estado 7 . Por lo tanto, un individuo genera en promedio

m; = e(alfb,)é
personas. Se tiene 0 < m; < +oc0. Por lo tanto, estamos en el contexto de un proceso de ramificacion en un entorno de Markov. Algunas anotaciones:
e (&,&1,. .., &—1) es una secuencia de k entornos atravesados,
Or = mgmg, ... Mg, .
e Va e R,

1

Clog B(65). ®)

) =



E(-) denota expectativa matematica

Z es el tamafio de la poblacion al final del paso de tiempo & , de longitud &
1=(1,...,1)

¥(a) la matriz dada por ; j(a) = Py jms

(o) = P diag[m$, ..., m%]
e p(E()) : el radio espectral de la matriz positiva X(a).

P(Z), > 0) también lo es la probabilidad de que la poblacion no se extinga. El corolario 1.8 de (D'Souza y Hambly, 1997) muestra que
Jir 720> 07— exp i, (0. o

En nuestro caso, la expectativa de 8} = m?ﬂ mg Mg se calcula explicitamente:

E(62)=(0...0m0 ... 0) (S(a) 1T (10)
De (8) y (10) se desprende que

¥(a) = log p(S(a))-
También es una funcion analitica de a porque p(X(a)) es un valor propio simple de la matriz positiva X(a). El limite (9) es por lo tanto igual a

min{p(X(a)); 0 < a < 1}. La tasa de extincién ® en tiempo continuo es por lo tanto

w= llog min p(X(a)) =

5 o8 mun, 05(321 log( [p(Z(a))} 1/5).

16 _

Tomemos en particular § = 1/h con un entero h > 1. Entonces tenemos [p(Z(c))] o(Z(a)h). Pero

h
S(a)t = [eQT/h eaD/h] : Q" +aD
—00

de la formula de Sophus Lie. Siendo el radio espectral una funcion continua, tenemos

p(Z()") — p(eQT+“D) = ¢*(Q+eD)

h—o00
Porque s(QT + aD) = s(Q + aD), concluimos que

min s(Q + aD).

—
6—0 0<a<l

Finalmente, la Proposicion 4.12 de (Collet et al., 2013) asegura la igualdad de las tasas de extincion definidas con (2) o con la probabilidad de no extincion como en
el lado izquierdo de la ecuacion (9). Asi encontramos la formula para la tasa de extincion en tiempo continuo.

2.2 Estudio de la funcioén. a — s(Q + aD)

Definimos

M(a) =s(Q +aD), A= 01<ni£11 A(a), m = max (a; — b)) =maxd,. (11)

1i<K
Proposicién 1.

o Sim <0, entonces A = A\;(1).
o Sim> 0y (1) <0, entonces también tenemos A = \;(1).
e Sim> 0y (1) > 0, entonces hay un tinico o* €)0,1[ con A = A (a*).

Prueba . Siv=(v;) es un vector
e v>0Siv; >0V:

e v>0Siv>0yv#0

e v>0Siv; > 0Vi.

Utilizamos anotaciones idénticas para las matrices.

Volvamos al razonamiento de la seccion 9 de (Bacaér, 2016) pero con Ry < 1 En vez de Ry > 1. La matriz @ + a.D es irreducible para todo a porque la matriz Q
es irreducible y la matriz D es diagonal. Entonces A () es un valor propio simple de la matriz @ + aD,

Fwi(a) >0, (Q+aD)wi(a) = (a)wi(a), (AT, wi(a))=1.
1=(1,...,1)y (-,-) denota el producto escalar habitual de vectores reales. A (c) es también un valor propio simple de la matriz transpuesta QT + aD,
Foi(e) >0, (QT+aD)vi(a) = (a)vi(a), (wi(a),w(a))=1.
Por el teorema de perturbacion de valor propio simple, sabemos que la funcion A1 () es diferenciable y

Xi(a) = (v1(a), Dwi(a)). (12)

Especialmente para a = 0, se tiene A1 (0) = s(Q) = 0, w1(0) = u, v1(0) =1"y

K
Xi(0) = (1T, Du) = > (@i — bi)u; < 0
i=1
porque Ry < 1.

Si m <0, la funciéna — A;(a) esta disminuyendo porque D < 0. Ahora considere el caso donde m > 0. Se tiene X} (0) < 0. La funcion o — A1 (c) es convexo
(Cohen, 1981). Entonces @ — Aj () Es una funcion creciente. Ademas, sia — +00, se tiene A1 () ~ am — +oo. La funcion a — A1(c) es en este caso



estrictamente convexo ya que no es afin (Nussbaum, 1986). Entonces hay un tnico a* > 0 con Aj(a*) = 0.
Entonces hay tres casos:
e Sim <0, entonces A = A\;(1).
e Sim>0yA(1) <0, entonces @* > 1y a+— A(a) disminuye durante el intervalo [0, 1]asi que todavia tenemos A = A;(1).
e Sim>0y\(1) > 0, entonces a* €]0,1[y A = A (ar*).
2.3 El caso de dos ambientes
Asumimos K = 2. ConQ;; = —¢; Sii = 1,2, se tiene
-1 Q@ a2 a1
Q = < )7 U =——, Uy = .
@1 G ! q1+ g2 2 q1+ g2

La ecuacion caracteristica det(Q + aD — wI) = 0 esta escrito

W — (—q1 + ady — go + ads)w + (—q1 + ady)(—g + ady) — q1g2 = 0.

Esta relacion entre w y o describe una hipérbola en el avion (w, o). También se puede escribir

az_a<w+ql w+¢12) N (w+aq)(w+ ) — q1q2 Y (13)

+
d1 d2 dld2

De mas, A1(a) = s(Q + aD) es tal que

2M(e) = —q1 — @ +a(d +d2) + \/[a(dl —d2) + @2 — @] + 4q1g0

(di —da2)(d1 —da+q2— q1)

2N (1) =dy +dy + .
Vidi—de+q— q)? +4qq

Sim<0,0sim>0y\ (1) <0, setiene A = A1(1). Sim>0yA(1) > 0, Debemos tener dids < 0. Supongamos en este caso, por ejemplo, qued; > 0y dz < 0.
Al cancelar el discriminante de (13), encontramos después de un pequeilo calculo que

(\/ —q1dy — \/qz_dl)

A=— =
dy — dy @ T

2
, ,1{M+M,

4 A (14)

Darse cuentade A = 0y o* = 0 Si ¢1dy + ¢2d; = 0, es decir, si By = 1.

3 La matriz truncada

Con p = (Po1s---sP0K»--»Pris---+Pnis---) »1aecuacion principal esta escrita % = Mp. M Es una matriz infinita. Cortemos la matriz M
Q B 0 0 0
0 Q-8 2B 0 0
0 A —28 3B 0
MM =1¢o o Q2A Q-3S 0 :(Q *N)
o y™
0 0 0 0 Q- NS

con S = A + B. Definimos iy = s(U™)).
Proposicién 2 . Para todos N > 1, se tiene puy < py11 < 0. (un) por lo tanto tiene un limite si N — 400, quien es wy.

Prueba . Una matriz de Metzler es una matriz en la que todos los coeficientes fuera de la diagonal son > 0. La matrizi/ (%) es una matriz de Metzler irreducible

porque Q es irreducible, a; > 0y b; > 0 Vi. Por lo tanto, podemos utilizar los corolarios del teorema de Perron y Frobenius sobre el limite espectral de las matrices
de Metzler; ver por ejemplo (Nkague Nkamba, 2012, Teorema 30). Cone = (1,...,1)T se tiene
U™ Te = (=by,...,—bx,0,...,0,—Nay,...,—Nag) <0=0-e.
Porque e > 0 deducimos que s((¢/™)T) < 0. Entonces tenemos
pn = s@U™) = s(@™)7) <.

v es un valor propio de la matriz U (N)

I >0, UMWW) — ,uNW(N).

El vector W) esta compuesto por N bloques de tamafio K W& = (WI(N), R WI(VN)). Considera el vector

0 es también de tamafio K . Entonces tenemos

) N
u(N_H)W _ M(N) 0 W(N) _ MUN W( )

0 NA|Q-(N+DS/\ O NAWY



Porque NA WI(VM > 0, se tiene UNTDW > pyW. Porque W > 0 deducimos que BN+1 > 1N
Como valores numéricos, tomemos
1112112:17 a2:1, b1:b2:3. (15)

Entonces tenemos u; = uz = 0,5. El parametro a;varia, por ejemplo, entre 2 y 5; este limite superior corresponde a Ry = 1. Para valores pequefios de NV,
tipicamente hasta N = 10° , software como Scilab calcula el espectro completo de la matriz U ) De lo contrario, calculamos el valor propio mas pequefio de
— UWy el vector propio correspondiente mediante un método iterativo aplicado a la matriz inversa. Se aprovecha la estructura de bloques tridiagonales para la
inversion en cada iteracion (Artalejo et al., 2013). Con este algoritmo, podemos llegar tan lejos N = 10° sin demasiados problemas
La figura 1 muestra p en funcion de a; para N fijo pero grande. El algoritmo iterativo se detiene cuando dos estimaciones consecutivas de p difieren menos de
107*. La figura también se muestra en lineas de puntos y de acuerdo con a; el niimero A dado por la formula (3), que es A1(1) Si Aj(1) < 0y que viene dada por la

formula (14) cuando Xj(1) > 0. Se tiene Aj (1) < 0 Sia; < af y A{(1) > 0 Sia1 > a} , con af ~ 3,2829. El acuerdo entre A y el limite de (ux) parece probable.
Sin embargo, la convergencia es extremadamente lenta, quizas logaritmica, cuando Ry se acerca a 1, especialmente cuando a; > aj.

01 S
-0.24
~0.41
~0.6]
-0.8]

-+

-1.21

1.4 : : . . —
> 25 3 35 4 45 5

Figura 1. Linea punteada: A dado por la férmula (3) en funcion de a,. Lineas continuas con puntos: iy para N = 10%, 10%, 10° y 10% (de abajo hacia
arriba).

4 vectores propios y otros valores propios

Ahora estamos interesados en el limite. N — oo del vector propio asociado con v asi como a los otros valores propios y vectores. En este sentido, solo
obtendremos resultados muy parciales.

4.1 Un sistema fucsiano

K={12,...,K},N=1{0,1,2,...}, Ces el conjunto de nimeros complejos y ' la derivada con respecto a la variable .
Proposicion 3 .

o Si tenemos la ecuacion (4), con w € Cy (m,;) € CNE,
e si las series generadoras (6) tienen un radio de convergencia >R ,

Gi(z) es la solucion del sistema (5) paraz € C, |z| < Ry1<i < K.
Prueba . Se tiene

Gi(z) = Z nm ", Yzl < R.

n>1

Como en el caso clasico con ambiente constante (Hillion, 1986), multiplicamos (4) por z™. La suma de todos los n> 0 da

wGi(x) = iz Gi(x) + bi Gi(x) — (ai + bi)e Gi(x) + ) Qi;Gi().

Esto es equivalente a (5).
Notas

* Notamos que (5) es un problema de valor propio para un sistema diferencial singular. Este sistema es del tipo Fuchs sia; # b; Vi (Methée, 1959). El sistema
tiene una singularidad enz = 1yenz = b;/a; paral < i < K. Se tiene b;/a; < 1 Si a; > b;. También podemos escribir el sistema

1 1 1
Gife) = [

ai—bi rz—1 _x,_

a;

wGi(z) — Z Qi;G(x)]. (16)

¢ Un ejemplo de una ecuacion diferencial escalar tipo Fuchs de orden 2 apareci6 en el estudio de los procesos cuadraticos de nacimiento y muerte en un entorno
constante (Picard, 1965).

4.2 Valores propios cuando el radio de convergencia es >
Proposicion 4 .

* Si tenemos la ecuacion (4), con w € C, (m,;) € CVE y £ 0,
e si las series generadoras (6) tienen un radio de convergencia estrictamente mayor que 1,



entonces hay un niimero entero v > 0 tal que ® es un valor propio de lamatrizQ + v D .

Prueba . Razonemos por lo absurdo. Suponga que para todos v>0, ® no es un valor propio de @ + vD. Las funciones G;(z) son analiticos en un disco |z| < R
con R > 1. Six converge a 1 en (5):

=) Qi; G511
J

Pero @ no es un valor propio de Q . Entonces G;(1) = 0 Vi.

Dejar ser un nimero entero v > 1. Por induccion, supongamos que hemos demostrado Gg”fl)(l) = 0. Derivamos v veces la ecuacion (5) con respecto a x y
utilizamos la formula de Leibniz para el producto de (1 — z)(a;z — b;) y Gi(z). Se tiene

wG(V z( ) _ amfb)] (v— k:+1) ZQz,] (v)

() denota el coeficiente del binomio. El polinomio (1 — z)(a;x — b;) es de grado 2 en x . Solo expresiones con 0 < k < 2 son distintos de cero en la suma de la
izquierda:

WG (z) + (1 — z)(asz — b)GY 7 (2)
+v[a;i(1 —2z) + bi]GEV (z) —aiv(v —1)G (V 1) Z Qi G<V

Hacemos que x converja a 1 y encontramos con la hipétesis de induccion

wGE")( 1) —v(a; — b; G v) Z Q:,;G; V)

Sin embargo, @ no es un valor propio de la matriz @ + vD. Entonces Gg") (1) =0Vi.

Entonces, hemos demostrado que Gi") (1) = 0 Viy para cualquier entero v>0. Porque la funcién G;(z) es analitico, tenemos G;(z) = O enla vecindadde z =1, ¢

incluso G;(x) = 0 todo el disco || < R segln el principio de extension analitica. Entonces tenemos m,, ; = GE")(O)/n! =0Vn>0y1<i<K.Esto contradice
la hipotesis. 7 # 0.

Notas

¢ Los valores propios de las matrices Q + v D no son necesariamente todos reales, de modo que el sistema (5) no estd vinculado ni a la teoria de Weyl y Kodaira
(Dieudonné, 2003), ni al estudio de (Clayton , 2010) sobre ciertos cuasi-procesos de nacimiento y muerte. Sin embargo, estos valores propios son todos reales
cuando K = 2. Porque el valor propio s(Q + vD) es un nimero real, el otro valor propio también es real.

e Enel barrio de x = 1, el sistema (16) se puede escribir

ey = L 1 iy (z — 1)

a,-—bi z—1 =0 (%71)n+1

- Z Qi,jG](w)

G(z) es el vector (G;(z)) . El sistema tiene la forma

con
Qz) = LS I f: Qu(z —1)"
z—1 = "

y Q-1 = D7} (wI — Q). Si el radio de convergencia de la serie G;(z) es > I , entonces G;(z) es analitico en un barrio de = = 1. Entonces, el sistema anterior
tiene una solucion analitica en una vecindad de x = 1. Seglin (Gantmacher, 1966, p. 155), existe un numero entero ~ > 0 para el cual v es un valor propio de
Q_;. Entonces hay un vectorw # 0 con

’l(wI - Qw=
Entonces tenemos
ww = (Q + vD)w

y @ es un valor propio de Q + vD. Esto es lo que se ha demostrado principalmente en la Proposicion 4.

Ejemplo. Tome los valores numéricos (15) con a; = 2,5. En este caso, tenemos m < 0. Para N = 1000, los primeros veinte valores propios de la matriz M
son mas o menos dados por la siguiente tabla:

0 -1 ~1,6072244 —2 —2,2877855
—2,8377223 —3,3689563 —3.5 —3,8002278 —4,4056104
—4,9172375 —5,3027756 —5,426328 —5933627  —6,4396149
—6,0446154 —7,2122145 —7,448851  —7,0524836 —8,4556214.

Ahora los valores propios de @ son 0y —2, Esos de @ + D estan —1 'y —3,5, Esos de @ + 2D estan —1,6972244 y —5,3027756, Esos de @ + 3D estan
—2,2877855 y —7,2122145, Esos de @ + 4D estan —2,8377223 y —9,1622777 etc. Se encuentran en la tabla de arriba. Por lo tanto, parece que los valores propios

de MW converger cuando N — oo hacia los valores propios de las matrices @ + vD parav = 0,1,2. ..y uy converge a s(Q + D). Recuerda eso aqui
s(Q + D) = A porque m < 0.
4.3 El caso donde a; < b; Vi

Asumimos m < 0. Busquemos formalmente una solucion cerca de x = / del sistema (5) de la forma



icw 1—2)" (17)

n=0

Se tiene

o0 o0 o0
WY eni(l—2)" = (@w—b) > neni(l—2)" =Y Qi Y eyl
n=0 n=0 J n=0
Se tiene a;z — b; = a; — b; — a;(1 — z) . Identificamos los coeficientes de (1 — z)™. Obtenemos

[w - (ai - bi)n]cnz + a,(n - 1 cn 10 — Z Qz,]cn,]v vn > 0.

cn—1,; esta ausente sin = 0. Conc, = (¢p1, ..., Cnx), (17) es una solucion de (5) si
Q@ —wlleg=0, [Q@+nD—wlc,=(n—1)Ach-1, n>1 (18)

Se obtiene un primer tipo de solucion eligiendo w entre los valores propios de Q y ¢y un vector propio correspondiente. La relacion (18) permite calcular ¢, para
n > 1, siempre que la matriz Q + nD — wI Es siempre invertible.

Se obtiene un segundo tipo de solucion eligiendo ¢y = ¢; = -+ = ¢,_; = 0 con v > 1, w un valor propio de @ + vD y ¢, un vector propio asociado. Entonces
calculamos ¢, paran > v + 1 con la ecuacion (18), siempre que la matriz @ + nD — wl Es siempre invertible.

Tomemos en particular w = s(Q + vD) con un entero v > 0. Porque a; < b; Vi, se tiene D < 0. De mas, @ + vD Es irreducible. Entonces, para cualquier
namero entero n > v, tenemos

s(Q +nD) < s(Q +vD) = w.
Entonces tenemos s(Q + nD — wl) < 0. La matrizQ + nD — wI es una matriz de Metzler invertible y (Q + nD — wI)™! < 0. Se tiene
e =[Q+nD—wl '(n—1)4Ac1, Vn>1
Con n — +o0,

Q@+ nD—wlY(n—-1)A— DA

CnifCn-15 = ai/(a; — b;).

La serie (17) es convergente para | s— —1|. La serie (17) paral < ¢ < K todos convergen para |1 — | < min; \Z— —1].

4.4 Un radio de convergencia igual a 1

En las dos secciones anteriores, estdbamos interesados en los valores propios de las matrices Q + v D para un entero v > 0 . Sin embargo (Bacaér y Ed-Darraz,
2014) ya han destacado un ejemplo donde Ry < 1 pero donde el valor propio s(Q + D) de la matriz @ + D es estrictamente positivo: solo toma g1 = g2 = 1,
a1 = 2,7,az = 0,8, by = by = 2 (Entonces a; > b1) Sin embargo, nuestro problema inicial no puede tener un valor propio positivo. Concluimos en particular que la
serie generadora G;(z) no siempre tienen un radio de convergencia > 1. La siguiente proposicion vincula el comportamiento de G;(z) cerca de z = 1 con el
parametro a.

Proposicion 5 .
« Si tenemos la ecuacion (4), con w € C, (1) € CVE yr £ 0,

« si la serie generadora (6) tiene un radio de convergencia igual a 1,
* si hay un numero real & > Oun entero J > 0 y funciones analiticas g; j(x) en un disco centrado en = 1 con

J
Gi(z) =(1—=x) "Z log(1 — z)] gi’j(ﬂ)
j=0
durante un intervalo (1 —¢,1) cone > 0,
* siel vector (g; 7(1)) no es cero
entonces ® es un valor propio de la matriz Q + a.D.
Prueba . Se tiene
J
Gi(z) =(1 —z)~ Z log(1 — z) g;](w)
j=0

. -1
yat Z{ log 1- m)} —j [log(l — m)}] }giyj(x) .
Gi(w) es la solucién de la ecuacion (5) para |z| < 1. Dividimos por (1 — z)*[log(1 — z)] 7. Se tiene

J . J
w ) flog(1 - 2)"gis(@) + (1 - @) (i — b)Y [log(1 — 2)]" gl ()
=0 =0

J )
(@i — b;) Z{ [log(1 — z)} 7 — j[log(1 - x)]rkJ

]

= Z Qi Z log(1 — m)}hiJgj,h(z).

}gz',j(fv)

Con x — 1, obtenemos



wgi,.](l) - Ol( g’L J Z Qz,]g],

Entonces o es un valor propio de la matriz @ + aD.

Nota. La forma de la funciéon G;(z) en la Proposicion 5, que combina una funcion de potencia y un polinomio logaritmico, es lo que se puede esperar de una
solucion de un sistema Fuchs en la vecindad de una singularidad (Gantmacher, 1966, p. 159).

4.5 El caso donde m > 0y Aj(1) > 0
Proposicion 6 . Asumimos : m > 0y N{(1) > 0. En este caso, A = Ai(a*) con o* €]0, 1[. Asumimos: > 0yw = s(Q + aD).

o Si tenemos la ecuacién (4), con w € C y (my;) € cNV K
e si la serie generadora asociada G;(x) tener un radio de convergencia igual a I
* Siel Gi(x) se puede escribir en un intervalo (1 — €,1) con &> 0 en el formulario

J oo .
Z Zg i [log(1 — w)]](l — )"t
Jj=0 n=0
con J > 1y un vector (g; j0)1<i<k que no es cero
entonces o. =a* y w = .
Prueba . En efecto,

f: Gijnld+ (n+a)log(1 — z)] [log(1 — z)]" (1 — z)™+e-1.
n=0

M&

Il
=)

J

Se tiene a;z — b; = a; — b; — a;(1 — z). Porque G; () es una solucion de (5) en |z| < 1, se tiene

J
w2
=

Gijn log (1- w)] .(1 — )"t

Mg

Il
o

7

J oo .
—b;) Z Z Gijn n + a)log(1l — z)] [log(1 — :t)]]_l(l — )"t
—0

J =0

3

J .

a; Z Z gz]n .7 + n+ LY) IOg(l - .'Z)] [IOg(l - $)]]71(1 - z)n+a+l
=0 n=0

K] J o .

Z Qz,k Z Zg k,j,n 10g 1 - ."C)}](l - x)n+a .

k=1 j=0 n=0

]77! cada uno debe cancelar:

Expresiones en (1 — z)%[log(1 — z)]’ y en (1 — 2)*[log(1 — z)
wgi,g0 — ala; — bi)gig0 = ZszQkJO ,

wgi j-1,0 — (ai - bi) [Jgi,J,o + agi,J—l,O = z QikGr, 71,0 -
k

Definimos v; = (gi,j,0)1<i<k - Se tiene
(Q+aD—wly; =0, (Q+aD—wl)y;1+JDy;=0.

Porque w = s(Q + aD) y 75 # 0, la primera ecuacién muestra que 7 es un vector propio de la matriz Q + aD asociado con el valor propio s(Q + aD). Con las
anotaciones de la seccion 2.2, deducimos que hay una constante & # 0 con y; = kK w;(a). Ademas, vemos que la segunda ecuacion toma la forma

[@Q + aD — M(a)I]y;-1 + Js Dwi(a) = 0. (19)

La matriz [Q + aD — Ai(a)I] tiene un nicleo unidimensional, dirigido por w1 (). Aun con las anotaciones de la seccion 2.2, la matriz transpuesta
[@T + aD — X ()I] tiene un nicleo unidimensional, dirigido por v (). Tomamos el producto punto de (19) con vy ()

(vi(a), Dwi(e)) = 0.

De acuerdo con (12), esto es equivalente a Aj(a) = 0. Conm > 0y X;(1) > 0, se tiene o« = a*. Entonces tenemos w = A.

5 Comportamiento asintético de vectores propios

5.1 El caso donde m < 0

Estudiemos ahora el comportamiento para n grande de un vector propio (7,,;) asociado con el valor propio w;. Probemos directamente una solucion de (4) con

ki hi
s () " ... —
T = 1T ( + n + ), n +o00.

Para n grande, tenemos
(n+1) =00 +1/n) P ~n?(1—6/n) ~n’ —gn !
(n=1)"~n?46n

Entonces tenemos



k; hi
N :Hn<nﬂ—l + v +-“>,
ki

(n £ D)mpar QH"ﬂ(FiT +F +---
para n grande. Vemos que las expresiones en II" /n®~! en (4) dar
0= —(a; +bi)ki + b ki 11+ a; k; /II.
Entonces tenemos
(IT—1)(b; — a;/I)k; =0, Vi.
Con a;/b; = max; a;/b;, se toma Il = a; /by, ky # 0y k; = 0Sié # 1. Cong; = —@Q;; , expresiones en II"/n” en (4) son

wi ki = (B + a; /TT — a; — b;)h; + (a; /T = BII)(B — 1)k; + Z Qikj -
J

Entonces tenemos

wiki = (b —a1)(B—1)k1 —qi k1

0= (a; —b)(bi/by — a;/ar)h; + Qs 1k, Vi#1L
Podemos deducir

w1 +q Qi1 )
=14+ ——>-  hi= ki Vi#1.
F=lty—a b —a) oo/ —ajan)

Alternativamente, estudiamos el sistema (5) cerca de z = b1 /a;. Se tiene

G (w) ~ (w — bl/al)(“}1+m)/(b1’al)'

(20)

(21)

Para el valor propio w; , podemos elegir el vector propio asociado para que 7, ; > 0 para n > 1. Para toda la serie G;(z) , considere el punto singular mas cercano a

0 en el plano complejo. Este punto esta en el eje x> 0, seglin un teorema de A. Pringsheim (Queffélec y Zuily, 2013, p. 54). Segin (Flajolet y Sedgewick, 2009),

entonces tenemos
Ty ~ (ay/by)" /it nta)/bia) -y Lo

dentro de una constante multiplicativa. Esto es lo que encontramos.

Ejemplo numérico. Tome nuestro ejemplo numérico (15) nuevamente, cona; = 2,5. La Figura 2 muestra el comportamiento asintdtico del vector propio asociado

con el valor propio. i, para N = 1000. Aqui tenemos A = —1. Entonces tenemos 8 = 1y k;/hy = 0,3. La figura parece confirmar los resultados asintdticos

obtenidos, dado que el efecto de borde cerca de n = N no debe tenerse en cuenta .

1.4

1.2 Z o }

0.8 1

0.6 4

0.4 4

0.2 1 I

0 T T T T T T T T T J
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Figura 2. El caso a; = 2,5. n(b/a;)", 1 (linea continua) y n1(b/a;)"m, k1 /ho(linea de puntos) en funcién de 7 . Usamos la matriz truncada

M® con N = 1000.
5.2 Casos donde m > 0

Sospechamos 7, ; ~ k; / nfo i =~ ki(logn)/ 1. En ambos casos, las expresiones dominantes en (4) dan

wki = (B—1)(a; — b))k + Z Qi zk; -
J

(22)

Dicho de otro modo, w es un valor propio de la matriz Q + (8 — 1) D. De hecho, si estamos buscando una solucién de la forma 7, ; =~ k; /n’ , somos como en (20)

con IT = 1. En cuanto al caso donde

k; h;
Tn,i =~ (logn) v + TS| +e

se tiene



1 ki h;
+ D) mpars =~ (1 + - . + : e
(n )ﬂ'il, <0gn n){(n:ﬁ:l)ﬂ* (n:tl)ﬁ]
k; hi £ (1 - B)k;
~ (105”)[nﬂ,1 + T} +

T

que nuevamente conduce a la ecuacion (22). Esto sugiere que 8 = 1 + o* Si A{(1) > 1y 8 =2 Si A{(1) < 0. En ambos casos, el radio de convergencia de G;(z)
seria igual a 1.

6 Regrese al caso particular donde K = 2

Podemos considerar la ecuacion diferencial de segundo orden satisfecha por G () en lugar del sistema diferencial de primer orden para G (z) y G(z).
Obtenemos

(1- m)z(aw —b1)(azz — b2) ddzj;l
+(1- m){ [w+ @ +a1(1 — 22) + b1](a2z — b2) + (w + @2) (@17 — bl)}l{d—c;z1

+ [(w +q)(w+q) — qlqz] G1=0.
Dividiendo por (1 — z)2(a;z — by)(ayx — by) y al descomponer la fraccién racional en elementos simples, obtenemos

wte | wig wta wtap
_d2G1 T |:1 T aiby as—by 1+ a;—b; as—by :| dGh

0

dz? z—1 _ b _b | dx
z— z— 2

[(w+ql><w+q2) g (L)1 - ”—)} e
(a1 = b1)(az — by) z—1 (z—1)(z— &)z — &)’

ay ay

Supongamos que los niimeros b1 /a1, b2 /a2 y 1 son todos distintos. Reconocemos una ecuacion diferencial de la forma

dz? dx
N [kokf)(ﬂﬁo )@ o) | Kk (@ — @) (@1 — )

T — T —x

d’G 1— ko — kg 1—Fky — K 1—ky—ky] dG
1+|: 0 0+ 1 1+ 2 2:| 1
T — X0 T — x1 xr — X2

_0’

n koky (22 — 1) (22 — a:o):| G,

T — Ty (z — z0)(z — 1) (z — 22)

es decir, una ecuacion diferencial de Riemann (Roseau, 1997, p. 229) con tres puntos singulares zo = 1, 21 = bi/a1 y 2 = ba/as. Los exponentes caracteristicos de
esta ecuacion son respectivamente

w+ w+
(k) = (s, (k) = (0.2 () = (01— <32,

con o, y a_ soluciones de (13). Por lo tanto, el conjunto de soluciones se puede escribir con la notaciéon de Riemann

1 b b
ay as
Gi(z) = P a, 0 0 z
Segun (Roseau, 1997, p. 229), se puede escribir
b b
e [0 5 5 1
Gi(z) = el B 0 a; 0 z 5.
T a_ — oy a+f—“’;rlql 17%
Definimos
.A:a+, B:a+*w;ql, C:1+a+fa_.
1

Volvemos al caso de la ecuacion diferencial hipergeométrica.

b b

y= z—1 7 a1

- b, 4 0
b b

ay a

lo que se traduce en igualdad (y, 0; 00, 1) = (=, 1; b1/a1, b2/a2) entre cocientes anarmoénicos. Asi tenemos
a, { 0 oo 1 }
z—1
Gi(z) = ( 3 ) P 0O A 0 Y-
T~ e 1-C B C-A-B

Q)n ,Bn 2"
F(mﬂwu)z;%m,

La funcion hipergeométrica es
2| <1

con la notacién (a), = a(a+1)...(a+n — 1). Six esta cerca de 1, la variable y esté cerca de 0. De acuerdo con la teoria de la ecuacidn hipergeométrica
diferencial, hay constantes k1 y kg con



—1\™
- < i ) [an(A,B;C;y)
+/{,2’_U17CF(A_C+ I,B—C+1§2_C;y):|a

siempre que C # 1, es decir o # a. Soluciones con un expositor fucsia o, en x = 1 corresponde a K3 = 0

Elcasom <0
Asumimos por ejemplo as /by < a;/b; < 1. Setomac, = 1 para la funcién propia asociada con w; = s(Q + D). Nosotros elegimos 1 para que G1(0) = 1

Entonces tenemos
w1+ q1 w1 + @2
o =— 4+ ————1
d; dy
de (13). Definimos
b b byb
- @ 2t ew
o2k by
ay ay

Es el valor de x para el cual y = —1. Se tiene 1 < £ < by /as. La variable y disminuye si 0 <x <¢ con valores

el
]
o1 N\ -1

a?

En caso & < z < bi/ai, la expresion (23) debe ser reemplazada

z—1 )M( y)’AF(A,CfB;C; %Ll)
(29)

cual es la expresion (18) de §182 de (C. Jordan, 1896), en la cual el argumento WLI crecede 1/2al.
Tome nuestro ejemplo numérico (15) nuevamente, con a1 = 2,5. La Figura 3 muestra las funciones generadoras G1(z) y G2(z) construido con el vector propio

asociado con pn. aqui N = 4000 con estandarizacion G1(0) = 1. Utilizamos el método de Horner para evaluar las series generadoras. Se comparan con las
formulas (23) y (24). Aqui tenemos € ~ 1,105. El factor de multiplicacion para la normalizacion fue elegido para que las funciones obtenidas por los dos métodos

sean superponibles.

1
Gi(z)

—
Galz) ™~

1

-2 T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
Figura 3. El caso donde a; = 2,5. Trazamos las funciones generadoras G1(z) (linea continua) y Ga(z) (linea de puntos) en funcion de x . Uno usa para

el caleulo la matriz M™) con N = 4000. Las formulas (23) y (24) para G () estan representados por pequefios circulos y cuadrados.

Elcasom >0y N (1) <0
Asumimos por ejemplo a3 /b1 > 1 > ay/bs. Tenemos ahora
0<b/ag <&<1.

La expresion (23) ya no es adecuada porque la variable y diverge en 2 = b; /a; < 1. Con 0 < x < £,y 'es una funcién decreciente que varia de un nimero entre 0

y 1 a—1. Tomamos en este intervalo la expresion (32) de (C. Jordan, 1896, §182),
z—1

) y’AF(A,A+lfC;A+lfB;y’1)

bZ 1 o
) FALA+1-CGA+1-By™),



conoy =1, w; = $(Q + D) y k1 de manera que G1(0) = 1. Sin embargo, durante el intervalo § < z < 1, tomamos la expresion (34) de (C. Jordan, 1896, §182),
en la cual el argumento (1 — y) ! aumenta de 1/2 a 1:

1 o
Gl(m)—'ﬂ( z b_l) yA1-1/y) " F(AC-BA+1-B;(1-y) ")
1 ﬂ_ o
—nl< mibl 2 > ) F(.A,C*B;.A+1*B;(lfy)71). (26)
b 1_ b

Tome nuestro ejemplo numérico (15) nuevamente, con a; = 3,2. La Figura 4 muestra las formulas (25) y (26). Coinciden bien con la funcién generadora
construida con el vector propio. Aqui tenemos & ~ 0,97.

0.3 1
0.2
0.1+

0 T T T T T T T T T i
0 01 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1

Figura 4. El caso donde a; = 3,2. Comparacion de las formulas (25) [circulos pequefios] y (26) [cuadrados pequefios] para G () con la funcion
generadora del vector propio asociado con y (linea continua), con N = 10%.

Elcasom >0y A (1) >0

Las expresiones (25) y (26) probablemente ya no sean validas, incluso si @, = a_ = a*. Deben ser reemplazados por expresiones que contengan un término
logaritmico. Con a; = 3,5, se tiene A = —0,2 y a* = 0,6 segln las formulas (14). No pudimos obtener un grafico sugerente en este caso.

7 La cadena de Markov incluida
Para un proceso de ramificacion subcritico en un entorno aleatorio con entornos independientes distribuidos idénticamente, (Z5)n=0,1,..., S¢ tiene

lim [P(Z, > 0)]"" = min E(f'(1)%). (27)

0<a<1
f(=x) denota la funcion generadora (Dekking, 1988; Geiger et al., 2003). Sea p el minimo en el lado derecho de (27). En el caso "débilmente subcritico" donde

E(f'(1)log f'(1)) > 0,
se tiene

P(Z, > 0) ~ en™32u", n — oo

por una constante ¢ > 0. En el caso "altamente subcritico" donde

E(f'(1)log f'(1)) <0,
se tiene p = E(f/(1)) y

P(Z,>0)~cp", n— oo
por una constante ¢ > 0. El proceso es subcritico si E(log f'(1)) < 0.
Volvamos a nuestro proceso de nacimiento y muerte. Nos limitamos al caso particular de dos entornos: K = 2. Definimos

bi(1 — x)el@ W) 4 gz — b,
a;(1 — z)ela—b)t g —b;

¢i,t(”3) =

Con a; # b;, es la funcion generadora del niimero de individuos después de un tiempo ¢ a partir de un individuo en el momento 0 en el entorno ¢ (Hillion, 1986). En
todo caso,

1) = el = et

Después de un tiempo ¢; , el entorno cambia del estado 1 al estado 2. Después de un tiempo ¢z, el entorno vuelve al estado 1. Las densidades de probabilidad
asociadas son gie 7! y gae ", Luego considere la cadena de Markov incluida mirando solo el cambio entre el tiempo 0 y el tiempot; + ta, (Zn)n=o,1,...-
Llamémoslo una generacion. La funcion del generador es

f(z) = dot, (b1, ().

En particular, f/(1) = et *%% Este proceso de ramificacion es subcritico. De hecho, tenemos

/ il b —qit: —qot; dl dZ
E(log f'(1)) = qie” " goe” P dity + dato]dty dty = w + s <0
0 Jo 1 >



porque Ry < 1. El proceso es altamente subcritico cuando

E(f/(1)log /(1)) = / / qre 9 goeBteh b [dit 4 doto)dty dts
0 0

Q192 d d>
= + <0. 28
(@1 — di)(g2 — ds) Lh—dl @ —ds (28)
En este caso, tenemos
<[ t to dits dat: 9192
=E(f'(1 :/ / qre” MM gre” BReM ety dty = .
a (F) o Jo (@1 — di)(g2 — d2)

Tenga en cuenta que si di < 0y d2 < 0, entonces el proceso es fuertemente subcritico. En el caso débilmente subcritico, tenemos

ey W
E(f(1)*) = (@1 — adi][gs — ads]

y un pequefio calculo muestra

@ e

o 2
Q@ ¢

( dl d2 )

Tenga en cuenta que este numero es < 1 siy solo si Ry < 1.

Para nuestro ejemplo numérico, la férmula (28) muestra que la cadena de Markov incluida es fuertemente subcritica cuando a; < 3,4. Curiosamente, este umbral
difiere del que separa los casos A = s(Q + D) y A = s(Q + o*D) con 0 < a* < 1para el proceso lineal de nacimiento y muerte. Este Gltimo umbral fue ~ 3,2829
de la Seccion 3. Sin embargo, la velocidad a la que la cadena de Markov incluida converge hacia la extincion tiene poco que ver con la velocidad a la que el proceso
de tiempo continuo hace lo mismo.

8 Conclusion

Quedan muchos puntos por aclarar sobre el comportamiento de los valores propios y los vectores propios. Entre las posibles generalizaciones, uno puede pensar
que si los coeficientes a;, b; y Q;,j son funciones periodicas del tiempo 7, entonces wy serd igual a min{ f(Q(-) + aD(-)); 0 < a < 1}. f(-) designa el exponente
de Floquet dominante y reemplaza el limite espectral.
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