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ملخص

نحصل على صیغة صریحة لمعدل انقراض عملیات الولادة والوفاة دون الحرجة الخطي في بیئة عشوائیة. یتم توضیح ھذه الصیغة عن طریق
حساب القیمة الذاتیة لأكبر جزء حقیقي للمصفوفة المقطوعة من المعادلة الرئیسیة. تتحقق الوظیفة المولدة للمتجھ الذاتي المرتبط بنظام مفرد من

المعادلات التفاضلیة من نوع فوكس. یتم إیلاء اھتمام خاص لحالة بیئتین ، مما یؤدي إلى معادلة ریمان التفاضلیة.

1 المقدمة

) بعد سلسلة ماركوف المتجانسة المستمرة.  ھي المصفوفة التي     لنفترض أن یتذبذب البیئة بین عدد محدود K الدول (
یكون تبدیلھا ھو المولد اللامتناھي لھذه السلسلة:

نفترض أن المصفوفة Q غیر قابلة للاختزال. یوجد ناقل واحد  مع

(سیركولا ، 2013 ، ص .152).

) ، لنفترض أن لدینا عملیة خطیة للولادة وموت     عدد الأفراد الذین یتطورون في ھذه البیئة العشوائیة ھو n . في البیئة ط (
المعلمات

 للولادات
 للمیت ،

، dt وبعبارة أخرى ، خلال فترة زمنیة متناھیة الصغر . مع  و 

، كل فرد یلد فردًا جدیدًا ، مع احتمال 
. یموت كل فرد باحتمال 

. اذا لدینا . احتمال وجود n أفراد في البیئة i في الوقت t ھو ) والبیئة      افترض أنھ في الوقت t = 0 یوجد اشخاص (
وإلا. المعادلة الرئیسیة ھي  إذا  و 

. مثل (Lotka، 1939) ، دعنا نحدد لكن  غائب عن 

J. Math. Biol. 75 (2017) 85-108

Nicolas Bacaër
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K ≥ 2Q = (Qi,j)

Qi,j ≥ 0 ∀i ≠ j, ∑
i

Qi,j = 0 ∀j.

u = (ui)

Qu = 0, ∑
i

ui = 1

1 ≤ i ≤ K

nai
n bi

ai > 0bi > 0

ai dt
bi dt

n0n0 ≥ 1i0pn,i(t)
pn,i(0) = 1(n, i) = (n0, i0)pn,i(0) = 0

dpn,i

dt
= ai(n − 1)pn−1,i + bi(n + 1)pn+1,i − (ai + bi)n pn,i +∑

j

Qi,jpn,j, n ≥ 0, 1 ≤ i ≤ K. (1)

pn−1,in = 0

R0 =
∑K

i=1 ai ui

∑K
i=1 bi ui

.
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Bacaër and Ed-Darraz، ؛Cogburn and Torrez، 1981) من شبھ المؤكد أن السكان سینقرضون : سنفترض ذلك دائما 
، نملك 2014). إنھ النظام دون الحرج. مع

معدل الانقراض موجود ولا یعتمد على رقم 1 أو ط

. المشكلة ھي تحدید ھذا المعدل بشكل صریح. (كولیت وآخرون ، 2013 ، القسم 4.5). كما أنھا لا تعتمد على الحالة الأولیة

    نستخدم بعض الرموز:

 ھو الجزء الحقیقي من العدد المركب
. M ھو طیف من مصفوفة

 ھو الحد الطیفي
أ ھي المصفوفة القطریة

.

عندما یكون للمصفوفة M معاملات خارج القطر تكون موجبة أو صفریة ، والتي ستكون دائمًا ھي الحالة أدناه ، فإنھ یتبع من نظریة Perron و
. M ھو أیضا القیمة الذاتیة من Frobenius أن

    في القسم 2 ، نستخدم نتیجة (D'Souza and Hambly، 1997) بشأن عملیات التفرع في بیئة عشوائیة لإظھار أن

مما یؤدي إلى تمییز ثلاث حالات: ندرس أیضا الاختلافات في الوظیفة  والمشتق 

واحد حیث 
واحد حیث  و 

. واحد حیث  و 

. في الحالتین الأولیین ، یتم الوصول إلى الحد الأدنى Λ في الفاصل الزمني [0،1] عند α = 1 ، بحیث 

في سلسلة من المصفوفة المبتورة من المعادلة الرئیسیة تشكل تسلسل متزاید. ثم نحسب عددیا     في القسم 3 ، نلاحظ أن الحد الطیفي 
من الأمثلة. نلاحظ على وجھ الخصوص البطء ، ولا شك اللوغاریتمي الذي معھ یتلاقى ل  في الحالة الثالثة المذكورة أعلاه.

    من القسم 4 ، نحن مھتمون بالقیم الذاتیة الأخرى والمتجھات الذاتیة المرتبطة بھا ، والتي نحصل علیھا من نتائج جزئیة جدًا. نقوم أولاً بتحویل
مشكلة القیمة الذاتیة

في نظام تفاضلي فرید من نوع فوكس (میثیوس ، 1959)

لوظیفة المولد

إذا كان المتجھ الذاتي  یتناقص ھندسیاً بالنسبة إلى n ، فإن القیمة الذاتیة ω تساوي بالضرورة القیمة الذاتیة للمصفوفة مع عدد
، نقوم ببناء حلول تحلیلیة للنظام بشكل فعال (5) في حي س = 1 . المعادلة الممیزة . إذا كانت m <0 و  ν صحیح

لنظام Fuchsian ھي

R0 < 1
t → +∞

p0,i(t) → ui, pn,i(t) → 0, ∀n ≥ 1, ∀i.

ω1 = lim
t→+∞

1

t
log pn,i(t) (2)

(n0, i0)

R(⋅)
σ(M)

s(M) = max{R(λ); λ ∈ σ(M)}
diag[a1, … , aK]

B = diag[b1, … , bK]
D = A − B = diag[d1, … , dK]

s(M)

ω1 = Λ := min
0≤α≤1

s(Q + αD) . (3)

α ↦ λ1(α) = s(Q + αD)λ′
1(α)

m = maxi(ai − bi) ≤ 0
m > 0λ′

1(1) ≤ 0
m > 0λ′

1(1) > 0

ω1 = s(Q + D)

μNμN

μNω1

ωπn,i = ai(n − 1)πn−1,i + bi(n + 1)πn+1,i − (ai + bi)nπn,i +∑
j

Qi,jπn,j , (4)

ωGi(x) + (1 − x)(aix − bi)G
′
i(x) = ∑

j

Qi,jGj(x) (5)

Gi(x) = ∑
n≥0

πn,i x
n . (6)

(πn,i)Q + νD

≥ 0ω = s(Q + νD)

det(Q + αD − ωI) = 0 ; (7)



. یتم الحصول على ھذه المعادلة الممیزة من خلال البحث عن حلول تتصرف على أنھا بعبارات أخرى،  ھو قیمة ذاتیة للمصفوفة 
.  في حي 

. إذا افترضنا     دعونا ندرس الحالة الثالثة: الوظیفة  یصل إلى الحد الأدنى من الداخل 

على مقربة من س = 1 یحتوي على مصطلح لوغاریتمي ، التطور ل 

و ω = Λ. علاوة على ذلك ، في نظریة فوكس ، تظھر المصطلحات اللوغاریتمیة عندما یكون للمعادلة الممیزة (7) لدینا بعد ذلك 
.، ω = Λ ھذا یحدث فقط لـ ، . بسبب تحدب الوظیفة جذر مزدوج ، وخاصة الفرع

. القسم 6 یجعل الارتباط عندما K = 2 مع     في القسم 5 ، ندرس مباشرة السلوك المقارب للمتجھ الذاتي الحد  یرتبط مع 
معادلة ریمان التفاضلیة. في القسم 7 ، نحن مھتمون بسلسلة ماركوف المدرجة ، والتي تقع الأخیرة في إطار عمل (Dekking ، 1988) و

. (Geiger et al. ، 2003). نلاحظ أن العتبة بین الأنظمة الضعیفة ودون الحرجة بقوة لیست ھي نفسھا حیث 

    لتحدید موقفنا بشكل أفضل فیما یتعلق ببعض الأعمال الأخرى ، نلاحظ أن النظام (1) ھو "عملیة غیر متجانسة من شبھ الولادة والموت" ؛
انظر على سبیل المثال (Sericola، 2013، p. 350) أو (Latouche and Ramaswami، 1999، Chapter 12) ، التي تناقش التوزیع

الثابت ولكن لیس معدل التقارب تجاھھ. علاوة على ذلك ، في بیئة مستمرة مع

. ھذا معروف ھي مصفوفة الھویة. اذا لدینا والصیغة (3) یعطي  نملك  و 
جیدًا إما عن طریق الحساب المباشر (Hillion ، 1986 ، الفصل الخامس) ، أو كحالة خاصة لنتائج Karlin و McGregor في عملیات
الولادة والوفاة (Collet et al. ، 2013 ، القسم 5.9.2). إن تعمیم ھذه النتائج الأخیرة یؤدي إلى "عملیات الولادة والوفاة شبھ" (كلایتون ،

2010) تتعلق فقط بالحالات التي یكون فیھا "الطیف" حقیقیاً. ھذا لیس ھو الحال بشكل عام في نموذجنا. وأخیرًا ، یتدخل النموذج (1) كتخطیطي
.(Bacaër، 2016) لبعض النماذج السكانیة غیر الخطیة ، وخاصة النماذج الوبائیة

2 معادلة معدل الانقراض

2.1 تفكیك الوقت للبیئة والمرور إلى الحد الأقصى

. المصفوفة ھو تبدیل مصفوفة M (أو ناقل). نختار خطوة زمنیة صغیرة     

i غیر قابلة للاختزال. تظل البیئة مغلقة في الحالة Q ھي مصفوفة سلسلة ماركوف في وقت منفصل. نملك لأن المصفوفة
. في الفاصل الزمني الطویل δ ، یتبع السكان عملیة خطیة للولادة وموت المعلمات لخطوة زمنیة δ. ثم تقفز البیئة إلى الحالة j ، مع احتمال

إذا كانت البیئة في حالة i . وھكذا ، یولد الفرد في المتوسط  و 

. لذلك نحن في سیاق عملیة متفرعة في بیئة ماركوف. بعض الرموز: اشخاص. نملك 

ھو سلسلة من ك اجتاز البیئات،

،

 یدل على توقع ریاضي
δ بالطول ، k ھو حجم السكان في نھایة الخطوة الزمنیة

 المصفوفة التي قدمتھا 

ωQ + αD
(1 − x)αx = 1

λ1(α)]0, 1[

ω = s(Q + αD)
Gi(x)

α = α∗

ω = s(Q + αD)α ↦ s(Q + αD)

π = (πn,i)ω1

Λ ≠ s(Q + D)

ai = a, bi = b > a, ∀i,

D = (a − b)IIs(Q + αD) = α(a − b)ω1 = a − b

M Tδ > 0

P = eQTδ

Pi,j > 0 ∀i, ∀j,
Pi,j

n ain bi

mi = e(ai−bi)δ

0 < mi < +∞

(ξ0, ξ1, … , ξk−1)

θk = mξ0mξ1 … mξk−1 .

∀α ∈ R

Φ(α) = lim
k→∞

1

k
logE(θα

k ) . (8)

E(⋅)
Zk

1 = (1, … , 1)
Σ(α)Σi,j(α) = Pi,j mα

j

Σ(α) = P diag[mα
1 , … , mα

K]



.  : نصف القطر الطیفي للمصفوفة الموجبة 

كذلك ھو احتمال عدم انقراض السكان. تظھر النتیجة الطبیعیة 1.8 (D'Souza and Hambly، 1997) ذلك

في حالتنا ، توقع  تحسب بشكل صریح:

ویترتب على ذلك من (8) و (10) ذلك

. وبالتالي فإن الحد (9) یساوي وھي أیضًا وظیفة تحلیلیة لـ α لأن  ھو قیمة ذاتیة بسیطة للمصفوفة الإیجابیة 
. وبالتالي فإن معدل الانقراض ω في الوقت المستمر ھو

. لكن . لدینا بعد ذلك  لنأخذ على وجھ الخصوص  مع عدد صحیح 

من صیغة سوفوس لي. نصف القطر الطیفي ھو وظیفة مستمرة ، لدینا

، نستنتج أن لان 

وأخیرًا ، یضمن الاقتراح 4.12 من (Collet et al.، 2013) المساواة في معدلات الانقراض المحددة بـ (2) أو مع احتمال عدم الانقراض كما
ھو الحال في الجانب الأیسر من المعادلة (9). وھكذا وجدنا الصیغة لمعدل الانقراض في الوقت المستمر.

2.2 دراسة الوظیفة 

    نحدد

الاقتراح 1 .

. إذا كان m ≤0 ، إذن
. ، ثم لدینا أیضا  إذا كان m > 0 و

. ، ثم ھناك فرید  مع  إذا كان m > 0 و

    إثبات . إذا كانت v = ھو ناقل ،

 إذا 
 إذا  و 

.  إذا 

نستخدم الرموز المتماثلة للمصفوفات.

ρ(Σ(α))Σ(α)

P(Zk > 0)

lim
k→∞

P(Zk > 0)1/k = exp( inf
0≤α≤1

Φ(α)) . (9)

θαk = mα
ξ0
mα

ξ1
…mα

ξk−1

E(θαk ) = (0  …  0 mα
i0  0  …  0) (Σ(α))

k−1
1

T. (10)

Φ(α) = log ρ(Σ(α)).

ρ(Σ(α))Σ(α)
min{ρ(Σ(α)); 0 ≤ α ≤ 1}

ω =
1

δ
log min

0≤α≤1
ρ(Σ(α)) = min

0≤α≤1
log([ρ(Σ(α))]1/δ

).

δ = 1/hh ≥ 1[ρ(Σ(α))]1/δ
= ρ(Σ(α)h)

Σ(α)h = [eQT/h eαD/h]
h

⟶
h→∞

eQ
T+αD

ρ(Σ(α)h)⟶
h→∞

ρ(eQT+αD) = es(QT+αD) .

s(QT + αD) = s(Q + αD)

ω⟶
δ→0

  min
0≤α≤1

s(Q + αD) .

α ↦ s(Q + αD)

λ1(α) = s(Q + αD), Λ = min
0≤α≤1

λ1(α), m = max
1≤i≤K

(ai − bi) = max
i

di . (11)

Λ = λ1(1)
λ′

1(1) ≤ 0Λ = λ1(1)
λ′

1(1) > 0α∗ ∈]0, 1[Λ = λ1(α∗)

(vi)

v ≥ 0vi ≥ 0 ∀i
v > 0v ≥ 0v ≠ 0
v ≫ 0vi > 0 ∀i



غیر قابل للاختزال لجمیع . المصفوفة     دعونا نعود إلى منطق القسم 9 من (باقر ، 2016) ولكن مع  في مكان 
، α لأن المصفوفة Q غیر قابلة للاختزال والمصفوفة D قطریة. وبالتالي  ھي قیمة ذاتیة بسیطة للمصفوفة 

 و  یشیر إلى المنتج القیاسي المعتاد للمتجھات الحقیقیة.  ھو أیضًا قیمة ذاتیة بسیطة للمصفوفة المنقولة 
،

من نظریة اضطراب القیمة الذاتیة البسیطة ، نعرف أن الوظیفة  قابل للتمییز و

،  و  ، ، نملك  خصوصا ل 

. لان 

. الوظیفة . نملك . الآن النظر في الحالة حیث     إذا كان m ≤0 ، الوظیفة یتناقص بسبب 
، نملك  ھي وظیفة متزایدة. علاوة على ذلك ، إذا ھو محدب (كوھین ، 1981). وبالتالي

في ھذه الحالة محدبة بصرامة لأنھا لیست أفینیة (Nussbaum، 1986). لذلك ھناك فرید . الوظیفة
.  مع 

    لذلك ھناك ثلاث حالات:

. إذا كان m ≤0 ، إذن
، لذلك لا یزال لدینا  ، ثم  و  ینخفض   خلال الفاصل الزمني  إذا كان m > 0 و

.
. ، ثم  و  إذا كان m > 0 و

2.3 حالة بیئتین

، نملك . مع إذا      ومن المفترض 

المعادلة الممیزة  ھو مكتوب

. كما یمكن كتابتھا ھذه العلاقة بین  و  یصف الغلو في الطائرة 

علاوة على ذلك،  فى حد ذاتھ

و

R0 < 1R0 > 1Q + αD
λ1(α)Q + αD

∃! w1(α) ≫ 0, (Q + αD)w1(α) = λ1(α)w1(α), ⟨1T,w1(α)⟩ = 1.

1 = (1, … , 1)⟨⋅, ⋅⟩λ1(α)
QT + αD

∃! v1(α) ≫ 0, (QT + αD) v1(α) = λ1(α) v1(α), ⟨v1(α),w1(α)⟩ = 1.

λ1(α)

λ′
1(α) = ⟨v1(α),Dw1(α)⟩ . (12)

α = 0λ1(0) = s(Q) = 0w1(0) = uv1(0) = 1
T

λ′
1(0) = ⟨1T,Du⟩ =

K

∑
i=1

(ai − bi)ui < 0

R0 < 1

α ↦ λ1(α)D ≤ 0m > 0λ′
1(0) < 0

α ↦ λ1(α)α ↦ λ′
1(α)α → +∞

λ1(α) ∼ αm → +∞α ↦ λ1(α)
α∗ > 0λ′

1(α∗) = 0

Λ = λ1(1)
λ′

1(1) ≤ 0α∗ ≥ 1α ↦ λ1(α)[0, 1]
Λ = λ1(1)

λ′
1(1) > 0α∗ ∈]0, 1[Λ = λ1(α∗)

K = 2Qi,i = −qii = 1, 2

Q = ( ), u1 =
q2

q1 + q2
, u2 =

q1

q1 + q2
.

−q1 q2

q1 −q2

det(Q + αD − ωI) = 0

ω2 − (−q1 + αd1 − q2 + αd2)ω + (−q1 + αd1)(−q2 + αd2) − q1q2 = 0 .

ωα(ω,α)

α2 − α( ω + q1

d1
+

ω + q2

d2
) +

(ω + q1)(ω + q2) − q1q2

d1d2
= 0. (13)

λ1(α) = s(Q + αD)

2λ1(α) = −q1 − q2 + α(d1 + d2) +√[α(d1 − d2) + q2 − q1]2 + 4q1q2

2λ′
1(1) = d1 + d2 +

(d1 − d2)(d1 − d2 + q2 − q1)

√(d1 − d2 + q2 − q1)2 + 4q1q2

.



. ، یجب أن نحصل  . إذا كان m > 0 و ، نملك  إذا كانت m ≤0 ، أو إذا كانت m > 0 و
. بإلغاء التمییز (13) نجد بعد حساب صغیر ذلك لنفترض في ھذه الحالة على سبیل المثال ذلك و 

. ، أي إذا  لاحظ أن  و  إذا 

3 المصفوفة المقطوعة

ھي مصفوفة لا نھائیة. دعونا  . المعادلة الرئیسیة مكتوبة      مع 
قطع المصفوفة

. . نحدد مع 

. ، الذي ھو  .  وبالتالي یكون لھ حد إذا  ، نملك  الاقتراح 2 . للجمیع

مصفوفة میتزلر غیر قابلة للاختزال     إثبات . مصفوفة میتزلر ھي مصفوفة تكون فیھا جمیع المعاملات خارج القطر ≥ 0. المصفوفة
. لذلك یمكننا استخدام النتائج الطبیعیة لنظریة بیرون وفروبینیوس فیما یتعلق بالحد الطیفي لأن Q غیر قابلة للاختزال ، و 

لمصفوفات میتزلر ؛ انظر على سبیل المثال (Nkague Nkamba، 2012، Theorem 30). مع نملك

. اذا لدینا ، نستنتج ذلك  لان 

     ھو قیمة ذاتیة للمصفوفة 

. ضع في اعتبارك المتجھ ، K بحجم N یتكون من كتل المتجھ 

0 ھو أیضا من حجم K . لدینا بعد ذلك

. ، نستنتج ذلك  . لان  ، نملك  لان 

    كقیم رقمیة ، لنأخذ

λ′
1(1) ≤ 0Λ = λ1(1)λ′

1(1) > 0d1d2 < 0
d1 > 0d2 < 0

Λ = −
(√−q1d2 − √q2d1)

2

d1 − d2
, α∗ =

1
2
[ Λ + q1

d1
+

Λ + q2

d2
]. (14)

Λ = 0α∗ = 0q1d2 + q2d1 = 0R0 = 1

p = (p0,1, … , p0,K, … , pn,1, … , pn,K, …)Tdp

dt
= MpM

M

M
(N) = = ( )

⎛⎜⎝Q B 0 0 ⋯ 0
0 Q − S 2B 0 ⋯ 0
0 A Q − 2S 3B 0
0 0 2A Q − 3S 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋱
0 0 0 0 Q − NS

⎞⎟⎠ Q ∗

0 U (N)

S = A + BμN = s(U (N))

N ≥ 1μN < μN+1 < 0(μN)N → +∞ω1

U
(N)

ai > 0bi > 0 ∀i
e = (1, … , 1)T

(U (N))Te = (−b1, … , −bK, 0, … , 0, −Na1, … , −NaK) < 0 = 0 ⋅ e.

e ≫ 0s((U (N))T) < 0

μN = s(U (N)) = s((U (N))T) < 0.

μNU
(N)

∃W (N) ≫ 0, U (N)W (N) = μN W
(N).

W (N)W (N) = (W (N)
1 , … ,W (N)

N )

W̃ = (W (N), 0)

U
(N+1)

W̃ = = .

⎛⎜⎝ ⋮

U (N) 0
(N + 1)B

⋯ 0 NA Q − (N + 1)S

⎞⎟⎠⎛⎜⎝W (N)

0

⎞⎟⎠ ⎛⎜⎝μN W
(N)

NAW
(N)
N

⎞⎟⎠NAW
(N)
N ≫ 0U

(N+1)
W̃ > μNW̃W̃ > 0μN+1 > μN



، N للقیم الصغیرة من . یختلف على سبیل المثال بین 2 و 5 ؛ ھذا الحد الأعلى یتوافق مع . المعلمة  لدینا بعد ذلك 
. وإلا فإننا نحسب أصغر قیمة ذاتیة ، یحسب برنامج مثل Scilab مجموعة كاملة من المصفوفة  عادة ما یصل إلى

والمتجھ الذاتي المقابل باستخدام طریقة تكراریة تطبق على المصفوفة العكسیة. یستفید المرء من بنیة الكتلة الثلاثیة للانقلاب عند كل تكرار
(Artalejo et al.، 2013). مع ھذه الخوارزمیة ، یمكننا الذھاب إلى أبعد الحدود بدون مشاكل كثیرة.

    یظھر الشكل 1  من ناحیة  ل N ثابتة ولكنھا كبیرة. یتم إیقاف الخوارزمیة التكراریة عند تقدیرین متتالیین لـ تختلف أقل من 
. كما یظھر الشكل في الخطوط المنقطة وحسب الرقم Λ المعطى بالصیغة (3) ، وھو  إذا  والتي تعطى بالصیغة

. الاتفاق بین Λ وحد مع  . نملك إذا  و  إذا  (14) متى 
. یبدو محتملاً. ومع ذلك ، فإن التقارب بطيء للغایة ، ربما لوغاریتمي ، متى یقترب من 1 ، خاصة عندما 

 ، . خطوط مستمرة ذات نقاط:  إلى عن على  الشكل 1. الخط المنقط:  المعطى بواسطة الصیغة (3) كدالة 
،  و  (من الاسفل الى الاعلى).

4 المتجھات الذاتیة والقیم الذاتیة الأخرى

بالإضافة إلى القیم والمتجھات الذاتیة الأخرى. في ھذا الصدد ،     نحن مھتمون الآن بھذا الحد  من eigenvector المرتبطة 
سوف نحصل على نتائج جزئیة فقط.

4.1 نظام فوشي

. ،  ھي مجموعة من الأرقام المعقدة و  المشتق فیما یتعلق بالمتغیر   ،     

الاقتراح 3 .

، إذا كان لدینا معادلة (4) مع  و 
، R ≤ إذا كان لسلسلة التولید (6) نصف قطر تقارب

. ،  و   ھو حل النظام (5) ل 

    إثبات . نملك

q1 = q2 = 1, a2 = 1, b1 = b2 = 3 . (15)

u1 = u2 = 0,5a1R0 = 1

N = 103 U
(N)− U

(N)

N = 106

μNa1μN

10−4a1λ1(1)λ′
1(1) ≤ 0

λ′
1(1) > 0λ′

1(1) < 0a1 < a∗
1λ′

1(1) > 0a1 > a∗
1 a∗

1 ≃ 3,2829(μN )
R0a1 > a∗

1

Λa1μNN = 103

104105106

N → ∞μN

K = {1, 2, … , K}N = {0, 1, 2, …}C
′x

ω ∈ C(πn,i) ∈ C
N×K

Gi(x)x ∈ C|x| < R1 ≤ i ≤ K

G′
i(x) = ∑

n≥1

n πn,i xn−1, ∀|x| < R.



. الجمع على كل n gives 0 یعطي كما في الحالة الكلاسیكیة مع بیئة ثابتة (Hillion ، 1986) ، نضرب (4) في 

وھذا یعادل (5).

ملاحظات.

(میثي ، 1959). النظام لدیھ تفرد نلاحظ أن (5) مشكلة ذات قیمة ذاتیة لنظام تفاضلي مفرد. ھذا النظام من نوع فوكس إذا
. یمكننا أیضًا كتابة النظام . نملك إذا  في و في  إلى عن على 

ظھر مثال على المعادلة التفاضلیة العددیة من النوع Fuchs من الترتیب 2 في دراسة عملیات الولادة والوفاة التربیعیة في بیئة ثابتة
.(Picard ، 1965)

4.2 القیم الذاتیة عندما یكون نصف قطر التقارب > 1

الاقتراح 4 .

، ،  و  إذا كان لدینا معادلة (4) مع 
إذا كان لسلسلة التولید (6) نصف قطر تقارب أكبر من 1 ،

. Q + ν D ھو القیمة الذاتیة للمصفوفة ω بحیث ثم ھناك عدد صحیح 

. وظائف تحلیلیة في القرص      إثبات . دعونا نتسبب بالعبث. افترض أنھ بالنسبة لجمیع ν≥0 ، ω لیست قیمة ذاتیة
. إذا كانت x متقاربة إلى 1 في (5):  مع 

. لكن ω لیست القیمة الذاتیة لل Q . وبالتالي 

. نستمد المعادلة ν مضروبة (5) بالنسبة إلى x ونستخدم صیغة . بالحث ، افترض أننا أثبتنا      فلیكن عددًا صحیحًا 
. نملك Leibniz لمنتج و 

ھي من الدرجة 2 في س . فقط تعابیر مع لیست صفراً في یدل على معامل ذي الحدین. كثیر الحدود
المجموع على الیسار:

نجعل x متقارباً إلى 1 ونجد مع فرضیة الاستقراء

. . وبالتالي ومع ذلك ω لیست قیمة ذاتیة للمصفوفة

xn

ω Gi(x) = ai x2 G
′
i(x) + bi G

′
i(x) − (ai + bi)x G

′
i(x) +∑

j

Qi,jGj(x).

ai ≠ bi ∀i

x = 1x = bi/ai1 ≤ i ≤ Kbi/ai < 1ai > bi

G′
i(x) =

1

ai − bi

[ 1

x − 1
−

1

x − bi

ai

][ωGi(x) −∑
j

Qi,jGj(x)]. (16)

ω ∈ C(πn,i) ∈ C
N×Kπ ≠ 0

ν ≥ 0

Q + νDGi(x)
|x| < RR > 1

ω Gi(1) = ∑
j

Qi,j Gj(1) .

Gi(1) = 0 ∀i

ν ≥ 1G
(ν−1)
i (1) = 0

(1 − x)(aix − bi)G′
i(x)

ω G
(ν)
i (x) +

ν

∑
k=0

(ν

k
)[(1 − x)(aix − bi)](k)G

(ν−k+1)
i (x) = ∑

j

Qi,j G
(ν)
j (x) .

(ν
k
)(1 − x)(aix − bi)0 ≤ k ≤ 2

ω Gi
(ν)(x) + (1 − x)(aix − bi)G

(ν+1)
i (x)

+ ν[ai(1 − 2x) + bi]G
(ν)
i (x) − aiν(ν − 1)G

(ν−1)
i (x) = ∑

j

Qi,j G
(ν)
j (x) .

ωG
(ν)
i (1) − ν(ai − bi)G

(ν)
i (1) = ∑

j

Qi,jG
(ν)
j (1) .

Q + νDG
(ν)
i (1) = 0 ∀i



ولأي عدد صحیح ν≥0. لأن الوظیفة تحلیلي ، لدینا  على مقربة من      لذا ، فقد أظھرنا ذلك 
وفق مبدأ التمدید التحلیلي. اذا لدینا و  ، وحتى  في جمیع أنحاء القرص 

. . ھذا یتناقض مع الفرضیة

ملاحظات.

Kodaira و Weyl لیست بالضرورة كلھا حقیقیة ، بحیث لا یرتبط النظام (5) إما بنظریة Q + ν D القیم الذاتیة للمصفوفات
Dieudonné ، 2003)) ، أو بدراسة (Clayton ، 2010) حول بعض عملیات شبھ الولادة والوفاة. ومع ذلك ، فإن ھذه القیم الذاتیة

كلھا حقیقیة عندما تكون K = 2 . لأن القیمة الذاتیة ھو رقم حقیقي ، وقیمة eigenvalue الأخرى حقیقیة أیضًا.
، یمكن كتابة النظام (16) في حي 

. النظام في النموذج  ھو المتجھ 

مع

. لذلك غیر > 1 ، ثم تحلیلي في حي  . إذا كان نصف قطر التقارب في السلسلة و 
فإن النظام أعلاه لدیھ حل تحلیلي في حي س = 1. وفقاً لـ (Gantmacher، 1966، p.155) ، یوجد عدد صحیح التي ν قیمة

. لذلك ھناك ناقل مع ذاتیة لھا 

اذا لدینا

. ھذا ما تم إثباتھ بشكل أساسي في الاقتراح 4. و ω قیمة ذاتیة 

، أول عشرین قیمة ذاتیة للمصفوفة  . إلى عن على  . في ھذه الحالة ، لدینا     مثال. خذ القیم العددیة (15) مع 
 یتم تقدیمھا تقریباً من خلال الجدول التالي:

، تلك  ، تلك  ھم  و  ، تلك  ھم  و  الآن قیم eigenvalues   من  ھي 0 و 
، إلخ. تم العثور علیھا في الجدول ، تلك  ھم  و   ھم  و 

أعلاه. لذلك یبدو أن القیم الذاتیة تتلاقى عندما  نحو القیم الذاتیة للمصفوفات  إلى عن على  و 
. . تذكر ذلك ھنا لان   یتلاقى ل 

4.3 الحالة حیث 

. دعونا نبحث رسمیاً عن حل بالقرب من س = 1 من النظام (5) من النموذج     ومن المفترض 

نملك

G
(ν)
i (1) = 0 ∀iGi(x)Gi(x) = 0x = 1

Gi(x) = 0|x| < R πn,i = G
(n)
i (0)/n! = 0 ∀n ≥ 0

1 ≤ i ≤ Kπ ≠ 0

 s(Q + νD)
x = 1

G′
i(x) =

1

ai − bi

[ 1

x − 1
+∑

n≥0

(x − 1)n

( bi

ai
− 1)n+1

][ωGi(x) −∑
j

Qi,jGj(x)].

G(x)(Gi(x))

G′(x) = Ω(x)G(x)

Ω(x) =
Ω−1

x − 1
+

∞

∑
n=0

Ωn(x − 1)n

Ω−1 = D−1(ωI − Q)Gi(x)Gi(x) x = 1
ν ≥ 0

Ω−1w ≠ 0

D−1(ωI − Q)w = νw.

ωw = (Q + νD)w

Q + νD

a1 = 2,5m < 0N = 1000

M
(N)

0 −1 −1,6972244 −2 −2,2877855

−2,8377223 −3,3689563 −3,5 −3,8902278 −4,4056104

−4,9172375 −5,3027756 −5,426328 −5,933627 −6,4396149

−6,9446154 −7,2122145 −7,448851 −7,9524836 −8,4556214.

Q−2Q + D−1−3,5Q + 2D−1,6972244−5,3027756
Q + 3D−2,2877855−7,2122145Q + 4D−2,8377223−9,1622777

M
(N)N → +∞Q + νDν = 0, 1, 2 …

μNs(Q + D)s(Q + D) = Λm < 0

ai < bi ∀i

m < 0

∞

∑
n=0

cn,i(1 − x)n . (17)



. نحصل . نحدد معاملات نملك 

، (17) ھو حل (5) إذا . مع  غائب إذا 

المتجھ الذاتي المقابل. تسمح العلاقة (18)     یتم الحصول على النوع الأول من الحل عن طریق الاختیار  من بین القیم الذاتیة  و 
، بشرط أن المصفوفة  ھو دائما قابل للعكس. بالحساب إلى عن على 

متحدٍ ،  قیمة ذاتیة  و      یتم الحصول على نوع ثان من الحل عن طریق الاختیار  مع 
ذاتي المنشأ. ثم نحسب إلى عن على  معادلة (18) ، شریطة أن المصفوفة  ھو دائما قابل للعكس.

. علاوة على ذلك، ، نملك  . لان     لنأخذ على وجھ الخصوص  مع عدد صحیح 
غیر قابل للاختزال. لذا بالنسبة لأي عدد صحیح n > ν ، لدینا

. نملك . المصفوفة ھي مصفوفة میتزلر وعاكس  اذا لدینا 

، مع 

و

. . مسلسل (17) عن كلھا تتلاقى من أجلھا  سلسلة (17) متقاربة 

4.4 نصف قطر التقارب یساوي 1

    ناقشنا في القسمین السابقین القیم الذاتیة للمصفوفات Q + ν D لعدد صحیح ν ≥ 0 . ومع ذلك (Bacaër and Ed-Darraz، 2014) قد
سلطوا الضوء بالفعل على مثال حیث ولكن أین قیمة eigenvalue  المصفوفة  أمر إیجابي تمامًا: خذ فقط 
). ومع ذلك ، لا یمكن أن یكون لمشكلتنا الأولیة قیمة ذاتیة ،  (وبالتالي   ،  ،

. الاقتراح التالي یربط سلوك إیجابیة. نستنتج على وجھ الخصوص أن سلسلة التولید لا تملك دائمًا نصف قطر تقارب 
. قریب من  مع المعلمة 

الاقتراح 5 .

، ،  و  إذا كان لدینا معادلة (4) مع 
إذا كان لسلسلة التولید (6) نصف قطر تقارب یساوي 1 ،

، عدد صحیح  والوظائف التحلیلیة  في قرص متمركز في  مع إذا كان ھناك رقم حقیقي 

، على مدى فترة  مع 
إذا كان المتجھ  لیس صفرًا ،

. ثم ω ھو قیمة ذاتیة للمصفوفة 

ω
∞

∑
n=0

cn,i(1 − x)n − (aix − bi)
∞

∑
n=0

n cn,i(1 − x)n = ∑
j

Qi,j

∞

∑
n=0

cn,j(1 − x)n.

aix − bi = ai − bi − ai(1 − x)(1 − x)n

[ω − (ai − bi)n]cn,i + ai(n − 1)cn−1,i = ∑
j

Qi,jcn,j, ∀n ≥ 0.

cn−1,in = 0cn = (cn,1, … , cn,K)

[Q − ωI]c0 = 0 , [Q + nD − ωI]cn = (n − 1)Acn−1 , n ≥ 1. (18)

ωQc0

cnn ≥ 1Q + nD − ωI

c0 = c1 = ⋯ = cν−1 = 0ν ≥ 1ωQ + νDcν

cnn ≥ ν + 1Q + nD − ωI

ω = s(Q + νD)ν ≥ 0ai < bi ∀iD < 0Q + νD 

s(Q + nD) < s(Q + νD) = ω.

s(Q + nD − ωI) < 0Q + nD − ωI(Q + nD − ωI)−1 ≪ 0

cn = [Q + nD − ωI]−1(n − 1)Acn−1, ∀n ≥ 1.

n → +∞

[Q + nD − ωI]−1(n − 1)A → D−1A

cn,i/cn−1,i → ai/(ai − bi).

|1 − x| < | bi

ai
− 1|1 ≤ i ≤ K|1 − x| < mini | bi

ai
− 1|

R0 < 1s(Q + D)Q + D

q1 = q2 = 1a1 = 2,7a2 = 0,8b1 = b2 = 2a1 > b1

Gi(x)> 1Gi(x)
x = 1α

ω ∈ C(πn,i) ∈ C
N×Kπ ≠ 0

α > 0J ≥ 0gi,j(x)x = 1

Gi(x) = (1 − x)α
J

∑
j=0

[log(1 − x)]j
gi,j(x)

(1 − ε, 1)ε > 0
(gi,J(1))

Q + αD



    إثبات . نملك

. نملك . نقسم على  ھو حل المعادلة (5) ل 

، نحصل مع 

. إذن ω ھي قیمة ذاتیة للمصفوفة 

    تعلیق. شكل الوظیفة في الاقتراح 5 ، الذي یجمع بین دالة القوة و متعددة الحدود اللوغاریتمیة ، ھو ما یمكن توقعھ من حل لنظام
.(Gantmacher، 1966، p. 159) بالقرب من التفرد Fuchs

4.5 الحالة حیث  و 

. نفترض: α> 0 و . في ھذه الحالة،  مع  الاقتراح 6 . ومن المفترض : و 
.

إذا كان لدینا معادلة (4) مع  و 
إذا كانت سلسلة التولید المرتبطة بھا  نصف قطر التقارب یساوي 1

إذا  یمكن كتابتھا على فاصل زمني  مع ε> 0 في النموذج

مع  وناقل  وھي لیست صفر ،

.ω = Λ و = α ثم

    إثبات . في الواقع،

، نملك . لان ھو حل (5) یوم  نملك 

G′
i(x) =(1 − x)α

J

∑
j=0

[log(1 − x)]j
g′

i,j(x)

+ (1 − x)α−1
J

∑
j=0

{−α[log(1 − x)]j
− j[log(1 − x)]j−1}gi,j(x) .

Gi(x)|x| < 1(1 − x)α[log(1 − x)]
J

ω
J

∑
j=0

[log(1 − x)]j−J
gi,j(x) + (1 − x)(aix − bi)

J

∑
j=0

[log(1 − x)]j−J
g′

i,j(x)

+ (aix − bi)
J

∑
j=0

{−α[log(1 − x)]j−J
− j[log(1 − x)]j−1−J}gi,j(x)

= ∑
j

Qi,j

J

∑
h=0

[log(1 − x)]h−J
gj,h(x) .

x → 1

ωgi,J(1) − α(ai − bi)gi,J(1) = ∑
j

Qi,jgj,J(1) .

Q + αD

Gi(x)

m > 0λ′
1(1) > 0

m > 0λ′
1(1) > 0Λ = λ1(α∗)α∗ ∈]0, 1[

ω = s(Q + αD)

ω ∈ C(πn,i) ∈ C
N×K

Gi(x)
Gi(x)(1 − ε, 1)

Gi(x) =
J

∑
j=0

∞

∑
n=0

gi,j,n[log(1 − x)]j
(1 − x)n+α

J ≥ 1(gi,J,0)1≤i≤K

α∗

G′
i(x) = −

J

∑
j=0

∞

∑
n=0

gi,j,n[j + (n + α) log(1 − x)][log(1 − x)]j−1
(1 − x)n+α−1 .

aix − bi = ai − bi − ai(1 − x)Gi(x)|x| < 1



التعبیرات باللغة  و في  یجب على كل إلغاء:

. نملك نحدد 

المعادلة الأولى تبین ذلك  ھو المتجھ الذاتي للمصفوفة  المرتبطة القیمة الذاتیة  لان  و 
. بالإضافة إلى ذلك ، نرى أن المعادلة الثانیة . مع ترمیزات القسم 2.2 ، نستنتج أن ھناك ثابت مع 

تأخذ الشكل

. لا یزال مع تدوینات القسم 2.2 ، المصفوفة المنقولة المصفوفة  نواة أحادیة البعد ، بقیادة 
. نأخذ منتج النقطة (19) مع  نواة أحادیة البعد ، بقیادة 

. . اذا لدینا ، نملك  . مع و  وبحسب (12) فھذا یعادل 

5 السلوك المقارب للمتجھات الذاتیة

5.1 الحالة حیث 

. لنجرب مباشرة حل (4) بـ     دعونا الآن ندرس سلوك عدد كبیر من المتجھات الذاتیة المرتبطة القیمة الذاتیة 

بالنسبة إلى n ، لدینا

و

اذا لدینا

ω

J

∑
j=0

∞

∑
n=0

gi,j,n[log(1 − x)]j
(1 − x)n+α

− (ai − bi)
J

∑
j=0

∞

∑
n=0

gi,j,n[j + (n + α) log(1 − x)][log(1 − x)]j−1
(1 − x)n+α

+ ai

J

∑
j=0

∞

∑
n=0

gi,j,n[j + (n + α) log(1 − x)][log(1 − x)]j−1
(1 − x)n+α+1

=
K

∑
k=1

Qi,k

J

∑
j=0

∞

∑
n=0

gk,j,n[log(1 − x)]j
(1 − x)n+α .

(1 − x)α[log(1 − x)]J(1 − x)α[log(1 − x)]J−1

ωgi,J,0 − α(ai − bi)gi,J,0 = ∑
k

Qi,k gk,J,0 ,

ωgi,J−1,0 − (ai − bi)[Jgi,J,0 + αgi,J−1,0] = ∑
k

Qi,kgk,J−1,0 .

γj = (gi,j,0)1≤i≤K

(Q + αD − ωI)γJ = 0 , (Q + αD − ωI)γJ−1 + JDγJ = 0 .

ω = s(Q + αD)γJ ≠ 0γJQ + αD

s(Q + αD)κ ≠ 0γJ = κ w1(α)

[Q + αD − λ1(α)I]γJ−1 + Jκ Dw1(α) = 0 . (19)

[Q + αD − λ1(α)I]w1(α)
[QT + αD − λ1(α)I]v1(α)v1(α)

⟨v1(α), Dw1(α)⟩ = 0.

λ′
1(α) = 0m > 0λ′

1(1) > 0α = α∗ω = Λ

m < 0

(πn,i)ω1

πn,i = Πn( ki

nβ
+

hi

nβ+1
+ ⋯), n → +∞.

(n + 1)−δ = n−δ(1 + 1/n)−δ ≃ n−δ(1 − δ/n) ≃ n−δ − δ n−δ−1

(n − 1)−δ ≃ n−δ + δ n−δ−1.



ل ن ككل. نرى أن التعابیر في في (4) یعطي

لقد فعلنا ذلك

، التعبیرات في  في (4) ھي . مع ،  و  إذا  ، یاخذ  مع 

لقد فعلنا ذلك

و

نستنتج

. نملك     بدلا من ذلك ، ندرس النظام (5) في محیط 

ضع في اعتبارك النقطة . لكامل السلسلة ، یمكننا اختیار المتجھ الذاتي المرتبط بذلك  إلى عن على  للقیمة الذاتیة 
A. Pringsheim (Queffélec and وفقاً لنظریة كتبھا ، x> 0 المفردة الأقرب إلى 0 في المستوى المعقد. ھذه النقطة موجودة على المحور

Zuily ، 2013 ، ص .54). وفقاً لـ (Flajolet and Sedgewick، 2009) ، فقد قمنا بذلك

ضمن ثابت مضاعف. ھذا ما وجدناه.

، . یوضح الشكل 2 السلوك المقارب للناقل الذاتي المرتبط بالقیمة الذاتیة     مثال رقمي. دعنا نرجع إلى مثالنا العددي (15) ، مع
. یبدو أن الشكل یؤكد النتائج المقاربة التي تم الحصول . اذا لدینا و  . لدینا ھنا إلى عن على 

علیھا ، حیث یجب ألا یؤخذ تأثیر الحافة القریب من n = N في الاعتبار .

n πn,i ≃ Πn( ki

nβ−1
+

hi

nβ
+ ⋯),

(n ± 1)πn±1,i ≃ Πn±1( ki

nβ−1
±

(1 − β)ki

nβ
+

hi

nβ
+ ⋯),

 Πn/nβ−1

0 = −(ai + bi)ki + bi ki Π + ai ki/Π .

(Π − 1)(bi − ai/Π)ki = 0, ∀i.

a1/b1 = maxi ai/biΠ = a1/b1k1 ≠ 0ki = 0i ≠ 1qi = −Qi,iΠn/nβ

ω1 ki = (biΠ + ai/Π − ai − bi)hi + (ai/Π − biΠ)(β − 1)ki +∑
j

Qi,jkj . (20)

ω1 k1 = (b1 − a1)(β − 1)k1 − q1 k1

0 = (a1 − b1)(bi/b1 − ai/a1)hi + Qi,1k1, ∀i ≠ 1.

β = 1 +
ω1 + q1

b1 − a1
, hi =

Qi,1

(b1 − a1)(bi/b1 − ai/a1)
k1 ∀i ≠ 1. (21)

x = b1/a1

G1(x) ∼ (x − b1/a1)(ω1+q1)/(b1−a1).

ω1πn,i > 0n ≥ 1Gi(x)

πn,1 ∼ (a1/b1)n/n1+(ω1+q1)/(b1−a1), n → +∞,

a1 = 2,5μN

N = 1000Λ = −1β = 1k1/h2 = 0,3



(خط منقط) كدالة لـ n . نستخدم .  (خط صلب) و  الشكل 2. الحالة 
. المصفوفة المقطوعة  مع 

5.2 الحالات حیث 

. في كلتا الحالتین ، فإن التعابیر السائدة في (4) تعطي     نحن نشتبھ  أو 

فنحن مثل (20) مع  . في الواقع ، إذا كنا نبحث عن حل للشكل بعبارات أخرى،  ھو قیمة ذاتیة للمصفوفة 
. أما الحالة حیث

نملك

. في كلتا الحالتین ، مما یؤدي مرة أخرى إلى المعادلة (22). ھذا یشیر إلى أن إذا  و  إذا 
نصف قطر التقارب یساوي 1.

6 العودة إلى حالة معینة حیث 
. نحصل     یمكننا أن نعتبر المعادلة التفاضلیة للأمر 2 راضیة  بدلا من النظام التفاضلي من الدرجة الأولى ل  و 

a1 = 2,5nβ(b/a1)nπn,1nβ+1(b/a1)nπn,2 k1/h2

M
(N)N = 1000

m > 0

πn,i ≃ ki/nβπn,i ≃ ki(log n)/nβ

ω ki = (β − 1)(ai − bi)ki +∑
j

Qi,jkj . (22)

ωQ + (β − 1)Dπn,i ≃ ki/nβ

Π = 1

πn,i ≃ (log n)[ ki

nβ
+

hi

nβ+1
+ ⋯],

(n ± 1)πn±1,i ≃ (log n ±
1

n
)[ ki

(n ± 1)β−1
+

hi

(n ± 1)β
] + ⋯

≃ (log n)[ ki

nβ−1
+

hi ± (1 − β)ki

nβ
] + ⋯ ,

β = 1 + α∗λ′
1(1) > 1β = 2λ′

1(1) ≤ 0
 Gi(x)

K = 2

G1(x)G1(x)G2(x)



القسمة على  وبتحلیل الكسر العقلاني إلى عناصر بسیطة ، نحصل علیھ

و 1 كلھا ممیزة. ندرك معادلة تفاضلیة للشكل  ، افترض الأرقام 

. الأسات الممیزة لھذه ،  و  أي معادلة ریمان التفاضلیة (Roseau، 1997، p. 229) بثلاث نقاط منفردة 
المعادلة ھي على التوالي

Riemann حلول (13). وبالتالي یمكن كتابة مجموعة الحلول باستخدام تدوین مع  و 

بحسب (روسو ، 1997 ، ص 229) ، یمكن للمرء أن یكتب

نحدد

نعود إلى حالة المعادلة التفاضلیة الھندسیة

بین حاصرات غیر متناسقة. لقد فعلنا ذلك وھو ما یترجم إلى المساواة 

(1 − x)2(a1x − b1)(a2x − b2)
d2G1

dx2

+ (1 − x){[ω + q1 + a1(1 − 2x) + b1](a2x − b2) + (ω + q2)(a1x − b1)} dG1

dx

+ [(ω + q1)(ω + q2) − q1q2]G1 = 0 .

(1 − x)2(a1x − b1)(a2x − b2)

0 =
d2G1

dx2
+ [

1 − ω+q1

a1−b1
− ω+q2

a2−b2

x − 1
+

1 + ω+q1

a1−b1

x − b1

a1

+

ω+q2

a2−b2

x − b2

a2

] dG1

dx

+ [ (ω + q1)(ω + q2) − q1q2

(a1 − b1)(a2 − b2)

(1 − b1

a1
)(1 − b2

a2
)

x − 1
] G1

(x − 1)(x − b1

a1
)(x − b2

a2
)

.

b1/a1b2/a2

d2G1

dx2
+ [

1 − k0 − k′
0

x − x0
+

1 − k1 − k′
1

x − x1
+

1 − k2 − k′
2

x − x2
] dG1

dx

+ [
k0k

′
0(x0 − x1)(x0 − x2)

x − x0
+

k1k
′
1(x1 − x2)(x1 − x0)

x − x1

+
k2k

′
2(x2 − x1)(x2 − x0)

x − x2
] G1

(x − x0)(x − x1)(x − x2)
= 0,

x0 = 1x1 = b1/a1x2 = b2/a2

(k0, k′
0) = (α+,α−), (k1, k′

1) = (0, −
ω + q1

d1
), (k2, k′

2) = (0, 1 −
ω + q2

d2
),

α+α−

G1(x) = P .

⎧⎪⎨⎪⎩ 1 b1

a1

b2

a2

α+ 0 0 x

α− − ω+q1

d1
1 − ω+q2

d2

⎫⎪⎬⎪⎭G1(x) = ( x − 1

x − b1

a1

)
α+

P .

⎧⎪⎨⎪⎩ 1 b1

a1

b2

a2

0 α+ 0 x

α− − α+ α+ − ω+q1

d1
1 − ω+q2

d2

⎫⎪⎬⎪⎭A = α+, B = α+ −
ω + q1

d1
, C = 1 + α+ − α−.

y =
x − 1

x − b1

a1

 

b2

a2
− b1

a1

b2

a2
− 1

,

(y, 0; ∞, 1) = (x, 1; b1/a1, b2/a2)



وظیفة الھندسة الفائقة ھي

. إذا كان x بالقرب من 1 ، یكون المتغیر y على مقربة من 0. وفقاً لنظریة المعادلة مع الترمیز 
التفاضلیة الھندسیة ، ھناك ثوابت و  مع

في س = 1 تتوافق مع  . حلول مع عارض فوشسي ، ذلك بالقول  بشرط 

القضیة 

. یتم تحدید  لكي  . یاخذ للوظیفة الذاتیة المرتبطة      نفترض على سبیل المثال 
. لدینا بعد ذلك

من (13). نحدد

x <ξ> 0 إذا كانت القیم y ینخفض المتغیر . . نملك ھي قیمة x التي

، ینبغي استبدال التعبیر (23) في الحالة 

وھو التعبیر (18) من §182 من (ج. جوردن ، 1896) ، حیث كانت الحجة  ینمو من 1/2 إلى 1.

. یوضح الشكل 3 وظائف التولید و  شیدت مع المتجھ الذاتي المرتبط     دعنا نرجع إلى مثالنا العددي (15) ، مع 
. نستخدم طریقة ھورنر لتقییم سلسلة التولید. قارناھا بالصیغ (23) و (24). لدینا ھنا . ھنا  مع التقییس 

. تم اختیار عامل الضرب للتطبیع بحیث تكون الوظائف التي تم الحصول علیھا بالطریقتین قابلة للتطبیق.

G1(x) = ( x − 1

x − b1

a1

)
α+

P .
⎧⎪⎨⎪⎩ 0 ∞ 1

0 A 0 y

1 − C B C − A − B

⎫⎪⎬⎪⎭F(α,β; γ; z) = ∑
n≥0

(α)n(β)n
(γ)n

zn

n!
, |z| < 1

(α)n = α(α + 1) … (α + n − 1)
κ1κ2

G1(x) = ( x − 1

x − b1

a1

)
α+

[κ1F(A,B; C; y)

+ κ2 y
1−C F(A − C + 1,B − C + 1; 2 − C; y)],

C ≠ 1α− ≠ α+α+κ2 = 0

G1(x) = κ1(
x − 1

x − b1

a1

)
α+

F(A,B; C; y). (23)

m < 0

a2/b2 < a1/b1 < 1α+ = 1ω1 = s(Q + D)κ1

G1(0) = 1

α− =
ω1 + q1

d1
+

ω1 + q2

d2
− 1

ξ =

b2

a2
− 2 b1

a1
+ b1b2

a1a2

2 b2

a2
− b1

a1
− 1

.

 y = −11 < ξ < b1/a1

a1

b1

b2

a2
− 1

b2

a2
− 1

∈]0, 1[ ↘ − 1.

ξ < x < b1/a1

G1(x) = κ1(
x − 1

x − b1

a1

)
α+

(1 − y)−A F(A, C − B; C;
y

y − 1
)

= κ1(
x − 1

x − b2

a2

 

b2

a2
− 1

b1

a1
− 1
)

α+

F(A, C − B; C;
y

y − 1
), (24)

y

y−1

a1 = 2,5G1(x)G2(x)
μNN = 4000G1(0) = 1

ξ ≃ 1,105



(خط منقط) كدالة x . یستخدم . نحن نتتبع وظائف التولید (خط صلب) و  الشكل 3. الحالة حیث 
. الصیغ (23) و (24) لـ یتم تمثیلھا بدوائر ومربعات صغیرة. المرء لحساب المصفوفة  مع 

القضیة  و 

. لدینا الآن     نفترض على سبیل المثال 

ھي دالة متناقصة تختلف من رقم بین 0 و 1  ، . مع  لم یعد التعبیر (23) مناسباً لأن المتغیر  یتباعد في 
إلى -1. نأخذ على ھذا الفاصل التعبیر (32) من (ج. الأردن ، 1896 ، §182) ،

، نأخذ التعبیر (34) من . ومع ذلك ، على مدى الفاصل الزمني ،  و  بحیث  مع 
(ج. الأردن ، 1896 ، §182) ، التي فیھا الحجة  یزید من 1/2 إلى 1:

. یوضح الشكل 4 الصیغتین (25) و (26). تتوافق بشكل جید مع وظیفة التولید التي تم     دعنا نرجع إلى مثالنا العددي (15) ، مع 
. إنشاؤھا باستخدام المتجھ الذاتي. لدینا ھنا 

a1 = 2,5G1(x)G2(x)

M
(N)N = 4000G1(x)

m > 0λ′
1(1) ≤ 0

a1/b1 > 1 > a2/b2

0 < b1/a1 < ξ < 1.

yx = b1/a1 < 10 < x < ξy−1

G1(x) = κ1(
x − 1

x − b1

a1

)
α+

y−A F(A,A + 1 − C;A + 1 − B; y−1)

= κ1(
b2

a2
− 1

b2

a2
− b1

a1

)
α+

F(A,A + 1 − C;A + 1 − B; y−1), (25)

α+ = 1ω1 = s(Q + D)κ1G1(0) = 1ξ < x < 1
(1 − y)−1

G1(x) = κ1(
x − 1

x − b1

a1

)
α+

y−A(1 − 1/y)−A F(A, C− B;A + 1 − B; (1 − y)−1)

= κ1(
x − 1

x − b2

a2

 

b2

a2
− 1

1 − b1

a1

)
α+

F(A, C− B;A + 1 − B; (1 − y)−1). (26)

a1 = 3,2
ξ ≃ 0,97



. مقارنة الصیغ (25) [دوائر صغیرة] و (26) [مربعات صغیرة] لـ مع الوظیفة الشكل 4. الحالة حیث 
. المولدة للمتجھ الذاتي المرتبط  (خط صلب) ، مع 

القضیة  و 

. یجب استبدالھا بتعبیرات تحتوي على مصطلح لوغاریتمي. مع     التعبیرات (25) و (26) ربما لم تعد صالحة ، حتى لو 
حسب الصیغ (14). لم نتمكن من الحصول على رسم بیاني موحي في ھذه الحالة. ، نملك  و 

7 شملت سلسلة ماركوف

، نملك     لعملیة التفرع دون الحرجة في بیئة عشوائیة مع بیئات مستقلة موزعة متطابقة ، 

یدل على وظیفة التولید (Dekking، 1988؛ Geiger et al.، 2003). μ یكون الحد الأدنى في الجانب الأیمن من (27). في حالة
"ضعف الحرجة" حیث

نملك

. في حالة "دون الحرجة" حیث لثابت 

نملك  و

. . ھذه العملیة دون حرج إذا  لثابت 

. نحدد     دعونا نعود إلى عملیة الولادة والموت. نحن نقصر أنفسنا على حالة معینة من بیئتین:

a1 = 3,2G1(x)
μNN = 104

m > 0λ′
1(1) > 0

α+ = α− = α∗

a1 = 3,5Λ = −0,2α∗ = 0,6

(Zn)n=0,1,…

lim
n→∞

[P(Zn > 0)]1/n = min
0≤α≤1

E(f ′(1)α) . (27)

f(x)

E(f ′(1) log f ′(1)) > 0,

P(Zn > 0) ∼ c n−3/2μn, n → ∞

c > 0

E(f ′(1) log f ′(1)) < 0,

μ = E(f ′(1))

P(Zn > 0) ∼ c μn, n → ∞

c > 0E(log f ′(1)) < 0

K = 2



(Hillion ، 1986). في جمیع الحالات، ، ھي الوظیفة المولدة لعدد الأفراد بعد وقت  بدءًا من الفرد في الوقت 0 في البیئة  مع 

، تتحول البیئة إلى الحالة 1. كثافات الاحتمالیة المرتبطة بھا ھي ، تتحول البیئة من الحالة 1 إلى الحالة 2. بعد مرور بعض الوقت  بعد قلیل 
 ، . ثم خذ بعین الاعتبار سلسلة ماركوف المضمنة التي تبحث فقط في التغییر بین الوقت 0 والوقت  و 

. دعونا نسمیھا جیل. وظیفة المولد

. إن عملیة التفرع ھذه دون حرج. في الواقع ، لدینا بالخصوص، 

. العملیة ھي دون حرج للغایة عندما لان 

في ھذه الحالة ، لدینا

، ثم تكون العملیة دون حرجة بشدة. في الحالة دون الحرجة الضعیفة لدینا لاحظ أنھ إذا  و 

ویظھر القلیل من الحساب

. لاحظ أن ھذا الرقم  إذا وفقط إذا 

. والغریب أن ھذه العتبة     بالنسبة لمثالنا العددي ، تظھر الصیغة (28) أن سلسلة ماركوف المضمنة ھي دون حرج قویة عندما 
للعملیة الخطیة للولادة والموت. تختلف عن تلك التي تفصل بین الحالات و  مع 

كانت ھذه العتبة الأخیرة من القسم 3. ومع ذلك ، فإن المعدل الذي تتلاقى عنده سلسلة ماركوف المضمنة للانقراض لیس لھ علاقة
تذكر بالمعدل الذي تفعلھ عملیة الزمن المستمرة بنفس الطریقة.

8 الخلاصة
    لا یزال یتعین توضیح العدید من النقاط فیما یتعلق بسلوك القیم الذاتیة والمتجھات الذاتیة. من بین التعمیمات المحتملة ، یمكن للمرء أن یعتقد

 . ھي وظائف دوریة للوقت ر ، ثم ستكون مساویة لـ  ،  و  أنھ إذا كانت المعاملات
 یعین الأس Flow المسیطر ویستبدل الحد الطیفي.

شكر

نشكر فنسنت بانساي ، آن دوفال وبرونو سیریكولا على تعلیقاتھم واقتراحاتھم.

ϕi,t(x) =
bi(1 − x)e(ai−bi)t + aix − bi

ai(1 − x)e(ai−bi)t + aix − bi
.

ai ≠ biti

ϕ′
i,t(1) = e(ai−bi)t = edi t.

t1t2

q1e
−q1t1q2e

−q2t2t1 + t2

(Zn)n=0,1,…

f(x) = ϕ2,t2(ϕ1,t1(x)).

f ′(1) = ed1t1+d2t2

E(log f ′(1)) = ∫
∞

0
∫

∞

0
q1e

−q1t1q2e
−q2t2 [d1t1 + d2t2]dt1 dt2 =

d1

q1
+

d2

q2
< 0

R0 < 1

E(f ′(1) log f ′(1)) = ∫
∞

0

∫
∞

0

q1e
−q1t1q2e

−q2t2ed1t1ed2t2 [d1t1 + d2t2]dt1 dt2

=
q1q2

(q1 − d1)(q2 − d2)
[ d1

q1 − d1
+

d2

q2 − d2
] < 0 . (28)

μ = E(f ′(1)) = ∫
∞

0
∫

∞

0
q1e

−q1t1q2e
−q2t2ed1t1ed2t2dt1 dt2 =

q1q2

(q1 − d1)(q2 − d2)
.

d1 < 0d2 < 0

E(f ′(1)α) =
q1q2

[q1 − αd1][q2 − αd2]

μ = −4

q1

d1

q2

d2

( q1

d1
− q2

d2
)

2
.

< 1R0 < 1

a1 < 3,4
Λ = s(Q + D)Λ = s(Q + α∗D)0 < α∗ < 1

≃ 3,2829

aibiQi,jω1min{f(Q(⋅) + αD(⋅));  0 ≤ α ≤ 1}
f(⋅)
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Comment Math Helv 33 :  38– 46
Nkague Nkamba L (2012)
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Sericola B (2013) Cha ι̂ nes de Markov  −  théorie,  algorithmes et applications. Lavoisier,  Paris


