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总结

我们获得了在随机环境中线性亚临界⽣灭过程的灭绝速率的明确公式。通过数值计算主⽅程的截断矩阵的最⼤实部的特征值
来说明该公式。相关特征向量的⽣成函数检查Fuchs型微分⽅程的奇异系统。特别注意两个环境的情况，这导致了黎曼微分
⽅程。

1引⾔

    假设环境在有限数量的状态K之间振荡（ ）遵循齐次连续时间马尔可夫链。  是矩阵，其转置为该链的⽆
穷⼩⽣成器：

我们假设矩阵Q是不可约的。有⼀个向量  与

（Sericola，2013年，第152页）。

    在这种随机环境中进化的个体数量为n。在环境中我（ ），假设我们具有参数的出⽣和死亡的线性过程

 出⽣
 为了死⼈

与  和 。换句话说，在⽆穷⼩的时间间隔dt内，

很有可能 ，每个⼈都会⽣出⼀个新的⼈，
每个⼈死亡的可能性 。

    假设在时间t = 0处有  个⼈（ ），环境是 。在时间t，在环境i中有n个个体的概率为 。所以我们有
 如果  和 否则。主要的等式是

为  和 。但是  缺席 。像（洛特卡，1939年）⼀样，让我们  定义

我们将始终假设 ：⼈⼝⼏乎肯定会外流（Cogburn和Torrez，1981；Bacaër和Ed-Darraz，2014）。这是次临界状态。如
果 ，我们有

灭绝速率存在并且不依赖于n≥1或i
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K ≥ 2 Q = (Qi,j)

Qi,j ≥ 0 ∀i ≠ j, ∑
i

Qi,j = 0 ∀j.

u = (ui)

Qu = 0, ∑
i

ui = 1

1 ≤ i ≤ K

nai

n bi

ai > 0 bi > 0

ai dt

bi dt

n0 n0 ≥ 1 i0 pn,i(t)

pn,i(0) = 1 (n, i) = (n0, i0) pn,i(0) = 0

dpn,i

dt
= ai(n − 1)pn−1,i + bi(n + 1)pn+1,i − (ai + bi)n pn,i +∑

j

Qi,jpn,j (1)

n ≥ 0 1 ≤ i ≤ K pn−1,i n = 0

R0 =
∑K

i=1 ai ui

∑K
i=1 bi ui

.

R0 < 1

t → +∞

p0,i(t) → ui, pn,i(t) → 0, ∀n ≥ 1, ∀i.
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（Collet等⼈，2013年，第4.5节）。它也不取决于初始条件 。问题是要明确确定该速率。

    我们使⽤⼀些符号：

 是复数的实部
是矩阵的光谱中号。

 是光谱范围
A是对⾓矩阵

。

当矩阵M的对⾓线以外的系数为正或为零时（在下⾯总是如此），它根据Perron和Frobenius定理得出： 也是⼀个特征值
中号。

    在第2节中，我们使⽤（D'Souza and Hambly，1997）关于随机环境中分⽀过程的结果来表明，

我们还研究了功能的变化  和衍⽣物 ，这导致区分三种情况：

那⼀个  ;
那⼀个  和  ;
那⼀个  和 。

在前两种情况下，间隔[0,1]中的最⼩值Λ达到α= 1，因此 。

    在第3节中，我们观察到光谱界 主⽅程的截断矩阵的“α”形成⼀个递增的序列。然后我们进⾏数值计算 在⼀系列⽰例
中。我们特别注意到缓慢，毫⽆疑问是对数的  收敛到  在上述第三种情况下。

    从第4节开始，我们对其他特征值和关联的特征向量很感兴趣，为此，我们仅获得了⾮常部分的结果。我们⾸先变换特征
值问题

变成Fuchs型的奇异微分系统（Methée，1959）

⽤于发电机功能

如果特征向量  相对于n呈⼏何减⼩，则特征值ω必然等于矩阵的特征值  整数ν 。如果  和 
，实际上我们在x = 1的附近构造了系统（5）的解析解。Fuchsian系统的特征⽅程为

换句话说，  是矩阵的特征值 。通过寻找表现为  在附近 。

    让我们研究第三种情况：函数  达到内部的最⼩值 。如果

的发展 在x = 1附近包含对数项，

所以 并且ω=Λ。此外，在Fuchs理论中，当特征⽅程（7）具有双根，尤其是分⽀时，出现对  数项 。由
于功能的凸性 ，这仅在ω=Λ，时发⽣。

ω1 = lim
t→+∞

1

t
log pn,i(t) (2)

(n0, i0)

R(⋅)

σ(M)

s(M) = max{R(λ); λ ∈ σ(M)}

diag[a1, … , aK]

B = diag[b1, … , bK]

D = A − B = diag[d1, … , dK]

s(M)

ω1 = Λ := min
0≤α≤1

s(Q + αD) . (3)

α ↦ λ1(α) = s(Q + αD) λ′
1(α)

m = maxi(ai − bi) ≤ 0

m > 0 λ′
1(1) ≤ 0

m > 0 λ′
1(1) > 0

ω1 = s(Q + D)

μN μN

μN ω1

ωπn,i = ai(n − 1)πn−1,i + bi(n + 1)πn+1,i − (ai + bi)nπn,i +∑
j

Qi,jπn,j , (4)

ωGi(x) + (1 − x)(aix − bi)G
′
i(x) = ∑

j

Qi,jGj(x) (5)

Gi(x) = ∑
n≥0

πn,i x
n . (6)

(πn,i) Q + νD ≥ 0 m < 0

ω = s(Q + νD)

det(Q + αD − ωI) = 0 ; (7)

ω Q + αD (1 − x)α x = 1

λ1(α) ]0, 1[

ω = s(Q + αD)

Gi(x)

α = α∗ ω = s(Q + αD)

α ↦ s(Q + αD)



    在第5节中，我们直接研究极限特征向量的渐近⾏为  与...相关 。当K = 2时，第6节使⽤黎曼微分⽅程进⾏链
接。在第7节中，我们对包括的马尔可夫链感兴趣，后者在（Dekking，1988）和（Geiger等⼈，2003）的⼯作框架内。我们
注意到，弱和强亚临界政权之间的门槛与 。

    为了更好地解决与其他作品有关的问题，我们注意到系统（1）是“准⽣与死的⾮均匀过程”；参见，例如（Sericola，2013
年，第350页）或（Latouche和Ramaswami，1999年，第12章），其中讨论了平稳分布，但没有讨论收敛于其的速率。此外，
在恒定的环境中

我们有 ，在哪⾥ 是单位矩阵。所以  ⽽公式（3）给出 。通过直接计算
（Hillion，1986，第五章），或者作为Karlin和McGregor关于出⽣和死亡过程的结果的特例（Collet等⼈，2013，第5.9.2
节），这是众所周知的。后者对“准⽣死过程”的概括（Clayton，2010）仅涉及“频谱”是真实的情况。在我们的模型中通常不
是这种情况。最后，模型（1）作为某些⾮线性⼈⼝模型特别是流⾏病模型的线性化⼲预（Bacaër，2016）。

2消光率的公式

2.1时间离散化环境并达到极限

    是矩阵M（或向量）的转置。我们选择⼀⼩段时间 。矩阵

是离散时间中马尔可夫链的矩阵。我们有  为了⼀切 和j，因为矩阵Q是不可约的。环境在状态i中保持阻塞状态达时
间步长δ。然后环境以概率跳到状态j 。在长度时间间隔δ中，总体遵循参数的出⽣和死亡的线性过程  和 如果环境
处于状态i。因此，⼀个⼈平均产⽣

个⼈。我们有 。因此，我们处于马尔可夫环境中的分⽀过程中。⼀些符号：

如果 是k个遍历环境的序列，

对于 ，

哪⾥  表⽰数学期望
是k⼤⼩时间步长δ 结束时的总体⼤⼩

 给出的矩阵 

 ：正矩阵的光谱半径 。

所以 是⼈⼝不会灭绝的概率。（D'Souza and Hambly，1997）的推论1.8表明

在我们的情况下，对  明确计算：

从（8）和（10）可知

π = (πn,i) ω1

Λ ≠ s(Q + D)

ai = a, bi = b > a, ∀i,

D = (a − b)I I s(Q + αD) = α(a − b) ω1 = a − b

M T δ > 0

P = eQTδ

Pi,j > 0 i

Pi,j n ai n bi

mi = e(ai−bi)δ

0 < mi < +∞

(ξ0, ξ1, … , ξk−1)

θk = mξ0mξ1 … mξk−1 .

α ∈ R

Φ(α) = lim
k→∞

1

k
logE(θα

k ) , (8)

E(⋅)

Zk

1 = (1, … , 1)

Σ(α) Σi,j(α) = Pi,j mα
j

Σ(α) = P diag[mα
1 , … , mα

K]

ρ(Σ(α)) Σ(α)

P(Zk > 0)

lim
k→∞

P(Zk > 0)1/k = exp( inf
0≤α≤1

Φ(α)) . (9)

θα
k = mα

ξ0
mα

ξ1
… mα

ξk−1

E(θα
k ) = (0  …  0 mα

i0
 0  …  0) (Σ(α))k−1

1
T. (10)

Φ(α) = log ρ(Σ(α)).



它也是α的解析函数，因为  是正矩阵的简单特征值 。因此，极限（9）等于 。因此，
连续时间内的消光率ω为

让我们特别考虑  ⽤整数 。所以 。但是

来⾃Sophus Lie的公式。光谱半径是⼀个连续函数，我们有

因为 ，我们得出的结论是

最后，（Collet et al。，2013）的命题4.12确保等式（9）左侧的灭绝速率等于（2）或不灭绝的概率。因此，我们找到了连续
时间内灭绝速率的公式。

2.2功能研究 

    我们定义

主张1。

如果 ，然后 。
如果  和 ，那么我们也有 。
如果  和 ，那么有⼀个独特的  与 。

    证明。如果  是向量

 如果  为了⼀切 
 如果  和 
 如果  为了⼀切 。

我们对矩阵使⽤相同的符号。

    让我们再次采⽤（Bacaër，2016）第9节的推理  ⽽不是 。矩阵 因为矩阵Q 是不可约的并且矩阵D是
对⾓的，所以对于所有α 都是不可约的。所以  是矩阵的⼀个简单特征值 ，

哪⾥  和  表⽰实向量的通常标量积。  也是转置矩阵的简单特征值 ，

从简单的特征值摄动定理，我们知道  是可区分的

特别是对于 ，我们有 ， ，  和

因为 。

ρ(Σ(α)) Σ(α) min{ρ(Σ(α)); 0 ≤ α ≤ 1}

ω =
1

δ
log min

0≤α≤1
ρ(Σ(α)) = min

0≤α≤1
log([ρ(Σ(α))]1/δ

).

δ = 1/h h ≥ 1 [ρ(Σ(α))]1/δ
= ρ(Σ(α)h)

Σ(α)h = [eQT/h eαD/h]
h

⟶
h→∞

eQ
T+αD

ρ(Σ(α)h) ⟶
h→∞

ρ(eQT+αD) = es(QT+αD) .

s(QT + αD) = s(Q + αD)

ω⟶
δ→0

  min
0≤α≤1

s(Q + αD) .

α ↦ s(Q + αD)

λ1(α) = s(Q + αD), Λ = min
0≤α≤1

λ1(α), m = max
1≤i≤K

(ai − bi) = max
i

di . (11)

m ≤ 0 Λ = λ1(1)

m > 0 λ′
1(1) ≤ 0 Λ = λ1(1)

m > 0 λ′
1(1) > 0 α∗ ∈]0, 1[ Λ = λ1(α∗)

v = (vi)

v ≥ 0 vi ≥ 0 i

v > 0 v ≥ 0 v ≠ 0

v ≫ 0 vi > 0 i

R0 < 1 R0 > 1 Q + αD

λ1(α) Q + αD

∃! w1(α) ≫ 0, (Q + αD)w1(α) = λ1(α)w1(α), ⟨1T,w1(α)⟩ = 1,

1 = (1, … , 1) ⟨⋅, ⋅⟩ λ1(α) QT + αD

∃! v1(α) ≫ 0, (QT + αD) v1(α) = λ1(α) v1(α), ⟨v1(α),w1(α)⟩ = 1.

λ1(α)

λ
′
1(α) = ⟨v1(α),Dw1(α)⟩ . (12)

α = 0 λ1(0) = s(Q) = 0 w1(0) = u v1(0) = 1
T

λ
′
1(0) = ⟨1T,Du⟩ =

K

∑
i=1

(ai − bi)ui < 0

R0 < 1



    如果 ，功能  正在减少，因为 。现在考虑这种情况 。请记住 。功能 是凸
的（Cohen，1981）。所以 是增加的功能。此外，如果 ，我们有 。功能
在这种情况下，由于它不是仿射的，所以是严格凸的（Nussbaum，1986）。所以有⼀个独特的  与 。

    因此，有以下三种情况：

如果 ，然后 。
如果  和 ，然后  和  在间隔内减少 ，所以我们还有 。
如果  和 ，然后  和 。

2.3两种环境的情况

    我们假设 。如果  为 ，然后

特征⽅程  被写

之间的这种关系  和  描述飞机上的双曲线 。也可以写成

另外，  就是这样

和

如果 ，或者  和 ，我们有 。如果  和 ，我们必须有 。假设在这种情
况下  和 。通过消除（13）的判别式，经过⼀⼩段计算，我们发现

注意  和  如果 ，即 。

3截断的矩阵

    如果 ，然后写出主要⽅程式 ，在哪⾥ 是⼀个⽆限矩阵。让我们切
矩阵

与 。我们定义 。

命题2。 对于所有 ，我们有 。延续  因此有⼀个限制，如果 ，即 。

m ≤ 0 α ↦ λ1(α) D ≤ 0 m > 0 λ′
1(0) < 0 α ↦ λ1(α)

α ↦ λ′
1(α) α → +∞ λ1(α) ∼ αm → +∞ α ↦ λ1(α)

α∗ > 0 λ′
1(α∗) = 0

m ≤ 0 Λ = λ1(1)

m > 0 λ′
1(1) ≤ 0 α∗ ≥ 1 α ↦ λ1(α) [0, 1] Λ = λ1(1)

m > 0 λ′
1(1) > 0 α∗ ∈]0, 1[ Λ = λ1(α∗)

K = 2 Qi,i = −qi i = 1, 2

Q = ( ), u1 =
q2

q1 + q2
, u2 =

q1

q1 + q2
.

−q1 q2

q1 −q2

det(Q + αD − ωI) = 0

ω2 − (−q1 + αd1 − q2 + αd2)ω + (−q1 + αd1)(−q2 + αd2) − q1q2 = 0 .

ω α (ω,α)

α2 − α( ω + q1

d1
+

ω + q2

d2
) +

(ω + q1)(ω + q2) − q1q2

d1d2
= 0. (13)

λ1(α) = s(Q + αD)

2λ1(α) = −q1 − q2 + α(d1 + d2) + √[α(d1 − d2) + q2 − q1]2 + 4q1q2

2λ′
1(1) = d1 + d2 +

(d1 − d2)(d1 − d2 + q2 − q1)

√(d1 − d2 + q2 − q1)2 + 4q1q2

.

m ≤ 0 m > 0 λ′
1(1) ≤ 0 Λ = λ1(1) m > 0 λ′

1(1) > 0 d1d2 < 0

d1 > 0 d2 < 0

Λ = −
(√−q1d2 − √q2d1)

2

d1 − d2
, α∗ =

1
2
[ Λ + q1

d1
+

Λ + q2

d2
]. (14)

Λ = 0 α∗ = 0 q1d2 + q2d1 = 0 R0 = 1

p = (p0,1, … , p0,K, … , pn,1, … , pn,K, …)T dp
dt = Mp M

M

M
(N) = = ( )

⎛⎜⎝Q B 0 0 ⋯ 0
0 Q − S 2B 0 ⋯ 0
0 A Q − 2S 3B 0
0 0 2A Q − 3S 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋱
0 0 0 0 Q − NS

⎞⎟⎠ Q ∗

0 U (N)

S = A + B μN = s(U (N))

N ≥ 1 μN < μN+1 < 0 (μN) N → +∞ ω1



    证明。梅茨勒矩阵是对⾓线之外所有系数都≥0的矩阵。 是⼀个不可约的Metzler矩阵，因为Q是不可约的，  和 
 为了⼀切 。因此，我们可以使⽤Perron和Frobenius定理关于Metzler矩阵谱界的推论；参见例如（Nkague Nkamba，

2012，定理30）。如果  所以

因为 ，我们推断 。所以

     是矩阵的特征值 

向量 由N个⼤⼩为K的块组成， 。考虑向量

0这是⼤⼩也ķ。所以

因为 ，我们有 。因为 ，我们推断 。

    作为数值，让我们来

所以 。参数 例如在2到5之间变化；该上限对应于 。对于较⼩的N，通常⾼达 ，像Scilab这样
的软件可以计算矩阵的整个光谱 。否则，我们将计算出的最⼩特征值 通过迭代⽅法将对应的特征向量应⽤于逆
矩阵。⼈们利⽤三对⾓块结构在每次迭代中进⾏反演（Artalejo等，2013）。有了这个算法，我们可以⾛得更远  没有
太多问题。

    图1显⽰  取决于  对于N固定但较⼤。当两个连续的估计时停⽌迭代算法  相差⼩于 。该图还以虚线显⽰，并根
据  公式（3）给出的数字Λ是  如果  并且由公式（14）给出 。我们有  如果  和 

 如果 ，带有 。Λ与的极限之间的⼀致  似乎有可能。但是，当  接近1，尤其是当 
。

图1.虚线：  公式（3）给出的函数为 。带点的连续线：  为 ， ，  和  （从下到上）。

U
(N) ai > 0

bi > 0 i

e = (1, … , 1)T

(U (N))Te = (−b1, … , −bK, 0, … , 0, −Na1, … , −NaK) < 0 = 0 ⋅ e.

e ≫ 0 s((U (N))T) < 0

μN = s(U (N)) = s((U (N))T) < 0.

μN U
(N)

∃W (N) ≫ 0, U
(N)
W

(N) = μN W
(N).

W
(N)

W
(N) = (W (N)

1 , … ,W (N)
N )

W̃ = (W (N), 0)

U
(N+1)

W̃ = = .

⎛⎜⎝ ⋮

U
(N) 0

(N + 1)B

⋯ 0 NA Q − (N + 1)S

⎞⎟⎠⎛⎜⎝W (N)

0

⎞⎟⎠ ⎛⎜⎝μN W
(N)

NAW
(N)
N

⎞⎟⎠NAW
(N)
N ≫ 0 U

(N+1)
W̃ > μNW̃ W̃ > 0 μN+1 > μN

q1 = q2 = 1, a2 = 1, b1 = b2 = 3 . (15)

u1 = u2 = 0,5 a1 R0 = 1 N = 103 

U
(N) − U

(N)

N = 106

μN a1 μN 10−4

a1 λ1(1) λ′
1(1) ≤ 0 λ′

1(1) > 0 λ′
1(1) < 0 a1 < a∗

1

λ′
1(1) > 0 a1 > a∗

1  a∗
1 ≃ 3,2829 (μN ) R0 a1 > a∗

1

Λ a1 μN N = 103 104 105 106



4个特征向量和其他特征值

    我们现在对限制感兴趣  与相关的特征向量 以及其他特征值和向量。在这⽅⾯，我们只会得到⾮常部分的结
果。

4.1 Fuchsian系统

    ， ，  是复数的集合，并且  关于变量的导数 。

命题3。

如果我们有⽅程式（4），则  和 ，
如果⽣成级数（6）的收敛半径≥R，

所以  是系统（5）的解决⽅案 ，  和 。

    证明。我们有

就像在具有恒定环境的经典案例中⼀样（Hillion，1986），我们将（4）乘以 。所有n≥0的总和为

相当于（5）。

注意事项

我们注意到（5）是奇异微分系统的特征值问题。该系统为Fuchs类型，如果  为了⼀切 （Methée，1959年）。
该系统在  和在  为 。我们有  如果 。我们也可以写系统

⼀个Fuchs 2型标量微分⽅程的例⼦出现在恒定环境下⼆次⽣灭过程的研究中（Picard，1965年）。

4.2收敛半径> 1时的特征值

主张4。

如果我们有⽅程式（4），则 ，  和 ，
如果⽣成级数（6）的收敛半径严格⼤于1，

然后有⼀个整数 使得ω是矩阵的特征值Q +νd 。

    证明。让我们以荒谬为理由。假设⼀切 ，  不是的特征值 。功能  在光盘中进⾏分析  与 
。如果x收敛⾄（5）中的1：

但是，ω是不是的特征值Q。所以  为了⼀切 。

    设为整数 。通过归纳，假设我们已经证明了 。我们针对x推导了ν倍等式（5），并且将Leibniz公式⽤于
 和 。我们有

哪⾥ 表⽰⼆项式的系数。多项式 在x中的度数为2 。仅带有  左边的总和不为零：

N → ∞ μN

K = {1, 2, … , K} N = {0, 1, 2, …} C
′ x

ω ∈ C (πn,i) ∈ C
N×K

Gi(x) x ∈ C |x| < R 1 ≤ i ≤ K

G′
i(x) = ∑

n≥1

n πn,i xn−1, ∀|x| < R.

xn

ω Gi(x) = ai x2 G′
i(x) + bi G′

i(x) − (ai + bi)x G′
i(x) +∑

j

Qi,jGj(x).

ai ≠ bi i

x = 1 x = bi/ai 1 ≤ i ≤ K bi/ai < 1 ai > bi

G
′
i(x) =

1

ai − bi
[ 1

x − 1
−

1

x − bi

ai

][ωGi(x) −∑
j

Qi,jGj(x)]. (16)

ω ∈ C (πn,i) ∈ C
N×K π ≠ 0

ν ≥ 0

ν ≥ 0 ω Q + νD Gi(x) |x| < R R > 1

ω Gi(1) = ∑
j

Qi,j Gj(1) .

Gi(1) = 0 i

ν ≥ 1 G
(ν−1)
i (1) = 0

(1 − x)(aix − bi) G′
i(x)

ω G
(ν)
i (x) +

ν

∑
k=0

(ν

k
)[(1 − x)(aix − bi)](k)G

(ν−k+1)
i (x) = ∑

j

Qi,j G
(ν)
j (x) ,

(ν
k) (1 − x)(aix − bi) 0 ≤ k ≤ 2



我们使x收敛 到1，并找到归纳假设

但是ω不是矩阵的特征值 。所以  为了⼀切 。

    所以，我们已经证明  为了⼀切  并为所有⼈ 。⾃功能  是分析性的，我们有  在附近 
甚⾄  整个光盘 根据解析扩展的原理。所以  为了⼀切  和 。这

与假设相⽭盾 。

注意事项

矩阵Q +νD的特征值不⼀定都是实数，因此系统（5）既不是Weyl和Kodaira的理论（Dieudonné，2003），也不是
（Clayton，2010）的研究。 ）在某些⽣与死的准过程中。但是，当K = 2时，这些特征值都是真实的。因为特征值

 ⾮常真实 其他特征值也是真实的。
在附近 ，系统（16）可以写成

如果  是向量 ，系统形式为

与

和 。如果级数的收敛半径 是> 1，则  在...附近分析 。因此上述系统在附近有⼀个
解析解 。根据（Gantmacher，1966，p.155），存在⼀个整数  ν是⼀个特征值 。所以有⼀个向量  与

所以

ω是⼀个特征值 。这是在提案4中基本演⽰的内容。

    例⼦ 取数值（15）为 。在这种情况下，我们有 。对于 ，矩阵的前20个特征值  ⼤致由下表
给出：

现在的特征值  是0并且 ，那些  是  和 ，那些  是  和 ，那些  是 
 和 ，那些  是  和 等 在上表中可以找到它们。总⽽⾔之，似乎

何时收敛  朝向矩阵的特征值  为  和  收敛到 。记住这⾥  因为 
。

4.3情况  为了⼀切 

    我们假设 。让我们在以下形式的系统（5）的 x = 1附近正式寻求解决⽅案

ω Gi
(ν)(x) + (1 − x)(aix − bi)G

(ν+1)
i (x)

+ ν[ai(1 − 2x) + bi]G
(ν)
i (x) − aiν(ν − 1)G

(ν−1)
i (x) = ∑

j

Qi,j G
(ν)
j (x) .

ωG
(ν)
i (1) − ν(ai − bi)G

(ν)
i (1) = ∑

j

Qi,jG
(ν)
j (1) .

Q + νD G
(ν)
i (1) = 0 i

G
(ν)
i (1) = 0 i ν ≥ 0 Gi(x) Gi(x) = 0

x = 1 Gi(x) = 0 |x| < R πn,i = G
(n)
i (0)/n! = 0 n ≥ 0 1 ≤ i ≤ K

π ≠ 0

s(Q + νD)

x = 1

G′
i(x) =

1

ai − bi

[ 1

x − 1
+∑

n≥0

(x − 1)n

( bi

ai
− 1)n+1

][ωGi(x) −∑
j

Qi,jGj(x)].

G(x) (Gi(x))

G′(x) = Ω(x)G(x)

Ω(x) =
Ω−1

x − 1
+

∞

∑
n=0

Ωn(x − 1)n

Ω−1 = D−1(ωI − Q) Gi(x) Gi(x)  x = 1

x = 1 ν ≥ 0 Ω−1 w ≠ 0

D−1(ωI − Q)w = νw.

ωw = (Q + νD)w

Q + νD

a1 = 2,5 m < 0 N = 1000 M
(N)

0 −1 −1,6972244 −2 −2,2877855

−2,8377223 −3,3689563 −3,5 −3,8902278 −4,4056104

−4,9172375 −5,3027756 −5,426328 −5,933627 −6,4396149

−6,9446154 −7,2122145 −7,448851 −7,9524836 −8,4556214.

Q −2 Q + D −1 −3,5 Q + 2D −1,6972244 −5,3027756 Q + 3D

−2,2877855 −7,2122145 Q + 4D −2,8377223 −9,1622777 M
(N)

N → +∞ Q + νD ν = 0, 1, 2 … μN s(Q + D) s(Q + D) = Λ

m < 0

ai < bi i

m < 0



我们有

我们有 。我们确定 。我们得到

为了⼀切 。  如果不存在 。⽤ ，（17）是（5）的解

    第⼀种解决⽅案是通过选择  的特征值之中  和 对应的特征向量 关系式（18）允许计算  为 ，前提是矩阵 
 总是可逆的。

    通过选择第⼆种解决⽅案  与 ，  的特征值  和 相关的特征向量。然后我们计算
为  与等式（18），假设矩阵  总是可逆的。

    让我们特别考虑  ⽤整数 。因为  为了⼀切 ，我们有 。另外， 是不可约的。所
以对于任何整数 ，我们有

所以 。矩阵  是⼀个可逆的Metzler矩阵， 。我们有

为了⼀切 。如果 ，

所以

系列（17）收敛于 。该系列（17）为  都在汇合 。

4.4会聚半径等于1

    在前⾯的两个部分中，我们讨论了整数≥0的矩阵Q +νD的特征值。但是，（Bacaër和Ed-Darraz，2014年）已经强调了⼀个
例⼦，  但是特征值在哪⾥  矩阵的  是严格肯定的：只需 ， ， ， 

 （因此 ）。我们最初的问题不能具有正特征值。我们特别得出结论，⽣成系列  并不总是有收敛半
径 。以下命题链接了以下⾏为  接近  与参数 。

主张5。

如果我们有⽅程式（4），则 ，  和 ，
如果⽣成级数（6）的收敛半径等于1，
如果有实数 ，⼀个整数  和分析功能  在以  与

在⼀段时间内  与 ，
如果向量  不为零

所以  是矩阵的特征值 。

∞

∑
n=0

cn,i(1 − x)n . (17)

ω

∞

∑
n=0

cn,i(1 − x)n − (aix − bi)
∞

∑
n=0

n cn,i(1 − x)n = ∑
j

Qi,j

∞

∑
n=0

cn,j(1 − x)n.

aix − bi = ai − bi − ai(1 − x) (1 − x)n

[ω − (ai − bi)n]cn,i + ai(n − 1)cn−1,i = ∑
j

Qi,jcn,j

n ≥ 0 cn−1,i n = 0 cn = (cn,1, … , cn,K)

[Q − ωI]c0 = 0 , [Q + nD − ωI]cn = (n − 1)Acn−1 , n ≥ 1. (18)

ω Q c0 cn n ≥ 1

Q + nD − ωI

c0 = c1 = ⋯ = cν−1 = 0 ν ≥ 1 ω Q + νD cν cn

n ≥ ν + 1 Q + nD − ωI

ω = s(Q + νD) ν ≥ 0 ai < bi i  D < 0 Q + νD 

 n > ν 

s(Q + nD) < s(Q + νD) = ω.

s(Q + nD − ωI) < 0 Q + nD − ωI (Q + nD − ωI)−1 ≪ 0

cn = [Q + nD − ωI]−1(n − 1)Acn−1

n ≥ 1 n → +∞

[Q + nD − ωI]−1(n − 1)A → D−1A

cn,i/cn−1,i → ai/(ai − bi).

|1 − x| < | bi

ai
− 1| 1 ≤ i ≤ K |1 − x| < mini | bi

ai
− 1|

R0 < 1 s(Q + D) Q + D q1 = q2 = 1 a1 = 2,7 a2 = 0,8

b1 = b2 = 2 a1 > b1 Gi(x)

> 1 Gi(x) x = 1 α

ω ∈ C (πn,i) ∈ C
N×K π ≠ 0

α > 0 J ≥ 0 gi,j(x) x = 1

Gi(x) = (1 − x)α
J

∑
j=0

[log(1 − x)]
j
gi,j(x)

(1 − ε, 1) ε > 0

(gi,J(1))

ω Q + αD



    证明。我们有

 是⽅程式（5）的解 。我们除以 。我们有

⽤ ，我们得到

所以  是矩阵的特征值 。

    注意 功能形式  命题5中结合了幂函数和对数多项式的“奇异性”附近的Fuchs系统的解是可以预期的（Gantmacher，
1966，第159页）。

4.5情况  和 

主张6。 我们假设：  和 。在这种情况下，  与 。我们假设：α> 0并且 。

如果我们有⽅程式（4），则  和 
如果相关的⽣成系列  收敛半径等于1
如果  可以间隔⼀定时间写  与  形式

与  和⼀个向量  不为零

所以  和 。

    证明。的确

我们有 。因为  是（5）的解 ，我们有

中的表达式  和在  必须各⾃取消：

G′
i(x) =(1 − x)α

J

∑
j=0

[log(1 − x)]j
g′

i,j(x)

+ (1 − x)α−1
J

∑
j=0

{−α[log(1 − x)]j
− j[log(1 − x)]j−1}gi,j(x) .

Gi(x) |x| < 1 (1 − x)α[log(1 − x)]
J

ω

J

∑
j=0

[log(1 − x)]
j−J

gi,j(x) + (1 − x)(aix − bi)
J

∑
j=0

[log(1 − x)]
j−J

g′
i,j(x)

+ (aix − bi)
J

∑
j=0

{−α[log(1 − x)]
j−J

− j[log(1 − x)]
j−1−J}gi,j(x)

= ∑
j

Qi,j

J

∑
h=0

[log(1 − x)]
h−J

gj,h(x) .

x → 1

ωgi,J(1) − α(ai − bi)gi,J(1) = ∑
j

Qi,jgj,J(1) .

ω Q + αD

Gi(x)

m > 0 λ′
1(1) > 0

m > 0 λ′
1(1) > 0 Λ = λ1(α∗) α∗ ∈]0, 1[ ω = s(Q + αD)

ω ∈ C (πn,i) ∈ C
N×K

Gi(x)

Gi(x) (1 − ε, 1) ε > 0

Gi(x) =
J

∑
j=0

∞

∑
n=0

gi,j,n[log(1 − x)]j
(1 − x)n+α

J ≥ 1 (gi,J,0)1≤i≤K

α = α∗ ω = Λ

G′
i(x) = −

J

∑
j=0

∞

∑
n=0

gi,j,n[j + (n + α) log(1 − x)][log(1 − x)]j−1
(1 − x)n+α−1 .

aix − bi = ai − bi − ai(1 − x) Gi(x) |x| < 1

ω
J

∑
j=0

∞

∑
n=0

gi,j,n[log(1 − x)]j
(1 − x)n+α

− (ai − bi)
J

∑
j=0

∞

∑
n=0

gi,j,n[j + (n + α) log(1 − x)][log(1 − x)]j−1
(1 − x)n+α

+ ai

J

∑
j=0

∞

∑
n=0

gi,j,n[j + (n + α) log(1 − x)][log(1 − x)]j−1
(1 − x)n+α+1

=
K

∑
k=1

Qi,k

J

∑
j=0

∞

∑
n=0

gk,j,n[log(1 − x)]j
(1 − x)n+α .

(1 − x)α[log(1 − x)]J (1 − x)α[log(1 − x)]J−1



我们定义 。我们有

因为  和 ，第⼀个等式表明  是矩阵的特征向量  与特征值相关 。利⽤第2.2节的
符号，我们推导出存在⼀个常数  与 。此外，我们看到第⼆个⽅程采⽤以下形式

矩阵  有⼀个⼀维核，由 。仍然使⽤第2.2节的符号，转置矩阵  有⼀个⼀维核，
由 。（19）的点积与  给予

根据（12），这等效于 。⽤  和 ，这意味着 。所以 。

5特征向量的渐近⾏为

5.1情况 

    现在让我们研究n个⼤特征向量的⾏为  与特征值相关 。让我们直接尝试（4）的解

对于n⼤，我们有

和

所以

为n⼤。我们看到其中的表达式  在（4）中给

所以

如果 ，我们 ，  和  如果 。⽤ ，中的表达式  在（4）中

所以

和

ωgi,J,0 − α(ai − bi)gi,J,0 = ∑
k

Qi,k gk,J,0 ,

ωgi,J−1,0 − (ai − bi)[Jgi,J,0 + αgi,J−1,0] = ∑
k

Qi,kgk,J−1,0 .

γj = (gi,j,0)1≤i≤K

(Q + αD − ωI)γJ = 0 , (Q + αD − ωI)γJ−1 + JDγJ = 0 .

ω = s(Q + αD) γJ ≠ 0 γJ Q + αD s(Q + αD)

κ ≠ 0 γJ = κ w1(α)

[Q + αD − λ1(α)I]γJ−1 + Jκ Dw1(α) = 0 . (19)

[Q + αD − λ1(α)I] w1(α) [QT + αD − λ1(α)I]

v1(α) v1(α)

⟨v1(α), Dw1(α)⟩ = 0.

λ′
1(α) = 0 m > 0 λ′

1(1) > 0 α = α∗ ω = Λ

m < 0

(πn,i) ω1

πn,i = Πn( ki

nβ
+

hi

nβ+1
+ ⋯), n → +∞.

(n + 1)−δ = n−δ(1 + 1/n)−δ ≃ n−δ(1 − δ/n) ≃ n−δ − δ n−δ−1

(n − 1)−δ ≃ n−δ + δ n−δ−1.

n πn,i ≃ Πn( ki

nβ−1
+

hi

nβ
+ ⋯),

(n ± 1)πn±1,i ≃ Πn±1( ki

nβ−1
±

(1 − β)ki

nβ
+

hi

nβ
+ ⋯),

 Πn/nβ−1

0 = −(ai + bi)ki + bi ki Π + ai ki/Π .

(Π − 1)(bi − ai/Π)ki = 0, ∀i.

a1/b1 = maxi ai/bi Π = a1/b1 k1 ≠ 0 ki = 0 i ≠ 1 qi = −Qi,i Πn/nβ

ω1 ki = (biΠ + ai/Π − ai − bi)hi + (ai/Π − biΠ)(β − 1)ki +∑
j

Qi,jkj . (20)

ω1 k1 = (b1 − a1)(β − 1)k1 − q1 k1

0 = (a1 − b1)(bi/b1 − ai/a1)hi + Qi,1k1, ∀i ≠ 1.



我们推论

    或者，我们研究附近的系统（5） 。我们有

对于特征值 ，我们可以选择相关的特征向量  为 。对于整个系列 ，考虑复平⾯中最接近0的奇异点。根
据A. Pringsheim的⼀个定理，该点在轴x> 0上（Queffélec和Zuily，2013年，第54页）。根据（Flajolet和Sedgewick，2009
年），

为 ，在⼀个乘法常数内。这就是我们发现的。

    数值⽰例。再次以数值⽰例（15）为例： 。图2显⽰了与特征值相关的特征向量的渐近⾏为 ，对于 。
这边有 。所以我们有  和 。该图似乎证实了所获得的渐近结果，因为不应考虑n = N附近的边缘效
应。

图2.案例 。我们追踪  （实线）和  （虚线）取决于 。我们使⽤截断
的矩阵  与 。

5.2情况 

    我们怀疑  哪⾥ 。在这两种情况下，（4）中的主导表达式都给出

换句话说，  是矩阵的特征值 。确实，如果我们正在寻找以下形式的解决⽅案 ，我们就像（20）
中的 。⾄于情况

我们有

β = 1 +
ω1 + q1

b1 − a1
, hi =

Qi,1

(b1 − a1)(bi/b1 − ai/a1)
k1 ∀i ≠ 1. (21)

x = b1/a1

G1(x) ∼ (x − b1/a1)(ω1+q1)/(b1−a1).

ω1 πn,i > 0 n ≥ 1 Gi(x)

πn,1 ∼ (a1/b1)n/n1+(ω1+q1)/(b1−a1)

n → +∞

a1 = 2,5 μN N = 1000

Λ = −1 β = 1 k1/h2 = 0,3

a1 = 2,5 nβ(b/a1)nπn,1 nβ+1(b/a1)nπn,2 k1/h2 n

M
(N) N = 1000

m > 0

πn,i ≃ ki/nβ πn,i ≃ ki(log n)/nβ

ω ki = (β − 1)(ai − bi)ki +∑
j

Qi,jkj . (22)

ω Q + (β − 1)D πn,i ≃ ki/nβ

Π = 1

πn,i ≃ (log n)[ ki

nβ
+

hi

nβ+1
+ ⋯],

(n ± 1)πn±1,i ≃ (log n ±
1

n
)[ ki

(n ± 1)β−1
+

hi

(n ± 1)β
] + ⋯

≃ (log n)[ ki

nβ−1
+

hi ± (1 − β)ki

nβ
] + ⋯ ,



再次导致⽅程（22）。这表明  如果  和  如果 。在这两种情况下，  等于1。

6回到特殊情况 

    我们可以考虑2阶满⾜的微分⽅程  ⽽不是⼀阶微分系统  和 。我们得到

除以  通过将有理分数分解为简单元素，我们得到

假设数字 ， 和1完全不同。我们认识到形式的微分⽅程

也就是说具有三个奇异点的黎曼微分⽅程（Roseau，1997，p.229） ，  和 。特⾊参展商分别是

与  和 （13）的解。因此，解决⽅案集可以⽤黎曼符号来表⽰

根据（Roseau，1997，p.229），⼀个⼈可以写

我们定义

我们回到微分超⼏何⽅程的情况

转化为平等 ⾮谐关系之间。所以

β = 1 + α∗ λ′
1(1) > 1 β = 2 λ′

1(1) ≤ 0 Gi(x)

K = 2

G1(x) G1(x) G2(x)

(1 − x)2(a1x − b1)(a2x − b2)
d2G1

dx2

+ (1 − x){[ω + q1 + a1(1 − 2x) + b1](a2x − b2) + (ω + q2)(a1x − b1)} dG1

dx

+ [(ω + q1)(ω + q2) − q1q2]G1 = 0 .

(1 − x)2(a1x − b1)(a2x − b2)

0 =
d2G1

dx2
+ [

1 − ω+q1

a1−b1
− ω+q2

a2−b2

x − 1
+

1 + ω+q1

a1−b1

x − b1

a1

+

ω+q2

a2−b2

x − b2

a2

] dG1

dx

+ [
(ω + q1)(ω + q2) − q1q2

(a1 − b1)(a2 − b2)

(1 − b1

a1
)(1 − b2

a2
)

x − 1
] G1

(x − 1)(x − b1

a1
)(x − b2

a2
)

.

b1/a1 b2/a2

d2G1

dx2
+ [ 1 − k0 − k′

0

x − x0
+

1 − k1 − k′
1

x − x1
+

1 − k2 − k′
2

x − x2
] dG1

dx

+ [
k0k

′
0(x0 − x1)(x0 − x2)

x − x0
+

k1k
′
1(x1 − x2)(x1 − x0)

x − x1

+
k2k

′
2(x2 − x1)(x2 − x0)

x − x2
] G1

(x − x0)(x − x1)(x − x2)
= 0,

x0 = 1 x1 = b1/a1 x2 = b2/a2

(k0, k′
0) = (α+,α−), (k1, k′

1) = (0, −
ω + q1

d1
), (k2, k′

2) = (0, 1 −
ω + q2

d2
),

α+ α−

G1(x) = P .

⎧⎪⎨⎪⎩ 1 b1

a1

b2

a2

α+ 0 0 x

α− − ω+q1

d1
1 − ω+q2

d2

⎫⎪⎬⎪⎭G1(x) = ( x − 1

x − b1

a1

)
α+

P .

⎧⎪⎨⎪⎩ 1 b1

a1

b2

a2

0 α+ 0 x

α− − α+ α+ − ω+q1

d1
1 − ω+q2

d2

⎫⎪⎬⎪⎭A = α+, B = α+ −
ω + q1

d1
, C = 1 + α+ − α−.

y =
x − 1

x − b1

a1

 

b2

a2
− b1

a1

b2

a2
− 1

,

(y, 0; ∞, 1) = (x, 1; b1/a1, b2/a2)

G1(x) = ( x − 1

x − b1

a1

)
α+

P .
⎧⎪⎨⎪⎩ 0 ∞ 1

0 A 0 y

1 − C B C − A − B

⎫⎪⎬⎪⎭



超⼏何函数是

带有符号 。如果x在1附近，则变量y在0附近。根据微分超⼏何⽅程的理论，存在常数  和 
 与

规定 ，也就是说 。福克斯展商的解决⽅案  在  对应于  ：

案⼦ 

    我们假设例如 。我们采取  与相关的本征函数 。我们选择  这样 。所
以

来⾃（13）。我们定义

这是的值X为其中 。我们有 。 如果0 <x <ξ的 变量y减⼩

最⾼-1。如果 ，应替换表达式（23）

（C. Jordan，1896）§182的表达式（18），其中  从1/2增长到1。

    再次以数值⽰例（15）为例： 。图3显⽰了⽣成函数  和  ⽤与 。在这⾥  标准化 
。我们使⽤霍纳⽅法评估⽣成序列。我们将它们与公式（23）和（24）进⾏⽐较。这边有 。选择归⼀化

的乘法因⼦，以便通过两种⽅法获得的函数是可叠加的。

F(α,β; γ; z) = ∑
n≥0

(α)n(β)n

(γ)n

zn

n!
, |z| < 1

(α)n = α(α + 1) … (α + n − 1) κ1

κ2

G1(x) = ( x − 1

x − b1

a1

)
α+

[κ1F(A,B; C; y)

+ κ2 y
1−C F(A − C + 1,B − C + 1; 2 − C; y)],

C ≠ 1 α− ≠ α+ α+ x = 1 κ2 = 0

G1(x) = κ1(
x − 1

x − b1

a1

)
α+

F(A,B; C; y). (23)

m < 0

a2/b2 < a1/b1 < 1 α+ = 1 ω1 = s(Q + D) κ1 G1(0) = 1

α− =
ω1 + q1

d1
+

ω1 + q2

d2
− 1

ξ =

b2

a2
− 2 b1

a1
+ b1b2

a1a2

2 b2

a2
− b1

a1
− 1

.

 y = −1 1 < ξ < b1/a1

(
a1

b1

b2

a2
− 1)/(

b2

a2
− 1) ∈]0, 1[

ξ < x < b1/a1

G1(x) = κ1(
x − 1

x − b1

a1

)
α+

(1 − y)−A F(A, C − B; C;
y

y − 1
)

= κ1(
x − 1

x − b2

a2

 

b2

a2
− 1

b1

a1
− 1

)
α+

F(A, C − B; C;
y

y − 1
), (24)

y
y−1

a1 = 2,5 G1(x) G2(x) μN N = 4000

G1(0) = 1 ξ ≃ 1,105



图3.案例 。我们追踪⽣成函数  （实线）和 （虚线）作为x的函数。⼀个⽤于矩阵计算 
与 。公式（23）和（24）  ⽤⼩圆圈和正⽅形表⽰。

案⼦  和 

    我们假设例如 。现在有

表达式（23）不再适⽤，因为该变量  分歧于 。对于 ， 减少0到1到-1之间的数字。我们以这个
间隔为（C. Jordan，1896，§182）的表达式（32），

与 ，  和  这样 。但是，在这段时间⾥ ，我们采⽤（C. Jordan，1896，§182）的
表达式（34），其中  从1/2增加到1：

    再次以数值⽰例（15）为例： 。图4⽰出了公式（25）和（26）。它们与⽤特征向量构造的⽣成函数很好地吻合。
这边有 。

a1 = 2,5 G1(x) G2(x) M
(N)

N = 4000 G1(x)

m > 0 λ′
1(1) ≤ 0

a1/b1 > 1 > a2/b2

0 < b1/a1 < ξ < 1.

y x = b1/a1 < 1 0 < x < ξ y−1

G1(x) = κ1(
x − 1

x − b1

a1

)
α+

y−A F(A,A + 1 − C;A + 1 − B; y−1)

= κ1(
b2

a2
− 1

b2

a2
− b1

a1

)
α+

F(A,A + 1 − C;A + 1 − B; y−1), (25)

α+ = 1 ω1 = s(Q + D) κ1 G1(0) = 1 ξ < x < 1

(1 − y)−1

G1(x) = κ1(
x − 1

x − b1

a1

)
α+

y−A(1 − 1/y)−A F(A, C− B;A + 1 − B; (1 − y)−1)

= κ1(
x − 1

x − b2

a2

 

b2

a2
− 1

1 − b1

a1

)
α+

F(A, C− B;A + 1 − B; (1 − y)−1). (26)

a1 = 3,2

ξ ≃ 0,97



图4.情况 。公式（25）[⼩圆圈]和（26）[⼩⽅块]的⽐较  与特征向量相关的⽣成函数  （实
线）， 。

案⼦  和 

    表达式（25）和（26）可能不再有效，即使 。必须将它们替换为包含对数项的表达式。如果 ，我
们有  和 根据公式（14）。在这种情况下，我们⽆法获得提⽰性图表。

7包括马尔可夫链

    对于次临界连接过程  （（ ）在具有相同分布的独⽴环境的随机环境中，

哪⾥ 表⽰⽣成函数（Dekking，1988； Geiger等，2003）。令μ为（27）右侧的最⼩值。在“弱亚临界”情况下，

我们有

保持恒定 。在“⾼度次临界”情况下，

我们有  和

保持恒定 。该过程是次临界的，如果 。

    让我们回到我们的⽣死过程。我们将⾃⼰限制在以下两种情况下： 。我们定义

如果 ，它是⼀段时间后个体数量的⽣成函数  从环境中时间0的个⼈开始 （Hillion，1986）。⽆论如何

过了⼀会⼉ ，环境从状态1切换到状态2。 ，环境切换回状态1。相关的概率密度为  和 。然后考虑包含的
马尔可夫链  （（ ）仅查看时间0和时间之间的变化 。我们称它为⼀代。⽣成函数是

a1 = 3,2 G1(x) μN

N = 104

m > 0 λ′
1(1) > 0

α+ = α− = α∗ a1 = 3,5

Λ = −0,2 α∗ = 0,6

Zn n = 0, 1, …

lim
n→∞

[P(Zn > 0)]1/n = min
0≤α≤1

E(f ′(1)α) , (27)

f(x)

E(f ′(1) log f ′(1)) > 0,

P(Zn > 0) ∼ c n−3/2μn, n → ∞

c > 0

E(f ′(1) log f ′(1)) < 0,

μ = E(f ′(1))

P(Zn > 0) ∼ c μn, n → ∞

c > 0 E(log f ′(1)) < 0

K = 2

ϕi,t(x) =
bi(1 − x)e(ai−bi)t + aix − bi

ai(1 − x)e(ai−bi)t + aix − bi
.

ai ≠ bi t i

ϕ′
i,t(1) = e(ai−bi)t = edi t.

t1 t2 q1e
−q1t1 q2e

−q2t2

Zn n = 0, 1, … t1 + t2



特别是 。该分⽀过程是次临界的。确实，我们有

因为 。在以下情况下，连接过程是⾮常次关键的

在这种情况下，我们有

请注意，如果  和 ，那么该过程⾮常次临界。在弱亚临界情况下，我们有

⼀些计算显⽰

请注意，这个数字是  当且仅当 。

    对于我们的数值⽰例，公式（28）显⽰，当 。奇怪的是，此阈值与区分案例的阈值不同  和 
 与 ⽤于⽣与死的线性过程。最后⼀个阈值是  从第3节开始。但是，包含的马尔可夫链

收敛到灭绝的速率与连续时间过程执⾏的速率⼏乎没有关系。

8结论

    关于特征值和特征向量的⾏为，还有许多要澄清的地⽅。在可能的概括中，⼈们可以认为，如果系数 ，  和  是功能
-时间周期 ，然后  将等于 ，在哪⾥  指定主要的Floquet指数并替换频谱范围。
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Picard Ph (1965) Sur les modèles stochastiques logistiques en démographie. Ann I H Poincaré B 2 :  151– 172
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