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Overzicht

We verkrijgen een expliciete formule voor het uitsterven van lineaire subkritische geboorte- en doodsprocessen in een willekeurige omgeving. Deze formule
wordt geïllustreerd door de eigenwaarde van het grootste reële deel numeriek te berekenen voor de afgeknotte matrix van de hoofdvergelijking. De
genererende functie van de bijbehorende eigenvector controleert een enkelvoudig systeem van Fuchs-type differentiaalvergelijkingen. Bijzondere aandacht
wordt besteed aan het geval van twee omgevingen, wat leidt tot een Riemann-differentiaalvergelijking.

1 Inleiding

    Stel dat de omgeving oscilleert tussen een eindig aantal K staten ( ) na een homogene continue Markov-keten.  is de matrix waarvan de
transponering de oneindig kleine generator van deze ketting is:

We nemen aan dat de matrix Q onherleidbaar is. Er is een enkele vector  met

(Sericola, 2013, p.152).

    Het aantal individuen dat evolueert in deze willekeurige omgeving is n . In de omgeving ik ( ), stel dat we een lineair proces van geboorte en dood
van parameters hebben

 voor geboorten
 voor de doden,

met  en . Met andere woorden, gedurende een oneindig klein tijdsinterval dt ,

met een waarschijnlijkheid , elk individu baart een nieuw individu,
elk individu sterft met een waarschijnlijkheid .

    Stel dat er op het moment t = 0 is  individuen ( ) en het milieu is . De kans om n individuen in omgeving i te hebben op tijdstip t is . Dus
we hebben  als  en anders. De belangrijkste vergelijking is

voor  en . Maar  is afwezig voor . Zoals (Lotka, 1939), laten we definiëren

Dat zullen we altijd aannemen : de bevolking gaat vrijwel zeker uit (Cogburn en Torrez, 1981; Bacaër en Ed-Darraz, 2014). Het is het subkritische
regime. Als , men heeft

Het uitstervingspercentage bestaat en is niet afhankelijk van n ≥ 1 of i

(Collet et al., 2013, paragraaf 4.5). Het hangt ook niet af van de oorspronkelijke toestand . Het probleem is om dit tarief expliciet te bepalen.

    We gebruiken enkele notaties:

 is het echte deel van een complex getal
is het spectrum van een matrix M .

 is de spectrale grens
A is de diagonale matrix

.

Wanneer de matrix M coëfficiënten heeft buiten de diagonaal die positief of nul zijn, wat altijd het geval zal zijn hieronder, volgt uit de stelling van Perron en
Frobenius dat Ook een eigenwaarde van M .
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K ≥ 2 Q = (Qi,j)

Qi,j ≥ 0 ∀i ≠ j, ∑
i

Qi,j = 0 ∀j.

u = (ui)

Qu = 0, ∑
i

ui = 1

1 ≤ i ≤ K

nai
n bi

ai > 0 bi > 0

ai dt
bi dt

n0 n0 ≥ 1 i0 pn,i(t)
pn,i(0) = 1 (n, i) = (n0, i0) pn,i(0) = 0

dpn,i

dt
= ai(n − 1)pn−1,i + bi(n + 1)pn+1,i − (ai + bi)n pn,i +∑

j

Qi,jpn,j (1)

n ≥ 0 1 ≤ i ≤ K pn−1,i n = 0

R0 =
∑K

i=1 ai ui

∑K
i=1 bi ui

.

R0 < 1
t → +∞

p0,i(t) → ui, pn,i(t) → 0, ∀n ≥ 1, ∀i.

ω1 = lim
t→+∞

1

t
log pn,i(t) (2)

(n0, i0)

R(⋅)
σ(M)
s(M) = max{R(λ); λ ∈ σ(M)}

diag[a1, … , aK]
B = diag[b1, … , bK]
D = A − B = diag[d1, … , dK]

s(M)
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    In sectie 2 gebruiken we een resultaat van (D'Souza en Hambly, 1997) over vertakkingsprocessen in een willekeurige omgeving om aan te tonen dat

We bestuderen ook de variaties van de functie  en de afgeleide , wat leidt tot het onderscheiden van drie gevallen:

degene waar  ;
degene waar  en  ;
degene waar  en .

In de eerste twee gevallen wordt het minimum Λ in het interval [0,1] bereikt op α = 1 , zodat .

    In sectie 3 zien we dat de spectrale grens van de afgeknotte matrix van de hoofdvergelijking vormt een toenemende volgorde. Vervolgens rekenen we
numeriek in een reeks voorbeelden. We merken met name de traagheid op, ongetwijfeld logaritmisch, waarmee  convergeert naar  in het derde
hierboven genoemde geval.

    Vanaf paragraaf 4 zijn we geïnteresseerd in de andere eigenwaarden en de bijbehorende eigenvectoren, waarvoor we slechts zeer gedeeltelijke resultaten
behalen. We transformeren eerst het eigenwaardeprobleem

in een enkelvoudig differentieel systeem van het Fuchs-type (Methée, 1959)

voor de generatorfunctie

Als de eigenvector  daalt geometrisch ten opzichte van n , dan is de eigenwaarde ω noodzakelijkerwijs gelijk aan de eigenwaarde van een matrix
 met geheel getal ν . Als  en , bouwen we eigenlijk analytische oplossingen van het systeem (5) in de buurt van x = 1 . De

karakteristieke vergelijking van het Fuchsiaanse systeem is

met andere woorden,  is een eigenwaarde van de matrix . Deze karakteristieke vergelijking wordt verkregen door oplossingen te zoeken die zich
gedragen als  in de buurt van .

    Laten we het derde geval bestuderen: de functie  bereikt zijn minimum binnenin . Als

de ontwikkeling van in de buurt van x = 1 bevat een logaritmische term,

dus en ω = Λ. Bovendien verschijnen in de Fuchs-theorie de logaritmische termen wanneer de karakteristieke vergelijking (7) een dubbele wortel
heeft, in het bijzonder de tak . Vanwege de convexiteit van de functie , dit gebeurt alleen voor ω = Λ,.

    In paragraaf 5 bestuderen we direct het asymptotische gedrag van de limiet eigenvector  geassocieerd met . Sectie 6 legt de link wanneer K = 2
met een Riemann differentiaalvergelijking. In paragraaf 7 zijn we geïnteresseerd in de Markov-keten, deze laatste valt in het kader van het werk van (Dekking,
1988) en (Geiger et al., 2003). We merken op dat de drempel tussen de zwak en sterk subkritische regimes niet dezelfde is als die waar .

    Om ons probleem beter te situeren in relatie tot sommige andere werken, merken we op dat het systeem (1) een "niet-homogeen proces van quasi geboorte
en dood" is; zie bijvoorbeeld (Sericola, 2013, p. 350) of (Latouche en Ramaswami, 1999, hoofdstuk 12), die de stationaire distributie bespreken, maar niet de
mate van convergentie ernaar. Verder in een constante omgeving met

men heeft , waar is de identiteitsmatrix. Dus  en formule (3) geeft . Dit is bekend ofwel door directe
berekening (Hillion, 1986, hoofdstuk V), of als een speciaal geval van de resultaten van Karlin en McGregor op de geboorte- en doodprocessen (Collet et al.,
2013, sectie 5.9.2). De generalisaties van deze laatste resultaten naar de 'quasi-processen van geboorte en dood' (Clayton, 2010) hebben alleen betrekking op
gevallen waarin het 'spectrum' echt is. Dit is over het algemeen niet het geval in ons model. Ten slotte grijpt model (1) in als linearisatie van bepaalde niet-
lineaire populatiemodellen, en met name epidemische modellen (Bacaër, 2016).

2 De formule voor het uitstervingspercentage

2.1 Tijdsdiscretie van de omgeving en doorgang tot het uiterste

    is de transpositie van een matrix M (of van een vector). We kiezen een kleine stap in de tijd . De matrix

is de matrix van een Markov-keten in discrete tijd. Men heeft  voor alles en j aangezien de matrix Q onherleidbaar is. De omgeving blijft gedurende
een tijdsstap δ geblokkeerd in toestand i . Dan springt de omgeving met een waarschijnlijkheid naar staat j . In het tijdsinterval δ volgt de populatie een
lineair proces van geboorte en dood van parameters  en als de omgeving zich in staat i bevindt . Een individu genereert dus gemiddeld

individuen. Men heeft . We zitten dus in het kader van een vertakkingsproces in een Markov-omgeving. Enkele notaties:

Als is een opeenvolging van k doorkruiste omgevingen,

ω1 = Λ := min
0≤α≤1

s(Q + αD) . (3)

α ↦ λ1(α) = s(Q + αD) λ′
1(α)

m = maxi(ai − bi) ≤ 0
m > 0 λ′

1(1) ≤ 0
m > 0 λ′

1(1) > 0

ω1 = s(Q + D)

μN

μN μN ω1

ω πn,i = ai(n − 1)πn−1,i + bi(n + 1)πn+1,i − (ai + bi)n πn,i +∑
j

Qi,jπn,j , (4)

ω Gi(x) + (1 − x)(aix − bi)G′
i(x) = ∑

j

Qi,jGj(x) (5)

Gi(x) = ∑
n≥0

πn,i xn . (6)

(πn,i)
Q + νD ≥ 0 m < 0 ω = s(Q + νD)

det(Q + αD − ωI) = 0 ; (7)

ω Q + αD
(1 − x)α x = 1

λ1(α) ]0, 1[

ω = s(Q + αD)
Gi(x)

α = α∗

ω = s(Q + αD) α ↦ s(Q + αD)

π = (πn,i) ω1

Λ ≠ s(Q + D)

ai = a, bi = b > a, ∀i,

D = (a − b)I I s(Q + αD) = α(a − b) ω1 = a − b

M T δ > 0

P = eQTδ

Pi,j > 0 i

Pi,j

n ai n bi

mi = e(ai−bi)δ

0 < mi < +∞

(ξ0, ξ1, … , ξk−1)

θk = mξ0mξ1 … mξk−1 .



Voor ,

waar  geeft wiskundige verwachting aan
is de grootte van de populatie aan het einde van k- groottestap δ

 de matrix gegeven door 

 : de spectrale straal van de positieve matrix .

Dus is de kans dat de populatie niet zal uitsterven. Corollary 1.8 van (D'Souza en Hambly, 1997) laat dat zien

In ons geval de verwachting van  wordt expliciet berekend:

Uit (8) en (10) volgt dat

Het is ook een analytische functie van α omdat  is een simpele eigenwaarde van de positieve matrix . De limiet (9) is daarom gelijk aan
. Het uitstervingspercentage ω in continue tijd is daarom

Laten we in het bijzonder nemen  met een geheel getal . Dus . Maar

van de formule van Sophus Lie. De spectrale straal is een continue functie, we hebben

Omdat , concluderen we dat

Ten slotte verzekert Propositie 4.12 van (Collet et al., 2013) de gelijkheid van uitstervingspercentages gedefinieerd met (2) of met de kans op niet-uitsterven
zoals in de linkerkant van vergelijking (9). We vonden dus de formule voor de snelheid van uitsterven in continue tijd.

2.2 Studie van de functie 

    We definiëren

Stelling 1 .

Als , dus .
Als  en , dan hebben we ook .
Als  en , dan is er een uniek  met .

    Bewijs . Als  is een vector,

 als  voor alles 
 als  en 
 als  voor alles .

We gebruiken identieke notaties voor de matrices.

    Laten we terugkeren naar de redenering van sectie 9 van (Bacaër, 2016) maar met  en niet . De matrix is onherleidbaar voor alle α
omdat de matrix Q onherleidbaar is en de matrix D diagonaal. Dus  is een simpele eigenwaarde van de matrix ,

waar  en  duidt het gebruikelijke scalaire product van echte vectoren aan.  is ook een simpele eigenwaarde van de getransponeerde
matrix ,

Uit de eenvoudige eigenwaarde verstoringsstelling, weten we dat de functie  is differentieerbaar en

α ∈ R

Φ(α) = lim
k→∞

1

k
logE(θαk ) , (8)

E(⋅)
Zk

1 = (1, … , 1)
Σ(α) Σi,j(α) = Pi,jm

α
j

Σ(α) = P diag[mα
1 , … ,mα

K]

ρ(Σ(α)) Σ(α)

P(Zk > 0)

lim
k→∞

P(Zk > 0)1/k = exp( inf
0≤α≤1

Φ(α)) . (9)

θαk = mα
ξ0
mα

ξ1
…mα

ξk−1

E(θαk ) = (0  …  0 mα
i0

 0  …  0) (Σ(α))k−1
1

T. (10)

Φ(α) = log ρ(Σ(α)).

ρ(Σ(α)) Σ(α)
min{ρ(Σ(α)); 0 ≤ α ≤ 1}

ω =
1

δ
log min

0≤α≤1
ρ(Σ(α)) = min

0≤α≤1
log([ρ(Σ(α))]1/δ

).

δ = 1/h h ≥ 1 [ρ(Σ(α))]
1/δ

= ρ(Σ(α)h)

Σ(α)h = [eQT/h eαD/h]
h

⟶
h→∞

eQ
T+αD

ρ(Σ(α)h) ⟶
h→∞

ρ(eQT+αD) = es(QT+αD) .

s(QT + αD) = s(Q + αD)

ω⟶
δ→0

  min
0≤α≤1

s(Q + αD) .

α ↦ s(Q + αD)

λ1(α) = s(Q + αD), Λ = min
0≤α≤1

λ1(α), m = max
1≤i≤K

(ai − bi) = max
i

di . (11)

m ≤ 0 Λ = λ1(1)
m > 0 λ′

1(1) ≤ 0 Λ = λ1(1)
m > 0 λ′

1(1) > 0 α∗ ∈]0, 1[ Λ = λ1(α∗)

v = (vi)

v ≥ 0 vi ≥ 0 i
v > 0 v ≥ 0 v ≠ 0
v ≫ 0 vi > 0 i

R0 < 1 R0 > 1 Q + αD

λ1(α) Q + αD

∃! w1(α) ≫ 0, (Q + αD)w1(α) = λ1(α)w1(α), ⟨1T,w1(α)⟩ = 1,

1 = (1, … , 1) ⟨⋅, ⋅⟩ λ1(α)
QT + αD

∃! v1(α) ≫ 0, (QT + αD) v1(α) = λ1(α) v1(α), ⟨v1(α),w1(α)⟩ = 1.

λ1(α)

λ′
1(α) = ⟨v1(α),Dw1(α)⟩ . (12)



Speciaal voor , men heeft , ,  en

omdat .

    Als , de functie  neemt af omdat . Overweeg nu het geval waar . Onthoud dat . De functie is convex
(Cohen, 1981). Dus is een toenemende functie. Bovendien, als , men heeft . De functie is in dit geval
strikt convex omdat het niet affiniteit heeft (Nussbaum, 1986). Er is dus een uniek  met .

    Er zijn dus drie gevallen:

Als , dus .
Als  en , dus  en  afneemt over het interval , dus we hebben nog steeds .
Als  en , dus  en .

2.3 Het geval van twee omgevingen

    We nemen aan . Als  voor , dus

De karakteristieke vergelijking  is geschreven

Deze relatie tussen  en  beschrijft een hyperbool in het vliegtuig . Het kan ook worden geschreven

Bovendien  is dat

en

Als , of als  en , men heeft . Als  en , we moeten hebben . Stel in dit geval bijvoorbeeld dat
 en . Door de discriminant van (13) te schrappen, vinden we na een kleine berekening dat

Merk dat op  en  als , d.w.z. als .

3 De afgeknotte matrix

    Als , dan wordt de hoofdvergelijking geschreven , waar is een oneindige matrix. Laten we de
matrix knippen

met . We definiëren .

Stelling 2 . Voor iedereen , men heeft . Het vervolg  heeft daarom een   limiet als namelijk .

    Bewijs . Een Metzler-matrix is   een matrix waarin alle coëfficiënten buiten de diagonaal ≥ 0 zijn. De matrix is een onherleidbare Metzler-matrix omdat
Q onherleidbaar is,  en  voor alles . We kunnen daarom de consequenties gebruiken van de stelling van Perron en Frobenius met betrekking tot
de spectrale grens van Metzler-matrices; zie bijvoorbeeld (Nkague Nkamba, 2012, Stelling 30). Als  dus

Omdat , leiden we dat af . Dus

     is een eigenwaarde van de matrix 

α = 0 λ1(0) = s(Q) = 0 w1(0) = u v1(0) = 1
T

λ′
1(0) = ⟨1T,Du⟩ =

K

∑
i=1

(ai − bi)ui < 0

R0 < 1

m ≤ 0 α ↦ λ1(α) D ≤ 0 m > 0 λ′
1(0) < 0 α ↦ λ1(α)

α ↦ λ′
1(α) α → +∞ λ1(α) ∼ αm → +∞ α ↦ λ1(α)

α∗ > 0 λ′
1(α∗) = 0

m ≤ 0 Λ = λ1(1)
m > 0 λ′

1(1) ≤ 0 α∗ ≥ 1 α ↦ λ1(α) [0, 1] Λ = λ1(1)
m > 0 λ′

1(1) > 0 α∗ ∈]0, 1[ Λ = λ1(α∗)

K = 2 Qi,i = −qi i = 1, 2

Q = ( ), u1 =
q2

q1 + q2
, u2 =

q1

q1 + q2
.

−q1 q2

q1 −q2

det(Q + αD − ωI) = 0

ω2 − (−q1 + αd1 − q2 + αd2)ω + (−q1 + αd1)(−q2 + αd2) − q1q2 = 0 .

ω α (ω,α)

α2 − α( ω + q1

d1
+

ω + q2

d2
) +

(ω + q1)(ω + q2) − q1q2

d1d2
= 0. (13)

λ1(α) = s(Q + αD)

2λ1(α) = −q1 − q2 + α(d1 + d2) +√[α(d1 − d2) + q2 − q1]2 + 4q1q2

2λ′
1(1) = d1 + d2 +

(d1 − d2)(d1 − d2 + q2 − q1)

√(d1 − d2 + q2 − q1)2 + 4q1q2

.

m ≤ 0 m > 0 λ′
1(1) ≤ 0 Λ = λ1(1) m > 0 λ′

1(1) > 0 d1d2 < 0
d1 > 0 d2 < 0

Λ = −
(√−q1d2 − √q2d1)

2

d1 − d2
, α∗ =

1
2
[ Λ + q1

d1
+

Λ + q2

d2
]. (14)

Λ = 0 α∗ = 0 q1d2 + q2d1 = 0 R0 = 1

p = (p0,1, … , p0,K, … , pn,1, … , pn,K, …)T dp
dt = Mp M

M

M
(N) = = ( )

⎛⎜⎝Q B 0 0 ⋯ 0
0 Q − S 2B 0 ⋯ 0
0 A Q − 2S 3B 0
0 0 2A Q − 3S 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋱
0 0 0 0 Q − NS

⎞⎟⎠ Q ∗

0 U
(N)

S = A + B μN = s(U (N))

N ≥ 1 μN < μN+1 < 0 (μN) N → +∞ ω1

U
(N)

ai > 0 bi > 0 i

e = (1, … , 1)T

(U (N))Te = (−b1, … , −bK, 0, … , 0, −Na1, … , −NaK) < 0 = 0 ⋅ e.

e ≫ 0 s((U (N))T) < 0

μN = s(U (N)) = s((U (N))T) < 0.

μN U
(N)



Vector is samengesteld uit N blokken van maat K , . Overweeg de vector

0 die ook de grootte K . Dus

Omdat , men heeft . Omdat , leiden we dat af .

    Laten we als numerieke waarden nemen

Dus . De parameter varieert bijvoorbeeld tussen 2 en 5; deze bovengrens komt overeen met . Voor kleine waarden van N , meestal tot
, software zoals Scilab berekent het volledige spectrum van de matrix . Anders berekenen we de kleinste eigenwaarde van en de

bijbehorende eigenvector door een iteratieve methode toegepast op de inverse matrix. Men profiteert van de tridiagonale blokstructuur voor de inversie bij
elke iteratie (Artalejo et al., 2013). Met dit algoritme kunnen we zo ver gaan  zonder al te veel problemen.

    Figuur 1 laat zien  afhankelijk van  voor N vast maar groot. Het iteratieve algoritme wordt gestopt wanneer twee opeenvolgende schattingen van
verschillen minder dan . De figuur is ook weergegeven in stippellijnen en volgens  het getal Λ gegeven door formule (3), dat is  als  en
die wordt gegeven door formule (14) wanneer . Men heeft  als  en  als , met . De overeenkomst
tussen Λ en de limiet van  lijkt waarschijnlijk. Convergentie is echter extreem traag, misschien logaritmisch, wanneer  komt dicht bij 1, vooral wanneer

.

Figuur 1. Gestippelde lijn:  gegeven door formule (3) als functie van . Doorlopende lijnen met stippen:  voor , ,  en 
(van onder naar boven).

4 Eigenvectoren en andere eigenwaarden

    We zijn nu geïnteresseerd in de limiet  van de eigenvector geassocieerd met evenals naar de andere eigenwaarden en vectoren. In dit opzicht
zullen we slechts zeer gedeeltelijke resultaten behalen.

4.1 Een Fuchsiaans systeem

    , ,  is de verzameling van complexe getallen en  de afgeleide met betrekking tot de variabele .

Stelling 3 .

Als we vergelijking (4) hebben, met  en ,
als de genererende serie (6) een convergentiestraal ≥ R heeft ,

dus  is oplossing van het systeem (5) voor ,  en .

    Bewijs . Men heeft

Net als in het klassieke geval met constante omgeving (Hillion, 1986), vermenigvuldigen we (4) met . De som van alle n≥ 0 geeft

Dit komt overeen met (5).

∃W (N) ≫ 0, U
(N)
W

(N) = μN W
(N).

W
(N)

W
(N) = (W (N)

1 , … ,W (N)
N )

W̃ = (W (N), 0)

U
(N+1)

W̃ = = .

⎛⎜⎝ ⋮

U
(N) 0

(N + 1)B

⋯ 0 NA Q − (N + 1)S

⎞⎟⎠⎛⎜⎝W (N)

0

⎞⎟⎠ ⎛⎜⎝ μN W
(N)

NAW
(N)
N

⎞⎟⎠NAW
(N)
N ≫ 0 U

(N+1)
W̃ > μNW̃ W̃ > 0 μN+1 > μN

q1 = q2 = 1, a2 = 1, b1 = b2 = 3 . (15)

u1 = u2 = 0,5 a1 R0 = 1
N = 103  U

(N) − U
(N)

N = 106

μN a1 μN

10−4 a1 λ1(1) λ′
1(1) ≤ 0

λ′
1(1) > 0 λ′

1(1) < 0 a1 < a∗
1 λ′

1(1) > 0 a1 > a∗
1  a∗

1 ≃ 3,2829
(μN ) R0

a1 > a∗
1

Λ a1 μN N = 103 104 105 106

N → ∞ μN

K = {1, 2, … , K} N = {0, 1, 2, …} C
′ x

ω ∈ C (πn,i) ∈ C
N×K

Gi(x) x ∈ C |x| < R 1 ≤ i ≤ K

G′
i(x) =∑

n≥1

n πn,i xn−1, ∀|x| < R.

xn

ω Gi(x) = ai x2 G′
i(x) + bi G′

i(x) − (ai + bi)x G′
i(x) +∑

j

Qi,jGj(x).



Opmerkingen.

We merken op dat (5) een probleem is van de eigenwaarde voor een enkelvoudig differentieel systeem. Dit systeem is van het type Fuchs als
voor alles (Methée, 1959). Het systeem heeft een bijzonderheid in  en in  voor . Men heeft  als . We kunnen
ook het systeem schrijven

Een voorbeeld van een Fuchs-type scalaire differentiaalvergelijking van orde 2 verscheen in de studie van kwadratische geboorte- en doodsprocessen in
een constante omgeving (Picard, 1965).

4.2 Eigenwaarden wanneer de convergentiestraal > 1 is

Stelling 4 .

Als we vergelijking (4) hebben, met ,  en ,
als de genererende series (6) een convergentiestraal hebben die strikt groter is dan 1,

dan is er een geheel getal zodat ω een eigenwaarde van de matrix Q + ν D .

    Bewijs . Laten we redeneren door het absurde. Stel dat voor alles ,  is geen eigenwaarde van . De functies  zijn analytisch op een schijf
 met . Als x convergeert naar 1 in (5):

Maar ω is geen eigenwaarde van Q . Dus  voor alles .

    Laat een geheel getal zijn . Stel dat we door inductie hebben aangetoond . We leiden v keer vergelijking (5) af met betrekking tot x en
we gebruiken de formule van Leibniz voor het product van  en . Men heeft

waar geeft de coëfficiënt van de binominale aan. De polynoom is van graad 2 in x . Alleen uitdrukkingen met  zijn niet nul in
de som aan de linkerkant:

We laten x convergeren naar 1 en vinden we met de inductiehypothese

Echter ω geen eigenwaarde van de matrix . Dus  voor alles .

    Dat hebben we dus laten zien  voor alles  en voor iedereen . Aangezien de functie  is analytisch, we hebben  in de buurt
van , en zelfs  over de hele schijf volgens het principe van analytische extensie. Dus  voor alles  en 

. Dit is in tegenspraak met de hypothese .

Opmerkingen.

De eigenwaarden van de matrices Q + ν D zijn niet noodzakelijkerwijs allemaal reëel, zodat het systeem (5) niet onder de theorie van Weyl en Kodaira
valt (Dieudonné, 2003) of de studie van (Clayton, 2010 ) over bepaalde quasi-processen van geboorte en dood. Deze eigenwaarden zijn echter allemaal
reëel wanneer K = 2 . Omdat de eigenwaarde  is heel echt; de andere eigenwaarde is ook echt.
In de omgeving van kan het systeem (16) worden geschreven

Als  is de vector , het systeem is van het formulier

met

en . Als de convergentie straal van de serie is > 1 , dan is  is analytisch in een wijk van . Bovenstaand systeem
heeft dus een analytische oplossing in een buurt van . Volgens (Gantmacher, 1966, p. 155) bestaat er een geheel getal  waarvoor ν een
eigenwaarde is van . Er is dus een vector  met

Dus
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en ω is een eigenwaarde van . Dit is elementair aangetoond in Propositie 4.

    Voorbeeld. Neem de numerieke waarden (15) mee . In dit geval hebben we . Voor , de eerste twintig eigenwaarden van de matrix 
 worden ruwweg gegeven door de volgende tabel:

Nu de eigenwaarden van  zijn 0 en , die van  zijn  en , die van  zijn  en , die van  zijn 
 en , die van  zijn  en , enz. Ze zijn goed te vinden in de bovenstaande tabel. Kortom, het lijkt erop

dat de eigenwaarden van  convergeren wanneer  naar de eigenwaarden van matrices  voor  en  convergeert naar
. Onthoud dat hier  omdat .

4.3 Het geval waar  voor alles 

    We nemen aan . Laten we formeel een oplossing zoeken in de buurt van x = 1 van het systeem (5) van het formulier

Men heeft

Men heeft . We identificeren de coëfficiënten van . We krijgen

voor alles .  is afwezig als . Met , (17) is een oplossing van (5) als

    Door te kiezen wordt een eerste type oplossing verkregen  tussen de eigenwaarden van  en een bijbehorende eigenvector. De relatie (18) maakt het
mogelijk om te berekenen  voor , op voorwaarde dat de matrix  is altijd omkeerbaar.

    Door te kiezen wordt een tweede type oplossing verkregen  met ,  een eigenwaarde van  en een bijbehorende
eigenvector. Vervolgens berekenen we  voor  met vergelijking (18), op voorwaarde dat de matrix  is altijd omkeerbaar.

    Laten we in het bijzonder nemen  met een geheel getal . Omdat  voor alles , men heeft . Bovendien is
onherleidbaar. Dus voor een heel getal , men heeft

Dus . De matrix  is een inverteerbare Metzler-matrix en . Men heeft

voor alles . Als ,

dus

De serie (17) komt overeen met . De serie (17) voor  komen allemaal samen voor .

4.4 Een convergentieradius gelijk aan 1

    In de twee vorige secties hebben we de eigenwaarden van de matrices Q + ν D besproken voor een geheel getal ν ≥ 0 . Echter (Bacaër en Ed-Darraz, 2014)
hebben al een voorbeeld belicht waar  maar waar de eigenwaarde  van de matrix  is strikt positief: neem gewoon , 

, ,  (dus ). Ons aanvankelijke probleem kan geen positieve eigenwaarde hebben. We concluderen in het bijzonder dat de
genererende serie  hebben niet altijd een convergentie straal . De volgende propositie verbindt het gedrag van  dichtbij  met de parameter

.

Stelling 5 .

Als we vergelijking (4) hebben, met ,  en ,
als de genererende serie (6) een convergentieradius heeft gelijk aan 1,
als er een echt nummer is , een geheel getal  en analytische functies  in een schijf gecentreerd in  met

over een interval  met ,
als de vector  is niet nul,
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dus  is een eigenwaarde van de matrix .

    Bewijs . Men heeft

 is oplossing van vergelijking (5) voor . We delen door . Men heeft

Met , krijgen we

Dus  is een eigenwaarde van de matrix .

    Opmerking. De vorm van de functie  in Propositie 5, die een powerfunctie combineert met een logaritmische polynoom, is wat kan worden verwacht
van een oplossing van een Fuchs-systeem in de buurt van een singulariteit (Gantmacher, 1966, p. 159).

4.5 Het geval waar  en 

Stelling 6 . We gaan ervan uit:  en . In dit geval  met . We nemen aan: α> 0 en .

Als we vergelijking (4) hebben, met  en 
als de bijbehorende genererende serie  hebben een convergentiestraal gelijk aan 1
als de  kan met een interval worden geschreven  met  in de vorm

met  en een vector  wat niet nul is,

dus  en .

    Bewijs . Inderdaad

Men heeft . Omdat  is een oplossing van (5) op , men heeft

Uitdrukkingen in  en in  moet elk annuleren:

We definiëren . Men heeft

Omdat  en , de eerste vergelijking laat dat zien  is een eigenvector van de matrix  geassocieerd met eigenwaarde 
. Met de notaties van paragraaf 2.2 leiden we af dat er een constante is  met . Bovendien zien we dat de tweede vergelijking de
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De matrix  heeft een 1-dimensionale kern, geleid door . Nog steeds met de notaties van paragraaf 2.2, de getransponeerde matrix
 heeft een 1-dimensionale kern, geleid door . Het puntproduct van (19) met  geeft

Volgens (12) komt dit overeen met . Met  en , dit impliceert dat . Dus .

5 Asymptotisch gedrag van eigenvectoren

5.1 Het geval waar 

    Beschouw nu het gedrag van n grote van een eigenvector  geassocieerd met eigenwaarde . Laten we direct een oplossing van (4) proberen met

Voor n groot hebben we

en

Dus

voor n groot. We zien dat de uitdrukkingen in  in (4) geven

Dus

Als , nemen we ,  en  als . Met , uitdrukkingen in  in (4) zijn

Dus

en

We leiden af

    Als alternatief bestuderen we het systeem (5) in de buurt van . Men heeft

Voor de eigenwaarde kunnen we de bijbehorende eigenvector zo kiezen  voor . Voor de hele serie , overweeg het singuliere punt dat
het dichtst bij 0 in het complexe vlak ligt. Dit punt ligt op de as x> 0 , volgens een stelling van A. Pringsheim (Queffélec en Zuily, 2013, p. 54). Volgens
(Flajolet en Sedgewick, 2009) hebben we dat dan

voor , binnen een multiplicatieve constante. Dit is wat we hebben gevonden.

    Numeriek voorbeeld. Neem opnieuw ons numeriek voorbeeld (15), met . Figuur 2 toont het asymptotische gedrag van de eigenvector geassocieerd
met de eigenwaarde , voor . Hier hebben we . Dus we hebben  en . De figuur lijkt de asymptotische resultaten te
bevestigen, gezien het feit dat we geen rekening moeten houden met de rand effect rond n = N .
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Figuur 2. De zaak . We traceren  (ononderbroken lijn) en  (stippellijn) afhankelijk van . We
gebruiken de ingekorte matrix  met .

5.2 Gevallen waarin 

    We vermoeden  waar . In beide gevallen geven de dominante uitdrukkingen in (4)

Met andere woorden  is een eigenwaarde van de matrix . Inderdaad, als we op zoek zijn naar een oplossing van het formulier ,
we zijn zoals in (20) met . Wat betreft het geval waar

men heeft

wat weer leidt tot vergelijking (22). Dit suggereert dat  als  en  als . In beide gevallen is de convergentie straal van
zou gelijk zijn aan 1.

6 Keer terug naar het specifieke geval waar 

    We kunnen de differentiaalvergelijking van orde 2 beschouwen als voldaan door  in plaats van het eerste-orde differentieel systeem voor  en 
. We krijgen

Delen door  en door de rationele breuk in eenvoudige elementen te ontleden, verkrijgen we

Stel dat de cijfers , en 1 zijn allemaal verschillend. We herkennen een differentiaalvergelijking van de vorm

dat wil zeggen een Riemann-differentiaalvergelijking (Roseau, 1997, p. 229) met drie singuliere punten ,  en . De karakteristieke
exposanten zijn respectievelijk
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met  en oplossingen van (13). De reeks oplossingen kan daarom worden geschreven met de Riemann-notatie

Volgens (Roseau, 1997, p. 229) kan men schrijven

We definiëren

We komen terug op het geval van de differentiële hypergeometrische vergelijking

wat zich vertaalt naar gelijkheid tussen anharmonische relaties. Dus

De hypergeometrische functie is

met de notatie . Als x in de buurt van 1 ligt, is de variabele y in de buurt van 0. Volgens de theorie van de differentiële
hypergeometrische vergelijking zijn er constanten  en  met

op voorwaarde dat , dat wil zeggen . Oplossingen met een Fuchsiaanse exposant  in  komen overeen met  :

De zaak 

    We nemen bijvoorbeeld aan . We nemen  voor de eigenfunctie geassocieerd met . We kiezen  dus dat 
. Dus

vanaf (13). We definiëren

Het is de waarde van x waarvoor . Men heeft . De variabele y neemt af als 0 <x <ξ van

tot -1. Als , expressie (23) moet worden vervangen

dat is de uitdrukking (18) van §182 van (C. Jordan, 1896), waarin het argument  groeit van 1/2 naar 1.
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α− − ω+q1

d1
1 − ω+q2

d2

⎫⎪⎬⎪⎭G1(x) = ( x − 1

x − b1

a1

)
α+

P .

⎧⎪⎨⎪⎩ 1 b1

a1

b2

a2

0 α+ 0 x

α− − α+ α+ − ω+q1

d1
1 − ω+q2

d2

⎫⎪⎬⎪⎭A = α+, B = α+ −
ω + q1

d1
, C = 1 + α+ − α−.

y =
x − 1

x − b1

a1

 

b2

a2
− b1

a1

b2

a2
− 1

,

(y, 0; ∞, 1) = (x, 1; b1/a1, b2/a2)

G1(x) = ( x − 1

x − b1

a1

)
α+

P .
⎧⎪⎨⎪⎩ 0 ∞ 1

0 A 0 y

1 − C B C − A − B

⎫⎪⎬⎪⎭F(α,β; γ; z) = ∑
n≥0

(α)n(β)n

(γ)n

zn

n!
, |z| < 1

(α)n = α(α + 1) … (α + n − 1)
κ1 κ2

G1(x) = ( x − 1

x − b1

a1

)
α+

[κ1F(A,B; C; y)

+ κ2 y
1−C F(A − C + 1,B − C + 1; 2 − C; y)],

C ≠ 1 α− ≠ α+ α+ x = 1 κ2 = 0

G1(x) = κ1(
x − 1

x − b1

a1

)
α+

F(A,B; C; y). (23)

m < 0

a2/b2 < a1/b1 < 1 α+ = 1 ω1 = s(Q + D) κ1

G1(0) = 1

α− =
ω1 + q1

d1
+

ω1 + q2

d2
− 1

ξ =

b2

a2
− 2 b1

a1
+ b1b2

a1a2

2 b2

a2
− b1

a1
− 1

.

 y = −1 1 < ξ < b1/a1

(
a1

b1

b2

a2
− 1)/(

b2

a2
− 1) ∈]0, 1[

ξ < x < b1/a1

G1(x) = κ1(
x − 1

x − b1

a1

)
α+

(1 − y)−A F(A, C − B; C;
y

y − 1
)

= κ1(
x − 1

x − b2

a2

 

b2

a2
− 1

b1

a1
− 1
)

α+

F(A, C − B; C;
y

y − 1
), (24)

y
y−1



    Neem opnieuw ons numeriek voorbeeld (15), met . Figuur 3 toont de genererende functies  en  geconstrueerd met de eigenvector
geassocieerd met . Hier  met standaardisatie . We gebruiken de Horner-methode om de genererende serie te evalueren. We vergelijken
ze met formules (23) en (24). Hier hebben we . De vermenigvuldigingsfactor voor normalisatie is zo gekozen dat de functies die door de twee
methoden worden verkregen, over elkaar heen kunnen worden gelegd.

Figuur 3. De zaak . We traceren de genererende functies  (ononderbroken lijn) en (stippellijn) als functie van x . Men
gebruikt voor de berekening de matrix  met . De formules (23) en (24) voor  worden weergegeven door kleine cirkels en
vierkanten.

De zaak  en 

    We nemen bijvoorbeeld aan . We hebben nu

Expression (23) is niet langer geschikt omdat de variabele  divergeert in . Voor , neemt af met een getal tussen 0 en 1 tot -1. We
nemen op dit interval de uitdrukking (32) van (C. Jordan, 1896, §182),

met ,  en  dus dat . Echter, over het interval nemen we de uitdrukking (34) van (C. Jordan, 1896, §182), waarin
het argument  neemt toe van 1/2 tot 1:

    Neem opnieuw ons numeriek voorbeeld (15), met . Figuur 4 toont formules (25) en (26). Ze vallen goed samen met de genererende functie
geconstrueerd met de eigenvector. Hier hebben we .

Figuur 4. Het geval waar . Vergelijking van formules (25) [kleine cirkels] en (26) [kleine vierkantjes] voor  met de genererende
functie van de eigenvector geassocieerd met  (ononderbroken lijn), met .

a1 = 2,5 G1(x) G2(x)
μN N = 4000 G1(0) = 1

ξ ≃ 1,105

a1 = 2,5 G1(x) G2(x)

M
(N) N = 4000 G1(x)

m > 0 λ′
1(1) ≤ 0

a1/b1 > 1 > a2/b2

0 < b1/a1 < ξ < 1.

y x = b1/a1 < 1 0 < x < ξ y−1

G1(x) = κ1(
x − 1

x − b1

a1

)
α+

y−A F(A,A + 1 − C;A + 1 − B; y−1)

= κ1(
b2

a2
− 1

b2

a2
− b1

a1

)
α+

F(A,A + 1 − C;A + 1 − B; y−1), (25)

α+ = 1 ω1 = s(Q + D) κ1 G1(0) = 1 ξ < x < 1
(1 − y)−1

G1(x) = κ1(
x − 1

x − b1

a1

)
α+

y−A(1 − 1/y)−A F(A, C− B;A + 1 − B; (1 − y)−1)

= κ1(
x − 1

x − b2

a2

 

b2

a2
− 1

1 − b1

a1

)
α+

F(A, C− B;A + 1 − B; (1 − y)−1). (26)

a1 = 3,2
ξ ≃ 0,97

a1 = 3,2 G1(x)
μN N = 104



De zaak  en 

    Expressies (25) en (26) zijn waarschijnlijk niet langer geldig, zelfs als . Ze moeten worden vervangen door uitdrukkingen die een
logaritmische term bevatten. Als , men heeft  en volgens de formules (14). In dit geval konden we geen suggestieve grafiek
krijgen.

7 De Markov-ketting inbegrepen

    Voor een subkritisch verbindingsproces  (( ) in een willekeurige omgeving met identiek verdeelde onafhankelijke omgevingen hebben we

waar duidt de genererende functie aan (Dekking, 1988; Geiger et al., 2003). Laat μ het minimum zijn aan de rechterkant van (27). Waar in het "zwak
subkritische" geval

men heeft

voor een constante . In het "zeer subkritische" geval waar

men heeft  en

voor een constante . Het proces is subkritisch als .

    Laten we teruggaan naar ons geboorte- en doodsproces. We beperken ons tot het specifieke geval van twee omgevingen: . We definiëren

Als , het is de genererende functie van het aantal individuen na een tijdje  uitgaande van een individu op tijdstip 0 in de omgeving (Hillion, 1986). In
ieder geval

Na een tijdje schakelt de omgeving na een tijdje over van toestand 1 naar toestand 2. schakelt de omgeving terug naar toestand 1. De bijbehorende
waarschijnlijkheidsdichtheden zijn  en . Overweeg dan de meegeleverde Markov-ketting  (( ) alleen kijken naar de verandering
tussen tijd 0 en tijd . Laten we het een generatie noemen. De genererende functie is

In het bijzonder . Dit vertakkingsproces is subkritisch. Inderdaad, we hebben

omdat . Het verbindingsproces is zeer subkritisch wanneer

In dit geval hebben we

Merk op dat als  en , dan is het proces sterk subkritisch. In het zwak subkritische geval hebben we

en een kleine berekening laat zien

Merk op dat dit nummer is  als en alleen als .

    Voor ons numerieke voorbeeld laat formule (28) zien dat de opgenomen Markov-keten sterk subkritisch is wanneer . Vreemd genoeg verschilt deze
drempel van die tussen de gevallen  en  met voor het lineaire proces van geboorte en dood. Deze laatste drempel
was  uit paragraaf 3. De snelheid waarmee de opgenomen Markov-keten met uitsterven convergeert, heeft echter weinig te maken met de snelheid
waarmee het continue tijdproces hetzelfde doet.

m > 0 λ′
1(1) > 0

α+ = α− = α∗

a1 = 3,5 Λ = −0,2 α∗ = 0,6

Zn n = 0, 1, …

lim
n→∞

[P(Zn > 0)]1/n = min
0≤α≤1

E(f ′(1)α) , (27)

f(x)

E(f ′(1) log f ′(1)) > 0,

P(Zn > 0) ∼ c n−3/2μn, n → ∞

c > 0

E(f ′(1) log f ′(1)) < 0,

μ = E(f ′(1))

P(Zn > 0) ∼ c μn, n → ∞

c > 0 E(log f ′(1)) < 0

K = 2

ϕi,t(x) =
bi(1 − x)e(ai−bi)t + aix − bi

ai(1 − x)e(ai−bi)t + aix − bi
.

ai ≠ bi t i

ϕ′
i,t(1) = e(ai−bi)t = edi t.

t1 t2

q1e
−q1t1 q2e

−q2t2 Zn n = 0, 1, …
t1 + t2

f(x) = ϕ2,t2(ϕ1,t1(x)).

f ′(1) = ed1t1+d2t2

E(log f ′(1)) = ∫
∞

0

∫
∞

0

q1e
−q1t1q2e

−q2t2 [d1t1 + d2t2]dt1 dt2 =
d1

q1
+

d2

q2
< 0

R0 < 1

E(f ′(1) log f ′(1)) = ∫
∞

0
∫

∞

0
q1e

−q1t1q2e
−q2t2ed1t1ed2t2 [d1t1 + d2t2]dt1 dt2

=
q1q2

(q1 − d1)(q2 − d2)
[ d1

q1 − d1
+

d2

q2 − d2
] < 0 . (28)

μ = E(f ′(1)) = ∫
∞

0

∫
∞

0

q1e
−q1t1q2e

−q2t2ed1t1ed2t2dt1 dt2 =
q1q2

(q1 − d1)(q2 − d2)
.

d1 < 0 d2 < 0

E(f ′(1)α) =
q1q2

[q1 − αd1][q2 − αd2]

μ = −4

q1

d1

q2

d2

( q1

d1
− q2

d2
)

2
.

< 1 R0 < 1

a1 < 3,4
Λ = s(Q + D) Λ = s(Q + α∗D) 0 < α∗ < 1

≃ 3,2829



8 Conclusie

    Over het gedrag van de eigenwaarden en eigenvectoren moet nog veel worden opgehelderd. Onder de mogelijke generalisaties kan men denken dat als de
coëfficiënten ,  en  zijn functies -periode van tijd , dus  zal gelijk zijn aan , waar  duidt de dominante
Floquet-exponent aan en vervangt de spectrale grens.
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