
ランダムな環境における誕⽣と死の亜臨界線形過程について

http://dx.doi.org/10.1007/s00285-016-1079-0

Les Cordeliers、パリ、フランス
nicolas.bacaer@ird.fr

まとめ

ランダムな環境での線形亜臨界出⽣および死亡プロセスの消滅率の明⽰的な式を取得します。この式は、マスター⽅程式
の打ち切り⾏列の最⼤実部の固有値を数値計算することによって⽰されています。関連する固有ベクトルの⽣成関数は、
フックス型微分⽅程式の特異系をチェックします。リーマン微分⽅程式を導く2つの環境の場合に特に注意が払われま
す。

1はじめに

    環境が有限数Kの状態間で振動すると仮定します（ ）均⼀な連続時間マルコフ連鎖に従います。  転置
がこのチェーンの極⼩ジェネレーターである⾏列です：

⾏列Qは既約であると仮定します。単⼀のベクトルがあります  と

（セリコラ、2013、p。152）。

    このランダムな環境で進化する個体の数はnです。環境i（ ）、パラメータの誕⽣と死の線形プロセスがあると
仮定します

 出産のために
 死者のために

と  と 。⾔い換えれば、微⼩な時間間隔dtの間、

確率で 、各個⼈が新しい個⼈を出産し、
⼀⼈⼀⼈が確率で死ぬ 。

    時間t = 0で、  個⼈（ ）そして環境は 。時間tで環境iにn⼈の個⼈が存在する確率は 。だから私たちは
 もし  と そうでなければ。主な⽅程式は

のために  と 。でも  ⽋席している 。（ロトカ、1939）のように、定義しましょう

私たちは常にそれを仮定します ：⼈⼝はほぼ確実に減少している（Cogburn and Torrez、1981;Bacaërand Ed-Darraz、
2014）。それは亜臨界体制です。もし 、私たちは持っています
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K ≥ 2 Q = (Qi,j)

Qi,j ≥ 0 ∀i ≠ j, ∑
i

Qi,j = 0 ∀j.

u = (ui)

Qu = 0, ∑
i

ui = 1

1 ≤ i ≤ K

nai

n bi

ai > 0 bi > 0

ai dt

bi dt

n0 n0 ≥ 1 i0 pn,i(t)

pn,i(0) = 1 (n, i) = (n0, i0) pn,i(0) = 0

dpn,i

dt
= ai(n − 1)pn−1,i + bi(n + 1)pn+1,i − (ai + bi)n pn,i +∑

j

Qi,jpn,j (1)

n ≥ 0 1 ≤ i ≤ K pn−1,i n = 0

R0 =
∑K

i=1 ai ui

∑K
i=1 bi ui

.

R0 < 1

t → +∞

p0,i(t) → ui, pn,i(t) → 0, ∀n ≥ 1, ∀i.
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絶滅率が存在し、n≥1またはiに依存しない

（コレットら、2013、セクション4.5）。また、初期状態には依存しません 。問題は、このレートを明⽰的に決定
することです。

    いくつかの表記法を使⽤します。

 複素数の実部です
マトリックスのスペクトルでMは。

 スペクトル範囲です
Aは対⾓⾏列

。

⾏列Mが正またはゼロである対⾓線の外側の係数を持っている場合、これは常に以下の場合に当てはまりますが、ペロン
とフロベニウスの定理から次のようになります。 また、の固有値であるM。

    セクション2では、ランダム環境での分岐プロセスに関する（D'Souza and Hambly、1997）の結果を使⽤して、

機能のバリエーションも調べます  とその派⽣物 、これは3つのケースを区別することにつ
ながります。

どこに  ;
どこに  と  ;
どこに  と 。

最初の2つのケースでは、区間[0,1]の最⼩isがα= 1で到達するため、次のようになります。 。

    セクション3では、スペクトル境界が マスター⽅程式の打ち切られた⾏列の増加シーケンスを形成します。次に、数
値で計算します ⼀連の例で。私たちは特に遅いこと、間違いなく対数、  に収束する  上記の3番⽬のケース。

    セクション4から、⾮常に部分的な結果しか得られない他の固有値と関連する固有ベクトルに関⼼があります。最初に
固有値問題を変換します

フックス型の特異微分システム（Methée、1959）

ジェネレーター機能⽤

固有ベクトルの場合 n に関して幾何学的に減少する場合、固有値ωは必然的に⾏列の固有値に等しくなります
 整数ν 。もし  と 、x = 1の近傍で実際にシステム（5）の解析解を構築します。フクシア

ンシステムの特性⽅程式は次のとおりです。

つまり、  ⾏列の固有値です 。この特性⽅程式は、次のように動作する解を探すことによって得られます。
 の近くで 。

    3番⽬のケースを調べましょう：関数  内部で最⼩に達する 。もし

ω1 = lim
t→+∞

1

t
log pn,i(t) (2)

(n0, i0)

R(⋅)

σ(M)

s(M) = max{R(λ); λ ∈ σ(M)}

diag[a1, … , aK]

B = diag[b1, … , bK]

D = A − B = diag[d1, … , dK]

s(M)

ω1 = Λ := min
0≤α≤1

s(Q + αD) . (3)

α ↦ λ1(α) = s(Q + αD) λ′
1(α)

m = maxi(ai − bi) ≤ 0

m > 0 λ′
1(1) ≤ 0

m > 0 λ′
1(1) > 0

ω1 = s(Q + D)

μN

μN μN ω1

ωπn,i = ai(n − 1)πn−1,i + bi(n + 1)πn+1,i − (ai + bi)nπn,i +∑
j

Qi,jπn,j , (4)

ωGi(x) + (1 − x)(aix − bi)G
′
i(x) = ∑

j

Qi,jGj(x) (5)

Gi(x) = ∑
n≥0

πn,i x
n . (6)

(πn,i)

Q + νD ≥ 0 m < 0 ω = s(Q + νD)

det(Q + αD − ωI) = 0 ; (7)

ω Q + αD

(1 − x)α x = 1

λ1(α) ]0, 1[



の開発 x = 1の近傍には対数項が含まれ、

そう そして、ω=Λ。さらに、フックス理論では、特性⽅程式（7）が⼆重根、特に分岐を持っている場合、対数項
が現れます。 。関数の凸性のため 、これはω=Λでのみ発⽣します。

    セクション5では、限界固有ベクトルの漸近的振る舞いを直接調べます。  関連付けられた 。セクション6
は、リーマン微分⽅程式でK = 2の場合にリンクします。セクション7では、マルコフ連鎖が含まれ、後者は（Dekking、
1988）および（Geiger et al。、2003）の研究の枠組みに含まれます。弱亜臨界と強亜臨界の間のしきい値は、次の場合と
同じではないことに注意してください。 。

    他のいくつかの作品に関連して問題をより適切に位置付けるために、システム（1）は「準誕⽣と死の不均⼀なプロセ
ス」であることに注意します。たとえば、（Sericola、2013、p。350）または（Latouche and Ramaswami、1999、Chapter
12）を参照してください。これらは、定常分布について説明していますが、収束率については説明していません。さら
に、⼀定の環境で

私たちは持っています 、どこ 単位⾏列です。だから  そして式（3）は 。
これは、直接計算（Hillion、1986、V章）、または誕⽣と死の過程に関するカーリンとマクレガーの結果の特別なケース
（Collet et al。、2013、セクション5.9.2）のいずれかでよく知られています。これらの後者の結果を「⽣と死の準プロセ
ス」（Clayton、2010年）に⼀般化すると、「スペクトル」が現実である場合にのみ関係します。これは、通常のモデルで
は当てはまりません。最後に、モデル（1）は、特定の⾮線形⺟集団モデル、特に流⾏病モデルの線形化として介⼊しま
す（Bacaër、2016）。

2絶滅率の式

2.1環境の時間離散化と限界への移⾏

    は、⾏列M（またはベクトル）の転置です。時間の⼩さなステップを選びます 。マトリックス

離散時間のマルコフ連鎖の⾏列です。私たちは持っています  すべてのために そして、jの⾏列以来、Qは既約で
す。環境は、タイムステップδの間、状態iでブロックされたままです。次に、環境は状態jにジャンプします 。⻑さの
時間間隔δでは、⺟集団はパラメータの出⽣と死亡の線形プロセスに従います  と 環境が状態iの場合。したがっ
て、個⼈は平均して⽣成します

個⼈。私たちは持っています 。したがって、私たちはマルコフ環境での分岐プロセスのコンテキストにい
ます。いくつかの表記：

もし kのトラバース環境のシーケンスであり、

のために 、

どこに  数学的期待を表す
kサイズタイムステップδの終了時の⺟集団のサイズ

 によって与えられる⾏列 

 ：正の⾏列のスペクトル半径 。

ω = s(Q + αD)

Gi(x)

α = α∗

ω = s(Q + αD) α ↦ s(Q + αD)

π = (πn,i) ω1

Λ ≠ s(Q + D)

ai = a, bi = b > a, ∀i,

D = (a − b)I I s(Q + αD) = α(a − b) ω1 = a − b

M T δ > 0

P = eQTδ

Pi,j > 0 i

Pi,j

n ai n bi

mi = e(ai−bi)δ

0 < mi < +∞

(ξ0, ξ1, … , ξk−1)

θk = mξ0
mξ1

… mξk−1
.

α ∈ R

Φ(α) = lim
k→∞

1

k
logE(θα

k ) , (8)

E(⋅)

Zk

1 = (1, … , 1)

Σ(α) Σi,j(α) = Pi,j mα
j

Σ(α) = P diag[mα
1 , … , mα

K]

ρ(Σ(α)) Σ(α)



だから ⼈⼝が絶滅しない確率です。（D'Souza and Hambly、1997）の推論1.8では、

私たちのケースでは、  明⽰的に計算されます：

（8）と（10）から、

αの分析関数でもあります。  正の⾏列の単純な固有値です 。したがって、制限（9）は
。したがって、連続時間における消光率ωは

特に取りましょう  整数で 。だから 。でも

ソフス・リーの公式から。スペクトル半径は連続関数であり、

なぜなら 、と結論付けます

最後に、（Collet et al。、2013）の命題4.12は、式（9）の左側にあるように、（2）または⾮消滅の確率で定義される消滅
率の同等性を保証します。このようにして、連続時間における絶滅率の公式を⾒つけました。

2.2機能の検討 

    私たちは定義します

命題1。

もし 、その後 。
もし  と 、それから私たちも持っています 。
もし  と 、それからユニークな  と 。

    証明。もし  ベクトルです

 もし  すべてのために 
 もし  と 
 もし  すべてのために 。

⾏列には同じ表記法を使⽤します。

    （Bacaër、2016）のセクション9の推論をもう⼀度取り上げますが、  ではなく 。マトリックス ⾏
列Q は既約であり、⾏列Dは 対⾓であるため、すべてのαについて既約です。だから  ⾏列の単純な固有値です 

、

どこに  と  実数ベクトルの通常のスカラー積を⽰します。  転置⾏列の単純な固有値でもあります 
、

P(Zk > 0)

lim
k→∞

P(Zk > 0)1/k = exp( inf
0≤α≤1

Φ(α)) . (9)

θα
k

= mα
ξ0
mα

ξ1
…mα

ξk−1

E(θαk ) = (0  …  0 mα
i0  0  …  0) (Σ(α))

k−1
1

T. (10)

Φ(α) = log ρ(Σ(α)).

ρ(Σ(α)) Σ(α)

min{ρ(Σ(α)); 0 ≤ α ≤ 1}

ω =
1

δ
log min

0≤α≤1
ρ(Σ(α)) = min

0≤α≤1
log([ρ(Σ(α))]1/δ

).

δ = 1/h h ≥ 1 [ρ(Σ(α))]1/δ
= ρ(Σ(α)h)

Σ(α)h = [eQT/h eαD/h]
h

⟶
h→∞

eQ
T+αD

ρ(Σ(α)h) ⟶
h→∞

ρ(eQT+αD) = es(QT+αD) .

s(QT + αD) = s(Q + αD)

ω⟶
δ→0

  min
0≤α≤1

s(Q + αD) .

α ↦ s(Q + αD)

λ1(α) = s(Q + αD), Λ = min
0≤α≤1

λ1(α), m = max
1≤i≤K

(ai − bi) = max
i

di . (11)

m ≤ 0 Λ = λ1(1)

m > 0 λ′
1(1) ≤ 0 Λ = λ1(1)

m > 0 λ′
1(1) > 0 α∗ ∈]0, 1[ Λ = λ1(α∗)

v = (vi)

v ≥ 0 vi ≥ 0 i

v > 0 v ≥ 0 v ≠ 0

v ≫ 0 vi > 0 i

R0 < 1 R0 > 1 Q + αD

λ1(α)

Q + αD

∃! w1(α) ≫ 0, (Q + αD)w1(α) = λ1(α)w1(α), ⟨1T,w1(α)⟩ = 1,

1 = (1, … , 1) ⟨⋅, ⋅⟩ λ1(α)

QT + αD



単純な固有値摂動定理から、関数  区別可能であり、

特に 、私たちは持っています 、 、  と

なぜなら 。

    もし 、関数  減少している 。ここで、 。覚えて 。機能 凸状です（コー
エン、1981）。だから 増加する機能です。さらに、 、私たちは持っています 。
機能 この場合、アフィンではないので厳密に凸です（Nussbaum、1986）。だからユニークな  と 

。

    したがって、3つのケースがあります。

もし 、その後 。
もし  と 、その後  と  間隔で減少します なので、まだ 。
もし  と 、その後  と 。

2.3 2つの環境の場合

    とする 。もし  のために 、その後

特性⽅程式  書かれている

間のこの関係  と  平⾯内の双曲線を説明します 。それも書くことができます

また、  そのようなものです

と

もし 、または  と 、私たちは持っています 。もし  と 、私たちは持ってい
る必要があります 。この場合、たとえば、  と 。（13）の判別式を取り消すことにより、⼩さな計算
の後に

そのことに注意してください  と  もし 、つまり 。

3打ち切られた⾏列

∃! v1(α) ≫ 0, (QT + αD) v1(α) = λ1(α) v1(α), ⟨v1(α),w1(α)⟩ = 1.

λ1(α)

λ
′
1(α) = ⟨v1(α),Dw1(α)⟩ . (12)

α = 0 λ1(0) = s(Q) = 0 w1(0) = u v1(0) = 1
T

λ′
1(0) = ⟨1T,Du⟩ =

K

∑
i=1

(ai − bi)ui < 0

R0 < 1

m ≤ 0 α ↦ λ1(α) D ≤ 0 m > 0 λ′
1(0) < 0 α ↦ λ1(α)

α ↦ λ′
1(α) α → +∞ λ1(α) ∼ αm → +∞

α ↦ λ1(α) α∗ > 0

λ′
1(α∗) = 0

m ≤ 0 Λ = λ1(1)

m > 0 λ′
1(1) ≤ 0 α∗ ≥ 1 α ↦ λ1(α) [0, 1] Λ = λ1(1)

m > 0 λ′
1(1) > 0 α∗ ∈]0, 1[ Λ = λ1(α∗)

K = 2 Qi,i = −qi i = 1, 2

Q = ( ), u1 =
q2

q1 + q2
, u2 =

q1

q1 + q2
.

−q1 q2

q1 −q2

det(Q + αD − ωI) = 0

ω2 − (−q1 + αd1 − q2 + αd2)ω + (−q1 + αd1)(−q2 + αd2) − q1q2 = 0 .

ω α (ω,α)

α2 − α( ω + q1

d1
+

ω + q2

d2
) +

(ω + q1)(ω + q2) − q1q2

d1d2
= 0. (13)

λ1(α) = s(Q + αD)

2λ1(α) = −q1 − q2 + α(d1 + d2) +√[α(d1 − d2) + q2 − q1]2 + 4q1q2

2λ′
1(1) = d1 + d2 +

(d1 − d2)(d1 − d2 + q2 − q1)

√(d1 − d2 + q2 − q1)2 + 4q1q2

.

m ≤ 0 m > 0 λ′
1(1) ≤ 0 Λ = λ1(1) m > 0 λ′

1(1) > 0

d1d2 < 0 d1 > 0 d2 < 0

Λ = −
(√−q1d2 − √q2d1)

2

d1 − d2
, α∗ =

1

2
[ Λ + q1

d1
+

Λ + q2

d2
]. (14)

Λ = 0 α∗ = 0 q1d2 + q2d1 = 0 R0 = 1



    もし 、その後、主な⽅程式が書かれています 、どこ は無限⾏列
です。マトリックスをカットしましょう

と 。私たちは定義します 。

命題2。 みんなのために 、私たちは持っています 。続き  したがって、 、つまり 。

    証明。メッツラー⾏列は、対⾓線の外側のすべての係数が≥0である⾏列です。⾏列 Qは既約なので、既約メッツラ
ー⾏列です。  と  すべてのために 。したがって、メッツラー⾏列のスペクトル境界に関するペロンとフロベ
ニウスの定理の帰結を使⽤できます。例を参照してください（Nkague Nkamba、2012、定理30）。もし  そ
う

なぜなら 、私たちはそれを推定します 。だから

     ⾏列の固有値です 

ベクトル サイズKのN個のブロックで構成され、 。ベクトルを考える

サイズでもある0 K。だから

なぜなら 、私たちは持っています 。なぜなら 、私たちはそれを推定します 
。

    数値としてとりましょう

だから 。パラメータ たとえば2と5の間で変化します。この上限は、 。Nの値が⼩さい場合、通常は
、Scilabのようなソフトウェアは、⾏列の完全なスペクトルを計算します 。それ以外の場合は、の最⼩固有

値を計算します そして、逆⾏列に適⽤される反復法による対応する固有ベクトル。各反復での反転には、3重対⾓
ブロック構造を利⽤します（Artalejo et al。、2013）。このアルゴリズムを使⽤すると、  多くの問題なし。

    図1は  に応じて  以下のためのNは固定ではなく素晴らしいです。反復アルゴリズムは、次の2つの連続推定が終了
すると停⽌します。  違いが少ない 。この図はまた、点線で⽰し、  式（3）で与えられる数、は  もし 

 これは、式（14）で与えられます。 。私たちは持っています  もし  と  もし 
、 。Λとの制限との間の合意  可能性が⾼いようです。ただし、収束は⾮常に遅く、おそらく対数

的です。  特に1に近づく 。

p = (p0,1, … , p0,K, … , pn,1, … , pn,K, …)T dp
dt = Mp M

M

M
(N) = = ( )

⎛⎜⎝Q B 0 0 ⋯ 0
0 Q − S 2B 0 ⋯ 0
0 A Q − 2S 3B 0
0 0 2A Q − 3S 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋱
0 0 0 0 Q − NS

⎞⎟⎠ Q ∗

0 U
(N)

S = A + B μN = s(U (N))

N ≥ 1 μN < μN+1 < 0 (μN) N → +∞ ω1

U
(N)

ai > 0 bi > 0 i

e = (1, … , 1)T

(U (N))Te = (−b1, … , −bK, 0, … , 0, −Na1, … , −NaK) < 0 = 0 ⋅ e.

e ≫ 0 s((U (N))T) < 0

μN = s(U (N)) = s((U (N))T) < 0.

μN U
(N)

∃W (N) ≫ 0, U
(N)
W

(N) = μN W
(N).

W (N) W (N) = (W (N)
1 , … ,W (N)

N )

W̃ = (W (N), 0)

U
(N+1)

W̃ = = .

⎛⎜⎝ ⋮

U (N) 0
(N + 1)B

⋯ 0 NA Q − (N + 1)S

⎞⎟⎠⎛⎜⎝W (N)

0

⎞⎟⎠ ⎛⎜⎝μN W
(N)

NAW
(N)
N

⎞⎟⎠NAW
(N)
N ≫ 0 U

(N+1)
W̃ > μNW̃ W̃ > 0

μN+1 > μN

q1 = q2 = 1, a2 = 1, b1 = b2 = 3 . (15)

u1 = u2 = 0,5 a1 R0 = 1

N = 103  U
(N)

− U
(N)

N = 106

μN a1

μN 10−4 a1 λ1(1)

λ′
1(1) ≤ 0 λ′

1(1) > 0 λ′
1(1) < 0 a1 < a∗

1 λ′
1(1) > 0

a1 > a∗
1  a∗

1 ≃ 3,2829 (μN)

R0 a1 > a∗
1



図1.点線：  式（3）の関数として与えられる 。点のある連続線：  のために 、 、  と 
（下から上へ）。

4固有ベクトルと他の固有値

    私たちは今、限界に興味があります  に関連する固有ベクトルの 他の固有値とベクトルも同様です。これに
関しては、⾮常に部分的な結果しか得られません。

4.1フクシアンシステム

    、 、  は複素数のセットであり、  変数に関する導関数 。

命題3。

⽅程式（4）がある場合、  と 、
⽣成系列（6）の収束半径≥Rがある場合、

そう  は、システム（5）のソリューションです。 、  と 。

    証明。私たちは持っています

⼀定の環境での古典的なケース（Hillion、1986）と同様に、（4）を乗算します 。すべてのn≥0の合計は

これは（5）と同等です。

メモ。

（5）は特異微分システムの固有値の問題であることに注意してください。このシステムは、次の場合にフックスタ
イプです。  すべてのために （Methée、1959）。システムには特異点があります  そして  のた
めに 。私たちは持っています  もし 。システムを書くこともできます

次数2のフックスタイプのスカラー微分⽅程式の例は、⼀定の環境での2次の誕⽣と死の過程の研究に登場しました
（Picard、1965）。

Λ a1 μN N = 103 104 105 106

N → ∞ μN

K = {1, 2, … , K} N = {0, 1, 2, …} C
′ x

ω ∈ C (πn,i) ∈ C
N×K

Gi(x) x ∈ C |x| < R 1 ≤ i ≤ K

G
′
i(x) = ∑

n≥1

n πn,i xn−1, ∀|x| < R.

xn

ω Gi(x) = ai x2 G′
i(x) + bi G′

i(x) − (ai + bi)x G′
i(x) +∑

j

Qi,jGj(x).

ai ≠ bi i x = 1 x = bi/ai

1 ≤ i ≤ K bi/ai < 1 ai > bi

G′
i(x) =

1

ai − bi

[ 1

x − 1
−

1

x − bi

ai

][ωGi(x) −∑
j

Qi,jGj(x)]. (16)



4.2収束半径が1より⼤きい場合の固有値

命題4。

⽅程式（4）がある場合、 、  と 、
⽣成系列（6）の収束半径が厳密に1より⼤きい場合

次に整数があります ωは、⾏列の固有値であるようなQ +νD 。

    証明。ばかげたことを理由に考えましょう。すべてについてそれを仮定します 、  の固有値ではありません 
。機能  ディスクで分析的です  と 。（5）でxが1に収束する場合：

しかし、ωはの固有値ではありませんQ。だから  すべてのために 。

    整数にしよう 。帰納によって、我々が実証したと仮定します 。xに関してν倍式（5）を導出し、ライ
プニッツの公式を次の積に使⽤します。  と 。私たちは持っています

どこに ⼆項式の係数を⽰します。多項式 xの次数は2 です。のみの表現  左側の合計がゼロで
ない場合：

xを1に 収束 させ、帰納法の仮説で

ただし、ωは⾏列の固有値ではありません 。だから  すべてのために 。

    それで、私たちはそれを⽰しました  すべてのために  そしてすべてのために 。機能以来  分析的
であり、  の近くで 、そして  ディスク全体 分析拡張の原則に従って。だから

 すべてのために  と 。これは仮説と⽭盾します 。

メモ。

⾏列Q +νDの固有値は必ずしもすべてが実数であるとは限らないため、システム（5）はワイルおよびコダイラの理
論（Dieudonné、2003）でも（Clayton、2010 ）誕⽣と死の特定の準過程について。それでも、これらの固有値は、K
= 2の場合はすべて実数です。固有値は  ⾮常に現実的です。他の固有値も実数です。
の近くで 、システム（16）は書くことができます

もし  ベクトルです 、システムは次の形式です

と

と 。シリーズの収束半径 が1より⼤きい場合、  近所で分析的です 。したがっ
て、上記のシステムには、近隣の分析ソリューションがあります。 。（Gantmacher、1966、p。155）による

ω ∈ C (πn,i) ∈ C
N×K π ≠ 0

ν ≥ 0

ν ≥ 0 ω

Q + νD Gi(x) |x| < R R > 1

ω Gi(1) = ∑
j

Qi,j Gj(1) .

Gi(1) = 0 i

ν ≥ 1 G
(ν−1)
i (1) = 0

(1 − x)(aix − bi) G′
i(x)

ω G
(ν)
i (x) +

ν

∑
k=0

(ν

k
)[(1 − x)(aix − bi)](k)G

(ν−k+1)
i (x) = ∑

j

Qi,j G
(ν)
j (x) ,

(ν
k) (1 − x)(aix − bi) 0 ≤ k ≤ 2

ω Gi
(ν)(x) + (1 − x)(aix − bi)G

(ν+1)
i (x)

+ ν[ai(1 − 2x) + bi]G
(ν)
i (x) − aiν(ν − 1)G

(ν−1)
i (x) = ∑

j

Qi,j G
(ν)
j (x) .

ωG
(ν)
i (1) − ν(ai − bi)G

(ν)
i (1) = ∑

j

Qi,jG
(ν)
j (1) .

Q + νD G
(ν)
i (1) = 0 i

G
(ν)
i (1) = 0 i ν ≥ 0 Gi(x)

Gi(x) = 0 x = 1 Gi(x) = 0 |x| < R

πn,i = G
(n)
i (0)/n! = 0 n ≥ 0 1 ≤ i ≤ K π ≠ 0

s(Q + νD)

x = 1

G′
i(x) =

1

ai − bi

[ 1

x − 1
+∑

n≥0

(x − 1)n

( bi

ai
− 1)n+1

][ωGi(x) −∑
j

Qi,jGj(x)].

G(x) (Gi(x))

G′(x) = Ω(x)G(x)

Ω(x) =
Ω−1

x − 1
+

∞

∑
n=0

Ωn(x − 1)n

Ω−1 = D−1(ωI − Q) Gi(x) Gi(x)  x = 1

x = 1



と、整数が存在します  νは次の固有値です 。ベクトルがあります  と

だから

ωは次の固有値です 。これは、提案4で基本的に実証されたものです。

    例。数値（15）を 。この場合、 。のために 、⾏列の最初の20個の固有値  次の表に⼤まか
に⽰します。

今の固有値  0であり、 、それらの  は  と 、それらの  は  と 、それらの 
 は  と 、それらの  は  と 、など それらは上の表でよく⾒ら

れます。要するに、の固有値は  収束するとき  ⾏列の固有値に向けて  のために  と 
に収束する 。ここを覚えて  なぜなら 。

4.3場合  すべてのために 

    とする 。次の形式のシステム（5）の x = 1の近くで解を正式に求めましょう

私たちは持っています

私たちは持っています 。の係数を特定します 。得る

すべてのために 。  ない場合 。と 、（17）は（5）の解です。

    最初のタイプのソリューションは、  の固有値の中で  と 対応する固有ベクトル。関係（18）により、  のために 
、ただし⾏列  常に反転可能です。

    2番⽬のタイプのソリューションは、  と 、  の固有値  と 関連する固有ベクト
ル。次に計算します  のために  式（18）を使⽤して、ただし、⾏列  常に反転可能です。

    特に取りましょう  整数で 。なぜなら  すべてのために 、私たちは持っています 。ま
た、 既約です。だから、どんな整数でも 、私たちは持っています

だから 。マトリックス  は可逆メッツラー⾏列であり、 。私たち
は持っています

すべてのために 。もし 、

ν ≥ 0 Ω−1 w ≠ 0

D−1(ωI − Q)w = νw.

ωw = (Q + νD)w

Q + νD

a1 = 2,5 m < 0 N = 1000 M
(N)

0 −1 −1,6972244 −2 −2,2877855

−2,8377223 −3,3689563 −3,5 −3,8902278 −4,4056104

−4,9172375 −5,3027756 −5,426328 −5,933627 −6,4396149

−6,9446154 −7,2122145 −7,448851 −7,9524836 −8,4556214.

Q −2 Q + D −1 −3,5 Q + 2D −1,6972244 −5,3027756

Q + 3D −2,2877855 −7,2122145 Q + 4D −2,8377223 −9,1622777

M
(N) N → +∞ Q + νD ν = 0, 1, 2 … μN

s(Q + D) s(Q + D) = Λ m < 0

ai < bi i

m < 0

∞

∑
n=0

cn,i(1 − x)n . (17)

ω

∞

∑
n=0

cn,i(1 − x)n − (aix − bi)
∞

∑
n=0

n cn,i(1 − x)n = ∑
j

Qi,j

∞

∑
n=0

cn,j(1 − x)n.

aix − bi = ai − bi − ai(1 − x) (1 − x)n

[ω − (ai − bi)n]cn,i + ai(n − 1)cn−1,i = ∑
j

Qi,jcn,j

n ≥ 0 cn−1,i n = 0 cn = (cn,1, … , cn,K)

[Q − ωI]c0 = 0 , [Q + nD − ωI]cn = (n − 1)Acn−1 , n ≥ 1. (18)

ω Q c0 cn

n ≥ 1 Q + nD − ωI

c0 = c1 = ⋯ = cν−1 = 0 ν ≥ 1 ω Q + νD cν

cn n ≥ ν + 1 Q + nD − ωI

ω = s(Q + νD) ν ≥ 0 ai < bi i  D < 0

Q + νD   n > ν 

s(Q + nD) < s(Q + νD) = ω.

s(Q + nD − ωI) < 0 Q + nD − ωI (Q + nD − ωI)−1 ≪ 0

cn = [Q + nD − ωI]−1(n − 1)Acn−1

n ≥ 1 n → +∞

[Q + nD − ωI]−1(n − 1)A → D−1A



そう

シリーズ（17）は、 。シリーズ（17）  すべてのために収束しています 
。

4.4 1に等しい収束半径

    前の2つのセクションでは、整数ν≥0に対する⾏列Q +νDの固有値について説明しました。ただし（BacaërおよびEd-
Darraz、2014年）は、  しかし、固有値は  マトリックスの  厳密に肯定的です：取るだけ 
、 、 、  （したがって、 ）。最初の問題は正の固有値を持つことはできません。特
に、⽣成シリーズは  常に収束半径があるとは限らない 。次の命題は、  に近い  パラメータ付き 。

命題5。

⽅程式（4）がある場合、 、  と 、
⽣成系列（6）の収束半径が1の場合
実数がある場合 、整数  および分析機能  中⼼のディスク  と

間隔をあけて  と 、
ベクトルなら  ゼロではない、

そう  ⾏列の固有値です 。

    証明。私たちは持っています

 は、式（5）の解です。 。で割る 。私たちは持っています

と 、私たちは

だから  ⾏列の固有値です 。

    注。関数の形式  べき関数と対数多項式を組み合わせた命題5では、特異点の近くのフックスシステムの解から期
待できるものです（Gantmacher、1966年、p。159）。

4.5場合  と 

命題6。 私たちは仮定します：  と 。この場合、  と 。それは仮定されます。α> 0と
。

cn,i/cn−1,i → ai/(ai − bi).

|1 − x| < | bi

ai
− 1| 1 ≤ i ≤ K |1 − x| < mini | bi

ai
− 1|

R0 < 1 s(Q + D) Q + D q1 = q2 = 1

a1 = 2,7 a2 = 0,8 b1 = b2 = 2 a1 > b1

Gi(x) > 1 Gi(x) x = 1 α

ω ∈ C (πn,i) ∈ C
N×K π ≠ 0

α > 0 J ≥ 0 gi,j(x) x = 1

Gi(x) = (1 − x)α
J

∑
j=0

[log(1 − x)]j
gi,j(x)

(1 − ε, 1) ε > 0

(gi,J(1))

ω Q + αD

G′
i(x) =(1 − x)α

J

∑
j=0

[log(1 − x)]j
g′

i,j(x)

+ (1 − x)α−1
J

∑
j=0

{−α[log(1 − x)]j
− j[log(1 − x)]j−1}gi,j(x) .

Gi(x) |x| < 1 (1 − x)α[log(1 − x)]
J

ω

J

∑
j=0

[log(1 − x)]
j−J

gi,j(x) + (1 − x)(aix − bi)
J

∑
j=0

[log(1 − x)]
j−J

g′
i,j(x)

+ (aix − bi)
J

∑
j=0

{−α[log(1 − x)]
j−J

− j[log(1 − x)]
j−1−J}gi,j(x)

= ∑
j

Qi,j

J

∑
h=0

[log(1 − x)]
h−J

gj,h(x) .

x → 1

ωgi,J(1) − α(ai − bi)gi,J(1) = ∑
j

Qi,jgj,J(1) .

ω Q + αD

Gi(x)

m > 0 λ′
1(1) > 0

m > 0 λ′
1(1) > 0 Λ = λ1(α∗) α∗ ∈]0, 1[

ω = s(Q + αD)



⽅程式（4）がある場合、  と 
関連する⽣成シリーズの場合  収束半径が1に等しい
もし  間隔で書くことができます  と  形で

と  そしてベクトル  ゼロではありません

そう  と 。

    証明。確かに、

私たちは持っています 。なぜなら  上の（5）の解決策です 、私たちは持ってい
ます

の表現  そして  それぞれキャンセルする必要があります：

私たちは定義します 。私たちは持っています

なぜなら  と 、最初の⽅程式は、  ⾏列の固有ベクトルです  固有値に関連付けられていま
す 。セクション2.2の表記により、定数があると推定します  と 。さらに、2番⽬の⽅程式は
次の形式をとります。

マトリックス  によって導かれる1次元の核を持つ 。セクション2.2の表記をそのままに、転置⾏列
 によって導かれる1次元の核を持つ 。（19）のドット積  与える

（12）によれば、これは 。と  と 、これは 。だから 。

5固有ベクトルの漸近的振る舞い

5.1場合 

    ここで、固有ベクトルのnラージの動作を調べてみましょう  固有値に関連付けられています 。（4）の解決策を
直接試してみましょう

ω ∈ C (πn,i) ∈ C
N×K

Gi(x)

Gi(x) (1 − ε, 1) ε > 0

Gi(x) =
J

∑
j=0

∞

∑
n=0

gi,j,n[log(1 − x)]j
(1 − x)n+α

J ≥ 1 (gi,J,0)1≤i≤K

α = α∗ ω = Λ

G′
i(x) = −

J

∑
j=0

∞

∑
n=0

gi,j,n[j + (n + α) log(1 − x)][log(1 − x)]j−1
(1 − x)n+α−1 .

aix − bi = ai − bi − ai(1 − x) Gi(x) |x| < 1

ω
J

∑
j=0

∞

∑
n=0

gi,j,n[log(1 − x)]j
(1 − x)n+α

− (ai − bi)
J

∑
j=0

∞

∑
n=0

gi,j,n[j + (n + α) log(1 − x)][log(1 − x)]j−1
(1 − x)n+α

+ ai

J

∑
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∞

∑
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gi,j,n[j + (n + α) log(1 − x)][log(1 − x)]j−1
(1 − x)n+α+1

=
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∑
k=1

Qi,k

J

∑
j=0

∞

∑
n=0

gk,j,n[log(1 − x)]j
(1 − x)n+α .

(1 − x)α[log(1 − x)]J (1 − x)α[log(1 − x)]J−1

ωgi,J,0 − α(ai − bi)gi,J,0 = ∑
k

Qi,k gk,J,0 ,

ωgi,J−1,0 − (ai − bi)[Jgi,J,0 + αgi,J−1,0] = ∑
k

Qi,kgk,J−1,0 .

γj = (gi,j,0)1≤i≤K

(Q + αD − ωI)γJ = 0 , (Q + αD − ωI)γJ−1 + JDγJ = 0 .

ω = s(Q + αD) γJ ≠ 0 γJ Q + αD

s(Q + αD) κ ≠ 0 γJ = κ w1(α)

[Q + αD − λ1(α)I]γJ−1 + Jκ Dw1(α) = 0 . (19)

[Q + αD − λ1(α)I] w1(α)

[QT + αD − λ1(α)I] v1(α) v1(α)

⟨v1(α), Dw1(α)⟩ = 0.

λ′
1(α) = 0 m > 0 λ′

1(1) > 0 α = α∗ ω = Λ

m < 0

(πn,i) ω1



以下のためにn個の⼤、我々

と

だから

以下のためのn⼤。の表現が  （4）で

だから

もし 、私たちは取る 、  と  もし 。と 、式  （4）では

だから、

と

推測する

    または、システム（5）の近くで研究します。 。私たちは持っています

固有値について 、関連する固有ベクトルを選択して、  のために 。シリーズ全体 、複素平⾯で0に最
も近い特異点を考えます。A.プリングスハイムの定理（Queffélecand Zuily、2013、p。54）によると、この点はx> 0軸上に
あります。（Flajolet and Sedgewick、2009）によると、

のために 、乗法定数内に。これが私たちが⾒つけたものです。

    数値例。数値例（15）をもう⼀度、 。図2は、固有値に関連付けられた固有ベクトルの漸近的な動作を⽰してい
ます 、 。ここにあります 。だから私たちは  と 。この図は、n = Nに近いエッジ効果
を考慮に⼊れるべきではないため、得られた漸近的な結果を裏付けているようです。

πn,i = Πn( ki

nβ
+

hi

nβ+1
+ ⋯), n → +∞.

(n + 1)−δ = n−δ(1 + 1/n)−δ ≃ n−δ(1 − δ/n) ≃ n−δ − δ n−δ−1

(n − 1)−δ ≃ n−δ + δ n−δ−1.

n πn,i ≃ Πn( ki

nβ−1
+

hi

nβ
+ ⋯),

(n ± 1)πn±1,i ≃ Πn±1( ki

nβ−1
±

(1 − β)ki

nβ
+

hi

nβ
+ ⋯),

 Πn/nβ−1

0 = −(ai + bi)ki + bi ki Π + ai ki/Π .

(Π − 1)(bi − ai/Π)ki = 0, ∀i.

a1/b1 = maxi ai/bi Π = a1/b1 k1 ≠ 0 ki = 0 i ≠ 1 qi = −Qi,i Πn/nβ

ω1 ki = (biΠ + ai/Π − ai − bi)hi + (ai/Π − biΠ)(β − 1)ki +∑
j

Qi,jkj . (20)

ω1 k1 = (b1 − a1)(β − 1)k1 − q1 k1

0 = (a1 − b1)(bi/b1 − ai/a1)hi + Qi,1k1, ∀i ≠ 1.

β = 1 +
ω1 + q1

b1 − a1
, hi =

Qi,1

(b1 − a1)(bi/b1 − ai/a1)
k1 ∀i ≠ 1. (21)

x = b1/a1

G1(x) ∼ (x − b1/a1)(ω1+q1)/(b1−a1).

ω1 πn,i > 0 n ≥ 1 Gi(x)

πn,1 ∼ (a1/b1)n/n1+(ω1+q1)/(b1−a1)

n → +∞

a1 = 2,5

μN N = 1000 Λ = −1 β = 1 k1/h2 = 0,3



図2.ケース 。なぞる  （実線）と  （点線） 。打ち切り⾏列を使⽤
します  と 。

5.2ケース 

    私たちは疑います  どこに 。どちらの場合も、（4）の⽀配的な表現は

つまり、  ⾏列の固有値です 。確かに、私たちはフォームの解決策を探しているなら 、私たち
は（20）のように 。の場合は

私たちは持っています

これも式（22）になります。これは、  もし  と  もし 。どちらの場合も、収束半径は
 1になります。

6特定のケースに戻ります 

    次によって満たされる2次の微分⽅程式を考えることができます。  ⼀次微分システムではなく  と 。
得る

で割る  そして、有理分数を単純な要素に分解することにより、

a1 = 2,5 nβ(b/a1)nπn,1 nβ+1(b/a1)nπn,2 k1/h2 n

M
(N) N = 1000

m > 0

πn,i ≃ ki/n
β πn,i ≃ ki(logn)/nβ

ωki = (β − 1)(ai − bi)ki +∑
j

Qi,jkj . (22)

ω Q + (β − 1)D πn,i ≃ ki/nβ

Π = 1

πn,i ≃ (logn)[ ki

nβ
+

hi

nβ+1
+ ⋯],

(n ± 1)πn±1,i ≃ (logn ±
1

n
)[ ki

(n ± 1)β−1
+

hi

(n ± 1)β
] + ⋯

≃ (logn)[ ki

nβ−1
+

hi ± (1 − β)ki

nβ
] + ⋯ ,

β = 1 + α∗ λ′
1(1) > 1 β = 2 λ′

1(1) ≤ 0

Gi(x)

K = 2

G1(x) G1(x) G2(x)

(1 − x)2(a1x − b1)(a2x − b2)
d2G1

dx2

+ (1 − x){[ω + q1 + a1(1 − 2x) + b1](a2x − b2) + (ω + q2)(a1x − b1)} dG1

dx

+ [(ω + q1)(ω + q2) − q1q2]G1 = 0 .

(1 − x)2(a1x − b1)(a2x − b2)



数を仮定します 、 と1はすべて異なります。次の形式の微分⽅程式を認識します

つまり、3つの特異点を持つリーマン微分⽅程式（Roseau、1997、p。229） 、  と 。特徴的な
出展者はそれぞれ

と  と （13）の解。したがって、解のセットはリーマン表記で書くことができます

（Roseau、1997、p。229）によれば、

私たちは定義します

微分超幾何⽅程式の場合に戻ります

平等に変換されます ⾮調和関係の間。だから

超幾何関数は

表記あり 。場合、xが 1の近傍で、変数yは超幾何微分⽅程式の理論によれば、0の近傍で、
定数があります  と  と

0 =
d2G1

dx2
+ [

1 − ω+q1

a1−b1
− ω+q2

a2−b2

x − 1
+

1 + ω+q1

a1−b1

x − b1

a1

+

ω+q2

a2−b2

x − b2

a2

] dG1

dx

+ [ (ω + q1)(ω + q2) − q1q2

(a1 − b1)(a2 − b2)

(1 − b1

a1
)(1 − b2

a2
)

x − 1
] G1

(x − 1)(x − b1

a1
)(x − b2

a2
)

.

b1/a1 b2/a2

d2G1

dx2
+ [

1 − k0 − k′
0

x − x0
+

1 − k1 − k′
1

x − x1
+

1 − k2 − k′
2

x − x2
] dG1

dx

+ [
k0k

′
0(x0 − x1)(x0 − x2)

x − x0
+

k1k
′
1(x1 − x2)(x1 − x0)

x − x1

+
k2k

′
2(x2 − x1)(x2 − x0)

x − x2
] G1

(x − x0)(x − x1)(x − x2)
= 0,

x0 = 1 x1 = b1/a1 x2 = b2/a2

(k0, k′
0) = (α+,α−), (k1, k′

1) = (0, −
ω + q1

d1
), (k2, k′

2) = (0, 1 −
ω + q2

d2
),

α+ α−

G1(x) = P .

⎧⎪⎨⎪⎩ 1 b1

a1

b2

a2

α+ 0 0 x

α− − ω+q1

d1
1 − ω+q2

d2

⎫⎪⎬⎪⎭G1(x) = ( x − 1

x − b1

a1

)
α+

P .

⎧⎪⎨⎪⎩ 1 b1

a1

b2

a2

0 α+ 0 x

α− − α+ α+ − ω+q1

d1
1 − ω+q2

d2

⎫⎪⎬⎪⎭A = α+, B = α+ −
ω + q1

d1
, C = 1 + α+ − α−.

y =
x − 1

x − b1

a1

 

b2

a2
− b1

a1

b2

a2
− 1

,

(y, 0; ∞, 1) = (x, 1; b1/a1, b2/a2)

G1(x) = ( x − 1

x − b1

a1

)
α+

P .
⎧⎪⎨⎪⎩ 0 ∞ 1

0 A 0 y

1 − C B C − A − B

⎫⎪⎬⎪⎭F(α,β; γ; z) = ∑
n≥0

(α)n(β)n
(γ)n

zn

n!
, |z| < 1

(α)n = α(α + 1) … (α + n − 1)

κ1 κ2

G1(x) = ( x − 1

x − b1

a1

)
α+

[κ1F(A,B; C; y)

+ κ2 y
1−C F(A − C + 1,B − C + 1; 2 − C; y)],



それを条件として 、つまり 。フクシアンの出展者によるソリューション  で  対応する  ：

事件 

    例として 。取る  に関連する固有関数 。選ぶ  だから 。だから

（13）から。私たちは定義します

これは、xの値です。 。私たちは持っています 。変数はします かの減少0 <X <ξの

-1まで。もし 、式（23）を置き換える必要があります

これは（C. Jordan、1896）の§182の式（18）であり、引数は  1/2から1に成⻑します。

    数値例（15）をもう⼀度、 。図3は⽣成関数を⽰しています  と  に関連付けられた固有ベクトルで
構築 。ここに  標準化あり 。⽣成シリーズを評価するためにホーナー法を使⽤します。それらを式
（23）および（24）と⽐較します。ここにあります 。2つの⽅法で得られる関数を重ね合わせることができるよ
うに、正規化の倍率を選択しました。

図3.ケース 。⽣成関数をトレースします  （実線）と （点線）xの関数として。⾏列の計算
に使⽤するもの  と 。の式（23）および（24）  ⼩さな円と正⽅形で表されます。

事件  と 

    例として 。私たちは今持っています

C ≠ 1 α− ≠ α+ α+ x = 1 κ2 = 0

G1(x) = κ1(
x − 1

x − b1

a1

)
α+

F(A,B; C; y). (23)

m < 0

a2/b2 < a1/b1 < 1 α+ = 1 ω1 = s(Q + D) κ1 G1(0) = 1

α− =
ω1 + q1

d1
+

ω1 + q2

d2
− 1

ξ =

b2

a2
− 2 b1

a1
+ b1b2

a1a2

2 b2

a2
− b1

a1
− 1

.

 y = −1 1 < ξ < b1/a1

(
a1

b1

b2

a2
− 1)/(

b2

a2
− 1) ∈]0, 1[

ξ < x < b1/a1

G1(x) = κ1(
x − 1

x − b1

a1

)
α+

(1 − y)−A F(A, C− B; C;
y

y − 1
)

= κ1(
x − 1

x − b2

a2

 

b2

a2
− 1

b1

a1
− 1

)
α+

F(A, C− B; C;
y

y − 1
), (24)

y
y−1

a1 = 2,5 G1(x) G2(x)

μN N = 4000 G1(0) = 1

ξ ≃ 1,105

a1 = 2,5 G1(x) G2(x)

M
(N) N = 4000 G1(x)

m > 0 λ′
1(1) ≤ 0

a1/b1 > 1 > a2/b2



式（23）は、変数  分岐する 。のために 、 0と1の間の数だけ-1に減少します。この区間を
（C. Jordan、1896、§182）の式（32）とします。

と 、  と  だから 。ただし、間隔 、（C。Jordan、1896、§182）の式（34）を
とります。  1/2から1に増加します。

    数値例（15）をもう⼀度、 。図4に式（25）と（26）を⽰します。それらは、固有ベクトルで構築された⽣成関
数とよく⼀致します。ここにあります 。

図4.ケース 。式（25）[⼩さい円]と（26）[⼩さい正⽅形]の⽐較  に関連付けられた固有ベクトル
の⽣成関数  （実線）、 。

事件  と 

    式（25）および（26）は、たとえ次の場合でも、おそらく無効になります。 。対数項を含む式に置き換
える必要があります。もし 、私たちは持っています  と 式（14）に従います。この場合、⽰唆
的なグラフを取得できませんでした。

7含まれるマルコフ連鎖

    亜臨界接続プロセスの場合  （（ ）同⼀に分散された独⽴した環境を持つランダムな環境では、

どこに は⺟関数を表す（Dekking、1988; Geiger et al。、2003）。μを（27）の右辺の最⼩値とします。「弱い亜臨
界」の場合

0 < b1/a1 < ξ < 1.

y x = b1/a1 < 1 0 < x < ξ y−1

G1(x) = κ1(
x − 1

x − b1

a1

)
α+

y−A F(A,A + 1 − C;A + 1 − B; y−1)

= κ1(
b2

a2
− 1

b2

a2
− b1

a1

)
α+

F(A,A + 1 − C;A + 1 − B; y−1), (25)

α+ = 1 ω1 = s(Q + D) κ1 G1(0) = 1 ξ < x < 1

(1 − y)−1

G1(x) = κ1(
x − 1

x − b1

a1

)
α+

y−A(1 − 1/y)−A F(A, C − B;A + 1 − B; (1 − y)−1)

= κ1(
x − 1

x − b2

a2

 

b2

a2
− 1

1 − b1

a1

)
α+

F(A, C − B;A + 1 − B; (1 − y)−1). (26)

a1 = 3,2

ξ ≃ 0,97

a1 = 3,2 G1(x)

μN N = 104

m > 0 λ′
1(1) > 0

α+ = α− = α∗

a1 = 3,5 Λ = −0,2 α∗ = 0,6

Zn n = 0, 1, …

lim
n→∞

[P(Zn > 0)]1/n = min
0≤α≤1

E(f ′(1)α) , (27)

f(x)

E(f ′(1) log f ′(1)) > 0,



私たちは持っています

⼀定の 。「⾮常に未臨界」の場合

私たちは持っています  と

⼀定の 。次の場合、プロセスは未臨界です。 。

    誕⽣と死のプロセスに戻りましょう。2つの環境の特定のケースに限定します。 。私たちは定義します

もし 、それは時間後の個体数の⽣成関数です  環境内の時間0の個⼈から開始 （ヒリオン、1986）。とにかく

しばらくして 、環境が状態1から状態2に切り替わります。しばらくすると 、環境は状態1に戻ります。関連する確率
密度は  と 。次に、含まれているマルコフ連鎖を考えます  （（ ）時間0と時間の間の変化のみ
を⾒る 。それを世代と呼びましょう。⽣成関数は

特に、 。この分岐プロセスは重要ではありません。確かに、

なぜなら 。接続プロセスが⾮常に重要でない場合

この場合、

注意してください  と 、その後、プロセスは⾮常に重要です。弱臨界未満のケースでは、

と少し計算が⽰しています

この数は  もしそうなら 。

    私たちの数値例では、式（28）は、含まれるマルコフ連鎖が次の場合に強く未臨界であることを⽰しています。 
。奇妙なことに、このしきい値はケースを分離するしきい値とは異なります  と  と 
誕⽣と死の線形プロセスのために。この最後のしきい値は  セクション3から。ただし、含まれている

マルコフ連鎖が絶滅に収束する速度は、連続時間プロセスが同じことを⾏う速度とはほとんど関係がありません。

8まとめ

P(Zn > 0) ∼ c n−3/2μn, n → ∞

c > 0

E(f ′(1) log f ′(1)) < 0,

μ = E(f ′(1))

P(Zn > 0) ∼ c μn, n → ∞

c > 0 E(log f ′(1)) < 0

K = 2

ϕi,t(x) =
bi(1 − x)e(ai−bi)t + aix − bi

ai(1 − x)e(ai−bi)t + aix − bi
.

ai ≠ bi t i

ϕ′
i,t(1) = e(ai−bi)t = edi t.

t1 t2

q1e
−q1t1 q2e

−q2t2 Zn n = 0, 1, …

t1 + t2

f(x) = ϕ2,t2(ϕ1,t1(x)).

f ′(1) = ed1t1+d2t2

E(log f ′(1)) = ∫
∞

0
∫

∞

0
q1e

−q1t1q2e
−q2t2 [d1t1 + d2t2]dt1 dt2 =

d1

q1
+

d2

q2
< 0

R0 < 1

E(f ′(1) log f ′(1)) = ∫
∞

0

∫
∞

0

q1e
−q1t1q2e

−q2t2ed1t1ed2t2 [d1t1 + d2t2]dt1 dt2

=
q1q2

(q1 − d1)(q2 − d2)
[ d1

q1 − d1
+

d2

q2 − d2
] < 0 . (28)

μ = E(f ′(1)) = ∫
∞

0
∫

∞

0
q1e

−q1t1q2e
−q2t2ed1t1ed2t2dt1 dt2 =

q1q2

(q1 − d1)(q2 − d2)
.

d1 < 0 d2 < 0

E(f ′(1)α) =
q1q2

[q1 − αd1][q2 − αd2]

μ = −4

q1

d1

q2

d2

( q1

d1
− q2

d2
)

2
.

< 1 R0 < 1

a1 < 3,4 Λ = s(Q + D) Λ = s(Q + α∗D)

0 < α∗ < 1 ≃ 3,2829



    固有値と固有ベクトルの振る舞いに関しては、まだ解明されていない点がたくさんあります。可能な⼀般化の中では、
係数 、  と  関数です -時間の定期的 、その後  に等しくなります 、どこ 
⽀配的なフロケ指数を指定し、スペクトル境界を置き換えます。
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