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Sur les processus linéaires de naissance et de mort
sous-critiques dans un environnement aléatoire *

Nicolas Bacaér T*

Résumé

On obtient une formule explicite pour le taux d’extinction des processus
linéaires de naissance et de mort sous-critiques dans un environnement
aléatoire. On illustre cette formule en calculant numériquement la valeur
propre de plus grande partie réelle pour la matrice tronquée de I’équation
maitresse. La fonction génératrice du vecteur propre associé vérifie un
systeme singulier d’équations différentielles du type de Fuchs. Une atten-
tion particuliére est portée au cas de deux environnements, qui conduit &
une équation différentielle de Riemann.

Zusammenfassung

Man findet eine explizite Formel fiir die Sterberate der unterkritischen
linearen Geburts- und Todesprozesse in einer zufilligen Umgebung. Diese
Formel vergleicht man mit dem Eigenwert mit dem gréfiten realen Teil
fiir die abstumpfte Matrix der Mastergleichung. Die erzeugende Funktion
des Eigenvektors ist die Lésung eines Fuchsschen singularen Systems von
Differentialgleichungen. Wenn die Umgebung zwischen zwei Zustédnde os-
zilliert, findet man eine Riemannsche Differentialgleichung.

1 Introduction

Supposons que I'environnement oscille entre un nombre fini K d’états (K >
2) suivant une chaine de Markov en temps continu homogene. Soit @ = (Q; ;) la
matrice dont la transposée est le générateur infinitésimal de cette chaine : ainsi
Qi,; > 0 pour tout ¢ # j et Y. Q;; = 0 pour tout j. Supposons la matrice
irréductible. Il existe un unique vecteur u = (u;) tel que Qu =0et >, u; =1
[24, p. 152].

Notons n le nombre d’individus d’une population qui évolue dans cet en-
vironnement aléatoire. Dans environnement ¢ (1 < ¢ < K), supposons qu’on
ait un processus linéaire de naissance et de mort de parametres na; pour les
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naissances et nb; pour les morts, avec a; > 0 et b; > 0. Autrement dit, chaque
individu a pendant un intervalle de temps infinitésimal dt une probabilité a; dt
de donner naissance a un nouvel individu et une probabilité b; dt de mourir.

Supposons qu’au temps ¢ = 0 il y ait ng individus (ng > 1) et que environne-
ment soit ig. Soit py, ;(t) la probabilité d’avoir n individus dans environnement
i au temps t. On a donc p,;(0) = 1 si (n,4) = (no,%) et pn,i(0) = 0 sinon.
L’équation maitresse est

dpn,i
dt

= a;i(n — D)pn—1,i + bi(n + D)ppt1,i — (@i + bi)npn,; + Z Qijpng (1)
J

pour n > 0 et 1 <7 < K; le terme en p,—1,; est absent pour n = 0. A la suite
de [17], posons

K
iz Gi Ui
Efil bi ui
On supposera toujours que Ry < 1 : la population s’éteint presque stirement
[5, 2]. Clest le régime sous-critique. Quand ¢t — 400, on a po(t) — u; et
Pn.i(t) = 0 pour tout n > 1 et tout ¢. De plus, le taux d’extinction

Ry =

o = lim 1 logpi(t) @)
existe et ne dépend pas de n > 1 ou de i [7, section 4.5]. Il ne dépend pas non
plus de la condition initiale (ng, ig). Le probleme est de déterminer explicitement
ce taux.

On note R(-) la partie réelle d’'un nombre complexe. Pour toute matrice M,
on note o (M) son spectre et s(M) = max{R(A\); A € o(M)} sa borne spectrale.
Lorsque la matrice M a des coefficients hors diagonale qui sont positifs ou
nuls, ce qui sera toujours le cas ci-dessous, il résulte du théoreme de Perron et
Frobenius que s(M) est aussi une valeur propre de M. On note A la matrice
diagonale diagfai,...,ax]. On note B = diag[bs,...,bk]|. Enfin, on note la
différence D = A — B = diag[dy, ..., dk].

Dans la section 2, on utilise un résultat de [8] concernant les processus de
branchement en environnement aléatoire pour montrer que

dsf .
wi=A= oin 5(Q+aD). (3)

On étudie aussi les variations de la fonction a — Aj(a) = s(Q + aD) et de sa
dérivée N (a), ce qui conduit & distinguer trois cas :

— celui ot m = max;(a; — b;) < 0;

— celui ou m > 0 et N (1) <0;

— celui ou m > 0 et N (1) > 0.
Dans les deux premiers cas, le minimum A de A;(«) dans Uintervalle [0, 1] est
atteint en o = 1, de sorte que la formule (3) montre que wy = s(Q + D).

Dans la section 3, on observe que la borne spectrale uy de la matrice
tronquée au rang N de l’équation maitresse forme une suite croissante. Puis



on calcule numériquement p dans une série d’exemples. On remarque en par-
ticulier la lenteur, sans doute logarithmique, avec laquelle pn converge vers wy
dans le troisieme cas évoqué ci-dessus.

A partir de la section 4, on s’intéresse aux autres valeurs propres et aux vec-
teurs propres associés, pour lesquels on n’obtient que des résultats tres partiels.
On transforme d’abord le probléme de valeur propre

CLJTFn’i = ai(n — 1)7777,71,1' —|— bl(n —|— 1)7Tn+1,i — (CLl' —|— bz)n 7Tn,i —|— Z Qi,jﬂ'n,j 5 (4)
J

en un systeme différentiel singulier du type de Fuchs [18§]

wGi(z) + (1 = z)(ax - b)Gi(r) = Z Qi,;G(x) (5)

pour la fonction génératrice

n>0

On montre que si le vecteur propre (m,,;) décroit géométriquement par rapport
a n, alors la valeur propre w est nécessairement égale a la valeur propre d’une
matrice @ + vD avec v entier > 0. Lorsque m < 0 et w = s(Q + vD), on
construit effectivement des solutions analytiques du systéme (5) au voisinage de
x = 1. On remarque que I’équation caractéristique du systeme fuchsien, obtenue
en cherchant des solutions qui se comportent comme (1 — 2)* au voisinage de
xz =1, est

det(Q +aD —wl) =0; (7)

autrement dit, w est une valeur propre de la matrice @ + aD. Dans le troisieme
cas, celui ol la fonction Aj(a) atteint son minimum A en «* & lintérieur de
I'intervalle ]0, 1[, on montre que siw = s(Q+aD) et si le développement de G;(x)
au voisinage de z = 1 contient un terme logarithmique, alors nécessairement o =
a* et donc w = A. D’ailleurs dans la théorie de Fuchs, les termes logarithmiques
apparaissent quand 1’équation caractéristique (7), et en particulier la branche
w = 5(Q + aD), d’inconnue « a une racine double. A cause de la convexité de
la fonction « — s(Q + aD), ceci ne se produit que pour w = A.

Dans la section 5, on étudie directement le comportement asymptotique,
c’est-a-dire pour n grand, du vecteur propre limite 7 = (7, ;) associé & w;. La
section 6 fait le lien lorsque K = 2 avec une équation différentielle de Riemann.
Dans la section 7, on s’intéresse a la chaine de Markov incluse, cette derniere
rentrant dans le cadre des travaux de [9] et de [13], entre autres. On remarque
que le seuil entre les régimes faiblement et fortement sous-critiques n’est pas le
méme que celui ot A cesse de valoir s(Q + D).

Pour mieux situer notre probleme par rapport a quelques autres travaux, on
note que le systéme (1) est un < processus de quasi naissance et de mort non
homogene » ; voir par exemple [24, p. 350] ou [16, chapitre 12], qui discutent de
la distribution stationnaire mais pas du taux de convergence vers celle-ci. Par



ailleurs, dans un environnement constant avec a; = a et b; = b > a pour tout ¢,
ona D = (a—>b)I, ou I est la matrice identité; donc s(Q + aD) = a(a — b) et
la formule (3) donne w; = a — b, ce qui est bien connu soit par un calcul direct
[14, chapitre V], soit comme cas particulier des résultats de Karlin et McGregor
sur les processus de naissance et de mort qui ne sont pas forcément linéaires [7,
section 5.9.2]. On note également que les généralisations de ces derniers résultats
aux processus de quasi naissance et de mort [4] ne concernent que des cas ol le
< spectre > est réel, ce qui n’est pas le cas en général dans notre modele. Enfin,
le modele (1) intervient comme linéarisation de certains modeles de population
non linéaires, et notamment de modeles épidémiques [3].

2 La formule pour le taux d’extinction

2.1 Discrétisation en temps de ’environnement et passage
a la limite

La transposée d'une matrice M (ou d'un vecteur) se note M T. Soit § > 0 un
petit pas de temps. Discrétisons en temps les fluctuations de ’environnement. La
matrice P = @9 est la matrice d'une chaine de Markov en temps discret. Noter
que P; ; > 0 pour tout ¢ et j puisque la matrice @ est irréductible. L’environne-
ment reste bloqué dans I’état i pendant un pas de temps § puis saute a 1’état j
avec une probabilité P; ;. Dans l'intervalle de temps de longueur §, on suppose

toujours que la population suit un processus linéaire de naissance et de mort de
parametres na; et nb; si 'environnement est dans ’état ¢. Ainsi, un individu

génére en moyenne m; = e(*~) individus; noter que 0 < m; < +oo. On
se trouve donc dans le cadre d’un processus de branchement en environnement
markovien. Si (£o,&1,...,&k—1) est une suite de k environnements traversés, on

pose 0 = mgymeg, ... mg, . Pour o € R, posons
1
®(a) = lim —logE(0y), (8)
k—oo k

ou E(-) désigne I'espérance. Soit Zj, la taille de la population au bout de k pas
de temps de taille §. Ainsi P(Z; > 0) est la probabilité que la population ne soit
pas éteinte. Le corollaire 1.8 de [8] montre que

. 1k _ .
klgrgo P(Z, > 0) exp <0<11;f<1 @(a)) . 9)

Soit 1 = (1,...,1) et ¥(a) la matrice donnée par %; j(a) = P; j m§. Autrement
dit, X(a) = P diag[m¢,...,m%]. Dans notre cas, espérance du produit 6% =
mg, mg, ...mg,_ se calcule explicitement :

E(67)=(0 ... 0me 0 ... 0)(S(a))* 17 (10)

0

Soit p(X()) le rayon spectral de la matrice positive X(a). Il résulte de (8) et de
(10) que ®(«a) = log p(X(«)). C'est d’ailleurs une fonction analytique de « sur



R puisque p(X(«)) est une valeur propre simple de la matrice positive ¥(«). La
limite (9) est donc égale & min{p(X(a)); 0 < @ < 1}. Le taux d’extinction w en
temps continu est donc

w= %log min p(X(a)) = min log ([p(E(a))]l/é) .

0<a<l 0<a<1

Prenons en particulier § = 1/h avec h > 1 qui est un entier. Alors [p(3(a))] e _

p(E(@)"). Or

E(Oé)h = [eQT/h eaD/h} " h—> @' +aD
— 00

d’apres la formule de Lie. Le rayon spectral étant une fonction continue, on a

T T
p(Z(a)") — p (eQ +aD) — 5@ +aD)

h— o0
Comme s(Q" + aD) = s(Q + aD), on conclut que

w—> min s aD).
5—0 0<a<l @+ )

Enfin, la proposition 4.12 de [7] assure 1’égalité des taux d’extinction définis
avec (2) ou avec la probabilité de non-extinction comme dans le membre de
gauche de I’équation (9). On a ainsi trouvé la formule pour le taux d’extinction
en temps continu.

2.2 Etude de la fonction o — s(Q + aD)

Posons maintenant

AM(a) =s(Q+aD), A= oin M(a), m= 1211_?%((11» —b;) = m?xdi. (11)
Proposition 1. Sim <0, alors A = X\ (1). Sim >0 et Nj(1) <0, alors on a
aussi A = A (1). Sim > 0 et A[(1) > 0, alors il existe un unique o* €0, 1] tel
que A = A (a¥).

Démonstration. Si v = (v;) est un vecteur, on note : v > 0 si v; > 0 pour tout
i;v>0s8iv>0etv#£0;v>0siv; >0 pour tout 4. On utilise des notations
identiques pour les matrices.

Reprenons le raisonnement de la section 9 de [3] mais avec Ry < 1 et non
Ry > 1. Comme la matrice @ est irréductible et la matrice D diagonale, la
matrice Q + aD est aussi irréductible pour tout .. Ainsi A\j(«) est une valeur
propre simple de la matrice Q +aD. Soit w1 (@) > 0 'unique vecteur propre réel
de la matrice Q + aD associé a la valeur propre A1 (a) tel que (1T, w;(a)) =1,
onl = (1,...,1) et {-,-) désigne le produit scalaire usuel de vecteurs réels.
On sait que Aj(a) est aussi une valeur propre simple de la matrice transposée
Q" +aD. Notons v1(a) > 0 I'unique vecteur propre réel correspondant tel que



(v1(a), w1 (a)) = 1. D’apres le théoréme de perturbation des valeurs propres
simples, on sait que la fonction A («) est dérivable et que

A (@) = (vi(a), Dwi(a)) . (12)

En particulier pour a = 0, on a A\1(0) = s(Q) = 0, w1 (0) = u, v1(0) = 17 et
N (0)= (1T, Du) = Zi}il(ai —b;)u; < 0 puisque Ry < 1.

Si m < 0, la fonction @ — A () est décroissante puisque D < 0. Consi-
dérons maintenant le cas ou m > 0. Rappelons que A;(0) < 0. La fonction
a — A (a) est convexe [6]. Donc a — N(a) est une fonction croissante. Par
ailleurs, lorsque a@ — 400, on a A1 () ~ am — 400. La fonction a — Aq () est
dans ce cas strictement convexe puisqu’elle n’est pas affine [20]. Il existe donc
un unique a* > 0 tel que X (a*) = 0.

Ainsi donc, trois cas se présentent :

— Sim <0, alors A = A\ (1).

— Sim > 0et Aj(1) <0, alors a* > 1 et a — Aj(«a) est décroissante sur

I'intervalle [0, 1], de sorte qu’on a encore A = Aq(1).

— Sim > 0et N (1) >0, alors a* €]0,1] et A = A\ (o).

O

2.3 Le cas de deux environnements

Supposons que K = 2. Posons (); ; = —g; pour i = 1,2, de sorte que

—q1 q2 q2 q1
= y Uy = 5 U2 = .
@ ( @~ ) ot Y a+te

L’équation caractéristique det(Q + aD — wl) = 0 s’écrit

w2 — (—q1 +ady — g2 + ado)w + (—q1 + adi)(—g2 + ads) — q1g2 = 0.

Cette relation entre w et a décrit une hyperbole dans le plan (w, «). Elle peut
aussi s’écrire

o2 — W+Q1+W+Q2 +(W+Q1)(W+Q2)—Q1QQ
dl dg d1d2

~0. (13)

De plus, A\ () = s(Q + aD) est tel que

2 () = —q1 —q2 + ady +d2) + \/[Oé(d1 —d2) +q2— @1 +4q1¢2

et

(dy —da)(dy —da+ q2 — q1)
V(di —do + 2 — q1)? + 4q1g2
Sim <0,ousim>0et A(1)<0,onaA=Xx(1).Sim>0et (1) >0, on
a forcément d;ds < 0. Supposons dans ce cas par exemple que d; > 0 et de < 0.
En annulant le discriminant de (13), on trouve apres un petit calcul que

2
(V=a1dz — V) a*—l A q +A+Q2
diy — da ’ ) dq do

20N(1) =di +d2 +

A=-—

(14)



Remarquer que A = 0 et a* = 0 quand ¢1d2 + g2d; = 0, c’est-a-dire quand
Ry =1.

3 La matrice tronquée

PoSONS P = (Po.1, -+ POIy s Prlys--sPnics---) - L’équation maitresse s’écrit
% = Mp, ou M est une matrice infinie. Tronquons la matrice M et posons
Q B 0 0 0
0 Q-5 2B 0 0
0 A Q—-28 3B 0 Q "
MM =1 9 24 Q-38 0 =(0 it )
0 0 0 0 Q— NS

avec S = A+ B. Soit uy = s(UM).

Proposition 2. Pour tout entier N > 1, on a uy < pun+1 < 0. La suite (un)
a donc une limite quand N — 400, d savoir wi .

Démonstration. Une matrice de Metzler est une matrice dont tous les coeffi-
cients hors diagonale sont > 0. La matrice UDN) est une matrice de Metzler
irréductible puisque @ est irréductible, a; > 0 et b; > 0 pour tout ¢. On peut
donc utiliser les corollaires du théoreme de Perron et Frobenius concernant la
borne spectrale des matrices de Metzler ; voir par exemple [19, théoréme 30].
Soit e = (1,...,1)T. Alors

UM Te = (=by,...,—bg,0,...,0,—Nay,...,—Nag) <0=0-e.

Comme e > 0, on en déduit que s(UM)T) < 0. Or s(UM) = s(UN)T).
Donc uy = s(U™N) < 0.

La borne spectrale iy de la matrice UNV) est une valeur propre et il existe
un vecteur propre W) > 0 associé. Ainsi UMW) = x WV Le vec-
teur W) est composé de N blocs de taille K : WN) = (Wl(N), . .,WJ(VN)).
Considérons le vecteur W = (W) 0) dont le 0 est aussi de taille K. Alors

LN YN 0 W) _ ,UNW(N)
(N +1)B
0 NA[Q-(N+1)5 0 NAWSY

Comme NA W](VN) > 0, on voit que UNFDW > MNW' Comme W > 0, on en
déduit que pun41 > pn. O

Comme valeurs numériques, prenons

Gp=q=1, ax=1, b =by=3. (15)



Alors u; = ue = 0,5. Faisons varier a; par exemple entre 2 et 5; cette limite
supérieure correspond a Ry = 1. Pour des petites valeurs de N, typiquement
jusqu’a N = 103, on peut utiliser un logiciel tel que Scilab pour déterminer le
spectre complet de la matrice 4. Sinon on peut déterminer la plus petite
valeur propre de —UN) et le vecteur propre correspondant par la méthode
itérative de la puissance appliquée & la matrice inverse. On tire avantage de la
structure tridiagonale par bloc pour I'inversion & chaque itération [1]. Avec cet
algorithme, on peut aller jusqu’a N = 106 sans trop de problemes.

La figure 1 montre en fonction de a; la borne spectrale uy de la matrice (V)
pour N fixé mais grand ; I'algorithme itératif est arrété lorsque deux estimations
consécutives de uy different de moins que 10~%. La figure montre aussi en
pointillé et en fonction de a; le nombre A donné par la formule (3), qui vaut
A1(1) lorsque Aj(1) <0 et qui est donné par la formule (14) lorsque Aj(1) > 0.
On note que X} (1) < 0 lorsque a1 < af et Aj(1) > 0 lorsque a1 > af, avec af ~
3,2829. L’accord entre A et la limite des (un) semble probable. Néanmoins,
la convergence est extrémement lente, peut-étre logarithmique, lorsque Ry se
rapproche de 1, en particulier lorsque a; > aj.

-0.21
-0.4
-0.64
-0.84

-1.21

~1.4 : : : : S
2 25 3 35 4 45 5

FIGURE 1 — En pointillé : A donné par la formule (3) en fonction de a;. Lignes
continues avec des points : ux pour N = 103, 10%, 10° et 10° (de bas en haut).

4 Vecteurs propres et autres valeurs propres

On s’intéresse désormais a la limite lorsque N — oo du vecteur propre associé
a un ainsi qu'aux autres valeurs et vecteurs propres. A ce sujet, on n’obtiendra
que des résultats tres partiels.



4.1 Un systeme fuchsien

Notons K= {1,2,..., K}, N={0,1,2,...}, C 'ensemble des nombres com-
plexes et ’ la dérivée par rapport & la variable x.

Proposition 3. Si w € C et (m,;) € CV¥ wérifient (4) et si les séries
génératrices (6) ont un rayon de convergence > R, alors les G;(x) sont solution
du systéme (5) pour x € C, |[z] <R et1 <i<K.

Démonstration. Noter que Gj(z) = 3,5 nm, ;2" " pour |z| < R. Comme
dans le cas classique avec environnement constant [14], on multiplie (4) par =™
et on somme sur tous les n > 0, ce qui donne

wGi(x) = a; 2° Gi(x) 4+ b; Gi(x) — (a; + b))z Gl(x) + ZQi’jGj(x)'

Ceci équivaut a (5). O

Remarques.
— On note que (5) est un probleme de valeur propre pour un systeme diffé-
rentiel singulier. Ce systeme est du type de Fuchs si a; # b; pour tout 4
[18]. Le systéme est singulier en z = 1 et en « = b;/a; pour 1 < i < K.
Noter que b;/a; < 1 si a; > b;. On peut également écrire le systéme sous

la forme

1 1 1

ai—bi .%'—1_;5—

[¢23

wGy() —ZQi,jGj(ﬂ?) . (16)

— Un exemple d’équation différentielle scalaire d’ordre 2 du type de Fuchs est
apparu dans 1’étude des processus de naissance et de mort quadratiques
dans un environnement constant [21].

4.2 Valeurs propres possibles lorsque le rayon de conver-
gence est > 1

Proposition 4. Siw € C et m = (m,;) € CVE wérifient (4) avec m # 0, si
les séries génératrices (6) ont un rayon de convergence strictement supérieur d
1, alors il existe un entier v > 0 tel que w soit une valeur propre de la matrice

Q+vD.

Démonstration. Raisonnons par I'absurde. Supposons que pour tout v > 0, w
ne soit pas une valeur propre de @ + vD. Les fonctions G;(x) sont analytiques
dans un disque |z] < R avec R > 1. On fait tendre x vers 1 dans (5). On obtient
que

wGi(1) = ZQi,j G;(1).

Or w n’est pas une valeur propre de Q. Donc G;(1) = 0 pour tout .



Soit un entier v > 1. Par récurrence, supposons que ’on ait démontré que
Ggu_l)(l) = 0. On dérive v fois I"équation (5) par rapport & z et on applique la
formule de Leibniz au produit de (1 — z)(a;xz — b;) et de G(x). On obtient que

)+ Z ( ) (1= @)@z = b)) VGV (@) = 3 Qi 6 (w)

ou (7) désigne le coefficient du binéme. Comme le polynéme (1 — z)(a;z — b;)
est de degré 2 en x, seuls les termes avec 0 < k < 2 sont non nuls dans la somme
de gauche :

WG () + (1 - 2)(az — b)GY T (@)
via;(1 —2z) + bi]GZ(-U () —av(v—1)G Z Qi; G

On fait tendre x vers 1 et on trouve avec ’hypothése de récurrence que

wGM (1) = v(a; — b)G (1 ZQW

Or w n’est pas une valeur propre de la matrice @ + vD. Donc Gl(-y)(l) = 0 pour
tout i.

Ainsi, on a démontré que GEV)(l) = 0 pour tout i et pour tout entier v > 0.
Puisque la fonction G;(z) est analytique, on a G;(x) = 0 dans un voisinage
de x = 1, et méme G;(x) = 0 dans tout le disque |z| < R d’apres le principe
du prolongement analytique. Donc 7, ; = GEn)(O)/n! = 0 pour tout n > 0 et
1 <i < K. Ceci contredit 'hypothese m #£ 0. O

Remarques.

— Les valeurs propres des matrices Q + vD ne sont pas forcément toutes
réelles, de sorte que le systeme (5) ne releve ni de la théorie de Weyl et
Kodaira [10], ni de I’étude de [4] sur certains processus de quasi naissance
et de mort. Ces valeurs propres sont néanmoins toutes réelles lorsque K =
2 car alors la valeur propre s(Q+ v D) est bien réelle; Pautre valeur propre
est donc aussi réelle.

— Au voisinage de = = 1, le systéme (16) peut s’écrire

L 1 (- 1) | -
Gi(x)_ai—bi x—1+ZW wGZ(I)_;Q”G *

n>0

Soit G(z) le vecteur (G;(x)). Le systéme est donc de la forme G'(z) =
Q(2)G(x) avec Q(x) = 2=2 —|—Zn o(z—1)"et Q3 = D Hwl—-Q). Si
le rayon de convergence de la série G;(x) est > 1, alors G;(z) est analytique
dans un voisinage de x = 1. Donc le systeme ci-dessus a une solution
analytique dans un voisinage de = 1. D’apres [12, p. 155], il existe un
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entier v > 0 tel que v soit valeur propre de €2_;. Donc il existe un vecteur
w # 0 tel que DY (wl — Q)w = vw. Donc ww = (Q + vD)w et w est une
valeur propre de Q+vD. C’est ce que 'on a démontré de fagon élémentaire
dans la proposition 4.

Exemple. Reprenons les valeurs numériques (15) avec a; = 2,5. Dans ce cas,
on am < 0. Pour N = 1000, les vingt premieres valeurs propres de la matrice
M) sont & peu pres données par le tableau suivant :

0 -1 ~1,6072244 —2 —2,2877855
—2.8377223 —3,3689563 —3,5 —3,8902278  —4,4056104
—4,9172375 —5,3027756 —5,426328  —5,933627  —6,4396149
—6,9446154 —7,2122145 —7,448851  —7,9524836 —8,4556214.

Or les valeurs propres de @ sont 0 et —2, celles de Q + D sont —1 et —3,5, celles
de @Q + 2D sont —1,6972244 et —5,3027756, celles de Q + 3D sont —2,2877855
et —7,2122145, celles de @ + 4D sont —2,8377223 et —9,1622777, etc. On les
retrouve bien dans le tableau ci-dessus. En somme, il semblerait que les valeurs
propres de M) convergent quand N — o0 vers les valeurs propres des
matrices QQ +vD pour v = 0,1,2... La borne spectrale un converge vers s(Q +
D). Rappelons qu’ici s(Q + D) = A puisque m < 0.

4.3 Le cas ou a; < b; pour tout ¢

Supposons m < 0. Cherchons formellement une solution au voisinage de
x =1 du systeéme (5) de la forme

> eni(l—a)". (17)
n=0

On obtient
w Z Cni(1— )" — (a2 — b;) Z nepi(l—a)" = Z Qi Z Cn,j(1—ax)".
n=0 n=0 i n=0

En tenant compte de ce que a;x —b; = a; — b; — a;(1 — ), on identifie les termes
en (1 —x)™ et on obtient

[w = (ai = bi)n]cn,; + ai(n —1)ep—1, = Z Qi jCn,j
J

pour tout n > 0, les termes en c¢,—1; étant absents lorsque n = 0. En posant
¢n = (en1,-.-,Cn.x), on voit donc que (17) est une solution de (5) si

[Q@—wllco =0, [Q@+nD—wlle,=(n—-1)Acp—1, n>1 (18)

Un premier type de solution s’obtient en choisissant w parmi les valeurs
propres de @) et ¢y un vecteur propre correspondant. La relation (18) permet
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de calculer ¢, pour n > 1, pourvu que la matrice @ + nD — wl soit toujours
inversible.

Un deuxieme type de solution s’obtient en choisissant co = c¢; = -+ =¢,_1 =
0 avec v > 1, w une valeur propre de @ + vD et ¢, un vecteur propre associé.
Puis on calcule ¢, pour n > v 4+ 1 avec ’équation (18), pourvu encore que la
matrice @ + nD — wl soit toujours inversible.

Prenons en particulier w = s(Q + vD) avec v > 0 qui est entier. Comme
a; < b; pour tout ¢, on a D < 0. De plus, Q+vD est irréductible. Donc pour tout
entier n > v, on a $(Q +nD) < s(Q + vD) = w. Donc s(Q +nD —wl) <0, la
matrice Q+nD —wI est une matrice de Metzler inversible et (Q+nD —wI)™!
0.Onac, = [Q+nD—wI]"'(n—1)Ac,_1 pour tout n > 1. Quand n — +o0, on
remarque que [Q+nD—wl]"Yn—1)A — D' A donc ¢, i /cn—1: — ai/(ai—b;).
La série (17) est convergente pour |1 — x| < |Z—z — 1|. Les séries (17) pour
1 <1 < K sont toutes convergentes pour

ajg

4.4 Un rayon de convergence égal a 1

Dans les deux numéros précédents, il était question des valeurs propres des
matrices Q + vD pour v entier > 0. Cependant [2] ont déja mis en évidence un
exemple ot By < 1 mais ot la valeur propre s(Q + D) de la matrice Q + D
est strictement positive : il suffit de prendre ¢; = g2 = 1, a1 = 2,7, a2 = 0,8,
b1 = be = 2 (noter que a; > b1). Or notre probléme initial ne peut avoir de
valeur propre positive. On en conclut en particulier que les séries génératrices
G;(x) n’ont pas toujours un rayon de convergence > 1. La proposition suivante
lie le comportement de G;(x) pres de = 1 avec le parameétre «.

Proposition 5. Siw € C et m = (m,;) € CVE wérifient (4) avec m # 0, si
les séries génératrices (6) ont un rayon de convergence égal a 1, s’il existe un
nombre réel o > 0, un nombre entier J > 0 et des fonctions g; j(z) analytiques
dans un disque centré en x = 1 tels que G;(x) = (1—x) Z;'I:o [log(1—)]” gi,;(x)
sur un intervalle (1 —e,1) avec € > 0, si le vecteur (g;,(1)) est non nul, alors
w est une valeur propre de la matrice Q + aD.

Démonstration. On a

J
Gi(x) 1—xa210g1—x gij(:t)
7=0
J . .
+ (1 =2t > {~aflogt — @)’ — j[log(1 = 2)) " }gi(@).
=0

Or G;(z) vérifie Péquation (5) pour |z| < 1. En divisant par (1—z)* [log(1—z)] 7
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on trouve que

J J
wz log(1 — )] Jﬁ gij(x) + (1 —z)(a;z — b;) Z log(1 — )] = Jg%(:z:)
Jj=0 j=0

J

Z{ [log(1 — )]~ jflog(1 = )] }gu ()
= Z Qi,j Z log(1 — x)]h_Jgj,h(x) .

En faisant tendre x vers 1, on obtient

wgi,s(1) — ala; — bi)gi,i( Z Qi.j95,(

Donc w est une valeur propre de la matrice Q + aD. O

Remarque. La forme de la fonction G;(z) dans la proposition 5, qui com-
bine fonction puissance et un polynome en logarithme, est celle que 'on peut
attendre d’une solution d’'un systeme de Fuchs au voisinage d’une singularité
[12, p. 159].

4.5 Lecasoum>0et \(1)>0

Proposition 6. Supposons que m > 0 et que X{(1) > 0. Soit o* €]0, 1] tel que
A= X(a%). Soita>0etw=s(Q+aD). Siw et = (m,,;) € CVK vérifient
(4), si les séries génératrices associées Gi(x) ont un rayon de convergence égal
a 1 et siles Gi(x) peuvent s’écrire sur un intervalle (1 —e,1) avec € > 0 sous

la forme
J oo ‘
r) = Z Z Gijn [1og(1 — 3:)}3(1 — )t

j=0n=0
avec J > 1 et un vecteur (gi,j0)1<i<k qui est non nul, alors a = o* et w = A.

Démonstration. En effet,

J > .
Gi(x) = — Z Zgi,j,n[j + (n+a)log(l — :v)] [log(l _ :E)]]_l(1 —g)nte-l,

=0 n=0

Rappelons que a;x — b; = a; — b; — a;(1 — x). Comme G;(z) est une solution de
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(5) sur le disque |z| < 1, on a

w Z Z 9i,j,n [log(l — x)}j(l — )t

7=0n=0
J o .
— (a; — b;) Z Z Gijm [j + (n+ a)log(l — :C)] [log(l — x)}]_l(l — )"t
j=0n=0
J oo .
+0i DY gignld + (n+ ) log(1 — 2)] [log(1 — 2)]° 7' (1 — z)tett
§=0n=0

K J oo )
= Z Qi k Z Z Gi.jn [log(l — ZC)]J(l — )"t

k=1 j=0n=0

Les termes en (1 — x)%[log(1 — 2)]” et ceux en (1 — x)*[log(1 — 2)]’/~! doivent
chacun s’annuler :

wgi,z0 — a(ai = bi)gis0 = Y Qik k.70
k
wgi,s—1,0 — (@i — b;)[Jgi,10 + agi,s—1,0] = Z Qi kGk,J-1,0 -
%

Soit v; le vecteur (g; ;.0)1<i<kx. On a donc
(Q+aD —wl)y; =0, (Q+aD—wl)yj—1+JDy;=0.

Comme w = s(Q + aD) et v; # 0, la premieére équation montre que v, est un
vecteur propre de la matrice Q + D associé & la valeur propre s(Q + aD). Avec
les notations de la section 2.2, on en déduit qu’il existe une constante xk # 0 telle
que 75 = kwi (). De plus, on voit que la deuxieme équation prend la forme

@+ aD — M (a)]yj-1+ Jk Dwi(a) = 0. (19)

La matrice [@Q + aD — A\1(a)I] a un noyau de dimension 1 dirigé par wi(«).
Toujours avec les notations de la section 2.2, la matrice transposée [QT + aD —
A1(a)I] aun noyau de dimension 1 dirigé par v1 («). En faisant le produit scalaire
de (19) avec vy (), on voit que (v (a), Dwy(a)) = 0. Ceci équivaut d’apres (12)
a A(a) = 0. Comme m > 0 et Aj(1) > 0, ceci implique que o = a*. Donc
w=A. O

5 Comportement asymptotique des vecteurs propres

51 Lecasoum<0

Etudions maintenant le comportement pour n grand d’un vecteur propre
(7n,;) associé & la valeur propre wy. Essayons directement une solution de (4)
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telle que, pour n — 400,

n [ ki h;
7Tn7i=l_[ (m-i-m'i‘)

Pour n grand, on a (n+1)"° =n0(1+1/n) " ~n9(1-6/n) ~n°—dn"0"!
et (n—1)"°~n"94+5n"9"1 Donc

n k;
Ny, ~ 11 (nﬂ 14——4— )

ki
(n + 1)7Tn:|:1 i~ Hn:l:l <n,@_1 ( ) _|_ T _|_ )

pour n grand. On voit que les termes d’ordre 11" /n”~! dans (4) donnent
0=—(a; +b)k; +b; k; I+ a; k; /TT.

Ainsi (IT — 1)(b; — a;/I)k; = 0 pour tout ¢. Si a;/b; = max; a;/b;, on prend
IT = ay /by, k1 # 0 et k; = 0sii# 1. Posons ¢; = —Q; ;. Les termes d’ordre
11" /nf dans (4) sont

w1 k; = (i1 + a; /TT — a; — by)h; + (a; /T — b;I0)(B — 1)k; + ZQi’jkj . (20)

Ainsi, w1 kl = (bl—al)(ﬂ—l)kl —q1 kl et 0 = (CLl—bl)(bi/bl—ai/al)hi—FQi’lkl
si iz 1. On en déduit que

witq _ Qin

ﬂ:1+b1—a1’ ¢ (bl—al)(b/bl—az/al) 1

sii£1. (21)

Alternativement, on aurait pu étudier le systéme (5) au voisinage de z =
bi/ay : ceci aurait suggéré que Gi(x) ~ (x — by /ay) @ +@)/(h1=a1)  Rappelons
que pour la valeur propre wy, on peut choisir le vecteur propre associé de sorte
que m,; > 0 pour n > 1; le point singulier de la série entiere G;(z) le plus
proche de 0 dans le plan complexe se trouve donc sur l'axe x > 0 d’apres
un théoreme de Pringsheim [22, p. 54]. D’apres [11], on aurait alors m,1 ~
(a1 /by)™/nttwrta)/(bi=a1) hour n — 400, & une constante multiplicative pres.
C’est bien ce que l'on a trouvé.

Exemple numérique. Reprenons notre exemple numérique (15) avec a1 =
2,5. La figure 2 montre le comportement asymptotique du vecteur propre associé
a la valeur propre py de la matrice M) pour N = 1000. Ici on a A = —1.
On a donc 8 =1 et k1 /hy = 0,3. La figure semble bien confirmer les résultats

asymptotiques obtenus, vu qu’il ne faut pas tenir compte de 'effet de bord pres
den=N.
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FIGURE 2 — Le cas ot a; = 2,5. On trace n’(b/a;)"m,1 (ligne continue) et
nPTY(b/ay )", k1/ha (ligne en pointillé) en fonction de n. On utilise la matrice
tronquée M) avec N = 1000.

5.2 Lescasoum>0

On soupgonne que 7, ; ~ k;/n® ou que m,; ~ k;(log n)/nP. Dans les deux
cas, les termes dominants dans (4) donnent

whi = (8= 1)(a; —b)ki + > Qisk;- (22)

Autrement dit, w est une valeur propre de la matrice @ + (8 — 1)D. En effet,
dans le cas ol 'on cherche une solution de la forme m, ; ~ k;/ nﬁ, on est comme
dans (20) avec IT = 1. Quant au cas ou

Tn,i = (logn) erWJr... 7

on voit que

1 k; hi
(n+1)mpt1,: >~ <logn:|:—) [( + } N
n

n+1)f-1  (n+1)8
k; h; + (1 — B)k;
~ (logn) {nﬁ_l + 3 } +oey

ce qui conduit & nouveau & I'équation (22). Ceci suggere que 8 = 1 4+ o* si
A (1) >1et f=2si N (1) <0. Dans les deux cas, le rayon de convergence des
Gi(z) serait égal & 1.
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6 Retour sur le cas particulier ou K = 2

On peut considérer I’équation différentielle d’ordre 2 satisfaite par Gi(x)
plutdt que le systéme différentiel d’ordre 1 pour Gi(x) et Ga(z). On obtient
d*G4
dx?

+( —x){[qul +ar(1 = 22) + bi] (a7 — by) + (w + @2) (a1 —bl)}

(1 —2)*(a1z — b1)(azx — by)
dGy
dx
+ [(W +q1)(w+ Q2) — qlqz} G1=0.

En divisant par (1 — 2)?(a12 — b1)(azx — by) et en décomposant en éléments
simples la fraction rationnelle en facteur de d(gl, on obtient

w+ w+ w—+ w+
0 :d2G1 1- 01*3711 B azj’22 + ! al*(?l a2:§722 dG1
dx? z—1 T — Z—ll T — Z—z dx
b b
W+ aq)(w+gq) —qg 1—)1—22) Gy
(a1 —b1)(az — ba) z—1 (a:—l)(x—Z—i)(:z:—Z—z) '

Supposons que les nombres by /a1, ba/as et 1 soient tous distincts. On reconnait
une équation différentielle de la forme

d2G 1—ko—k), 1—ki—k), 1—ky—kK)]dG
L 0 0 1 Ly 2 2 | dG1
dx? dx

k0k6($0 — Il)({EO — .IQ) + klki (.Il — xg)(Il — Io)
T — X r — X

T — X9 xr — I Xr — Tg

+

G

kaé(fEQ — xl)(arg — .Io)
+ (x — z0)(z — x1)(x — 22)

Xr — Tg

:O,

c’est-a-dire une équation différentielle de Riemann [23, p. 229] avec trois points

singuliers g = 1, 1 = by /a1 et 3 = ba/ag, dont les exposants de Fuchs sont
respectivement

(k07k6) = (Oé+,a_)7 (kl?k/l) = (0’_w;Zi_QI) ’ (k27k£) - (0,1 a w;l’—q2> 7
1 2

avec a4 et a_ solutions de (13). L’ensemble des solutions peut donc s’écrire
avec la notation de Riemann

1 b b2
ay a2
Gi(z) =P oy 0 0 x
_wta _ wtgs
o T 1 0

D’apres [23, p. 229], on peut écrire

a4 1 b_l b_2
x—1 a a2
Gi(z) = r 0 oy 0 x
r— b wtqr w+tq2
ai a_ — o4 oy — d—l 1-— T
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Posons n
w
.A:Our, B:Our— dql, C:1+Oé+—047.
1

On se ramene au cas de I’équation différentielle hypergéométrique en posant

by _ by
-1 45 — o

y: e
p_b b {7
al as

ce qui traduit 1’égalité (y,0;00,1) = (x,1;b1/a1,b2/as2) entre rapports anhar-
moniques. Ainsi

-1\ 0 00 1
Gl(x):< b1> P 0 A 0 y
TG 1-C B C—-A-B

ai

Rappelons que la fonction hypergéométrique est définie pour |z| < 1 par

Flo, Bivi2) = Y -t =

!
= (o n!

avec la notation (a), = a(a+1)...(a+n—1). Quand z est au voisinage de 1,
la variable y est au voisinage de 0. D’apres la théorie de I’équation différentielle
hypergéométrique, il existe des constantes x1 et ko telles que

r— b
ax

at
-1
Gi(z) = (x b1> [HlF(A7B;C§y)
+I€2y1_cF(¢4_C+1,B_C+1;2_C;y) )

pourvu que C # 1, c’est-a-dire a— # a4. Les solutions avec un exposant a4 en
x =1 correspondent & kg = 0 :

Giw) = ( x‘i) F(AB:Cy). (23)

Le cas ot m < 0. Supposons par exemple que az/bs < a1/by < 1. Il faut
prendre ;. = 1 pour la fonction propre associée a la valeur propre w; = s(Q +
D), et ry de sorte que G1(0) = 1. Alors o = 4 1 “’ld—t‘m — 1 d’apres (13).

dy
Posons . . -
D2 __ 9 2102
2a1 +

f=02 "a  aa
2by b 7

as al
qui est la valeur de z pour laquelle y = —1. On a 1 < £ < by /ay. Sur lintervalle
0 < z < ¢, on remarque que la variable y décroit de (3t ba _ 1)/(2—2 —1), qui

az
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est compris entre 0 et 1, jusqu’a —1. Sur Uintervalle £ < x < by/aq, expression
(23) doit étre remplacée par

ot
Gl(x):'%l(x_bll) (1_y)AF<AaC_B767%)

T —
by o
z—1 =2 -1 Yy )
=K 22 FlAC-B;C;— |, 24
(F5E5) rlreosety) e

qui est 'expression (18) du §182 de [15], dans laquelle 'argument % croit de
a4l

Reprenons notre exemple numérique (15) avec a; = 2,5. La figure 3 montre
les fonctions génératrices Gy(z) et Ga(z) construites avec le vecteur propre
associé & la valeur propre uy de la matrice M) ott N = 4000, avec la nor-
malisation G1(0) = 1. On utilise la méthode de Horner pour évaluer les séries
génératrices. On les compare avec les formules (23) et (24). Ici on a £ ~ 1,105.
Le facteur multiplicatif de normalisation a été choisi de sorte que les fonctions
obtenues par les deux méthodes soient superposables.

1
P Gi(z
—_— — 1(z)
Gz(iﬂ)\ \
~
0
-1
-2 T T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12

FIGURE 3 — Le cas ol a; = 2,5. Les fonctions génératrices G1(z) (ligne continue)
et G2(z) (en pointillé) sont tracées en fonction de x et calculées en utilisant
la matrice MN) avec N = 4000. Les formules (23) et (24) pour G;(x) sont
représentées par des petits cercles et carrés.

Le cas ou m > 0 et A\(1) < 0. Supposons par exemple que a; /by > 1 >
az/bs. On a maintenant 0 < b1/a1 < & < 1. L’expression (23) ne convient
plus car y diverge en & = b1/a; < 1. Sur lintervalle 0 < = < &, on voit que

19



y~! décroit d'un nombre dans P'intervalle |0, 1] jusqu’a —1. On prend sur cet
intervalle expression (32) du §182 de [15],

x—1

ay
Gl(x)—m< _b_1> yiAF(A,A—l-l—C;A—l-l—B;y*l)

ay

ba 1\
=K1 <£2_b_1 F(.A,A—i—l—c;.A-i—l—B;y*l), (25)

avec ay = 1, w1 = s(Q + D) et k1 de sorte que G1(0) = 1. En revanche, sur
l'intervalle £ < x < 1, on prend l'expression (34) du méme §182 de [15], dans
laquelle 'argument (1 — y)~! croit de % al:

G1(x) = k1 ( b1> y_A(l—l/y)_AF(A,C—B;A—i-l—B; (1—y)_1)

1 =g\
_,@1<“’ L 4 ) F(AC-B;A+1-B;(1—y) ). (26)

Reprenons notre exemple numérique (15) avec a; = 3,2. La figure 4 montre
les formules (25) et (26). Elles semblent bien coincider avec la fonction géné-
ratrice construite avec le vecteur propre associé a la valeur propre uy de la
matrice tronquée M@V Ici on a & ~ 0,97.

1-
0.9 1
0.8 4
0.7 4
0.6 1
0.5 1
0.4+
0.3 4
0.2 4
0.14

0 T T y T T T T T T !
0O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

FIGURE 4 — Le cas ou a; = 3,2. Comparaison des formules (25) [petits cercles]
et (26) [petits carrés| pour G1(z) avec la fonction génératrice du vecteur propre
associé a la valeur propre puy de la matrice tronquée MN) (ligne continue) avec
N = 10%.
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Le cas oum > 0 et A\j(1) > 0. Il se peut que les expressions (25) et (26) ne
soient plus valables, méme en prenant oy = a_ = a*, et qu’elles doivent étre
remplacées par des expressions contenant un terme logarithmique. Si a; = 3,5,
ona A=-02et a* = 0,6 dapres les formules (14). On n’est pas parvenu a
obtenir de figure suggestive dans ce cas.

7 Chaine de Markov incluse

Rappelons que pour un processus de branchement Z,, (n = 0,1,...) sous-
critique dans un environnement aléatoire avec des environnements indépendants
identiquement distribués, on a

Jim [P(Z, > 0))/" = min B(f'(1)%), (27)
ou f(z) désigne la fonction génératrice [9, 13]. Soit u le minimum dans le c6té
droit de (27). On sait plus précisément que dans le cas < faiblement sous-
critique > ot E(f/(1)log f'(1)) > 0, on a P(Z, > 0) ~ en=3/2y™ lorsque
n — oo pour une constante ¢ > 0. Dans le cas <« fortement sous-critique > ou
E(f'(1)log f'(1)) < 0, 0on a p = E(f'(1)) et P(Z,, > 0) ~ cu™ lorsque n — oo
pour une constante ¢ > 0. Rappelons que le processus est sous-critique lorsque
E(log /(1)) < 0.

Retournons a notre processus de naissance et de mort en temps continu.
Limitons nous pour simplifier au cas particulier de deux environnements : K = 2.
Posons
bi(1— a:)e(‘“’bi)t +a;x —b;

a;(1 —x)elai=bidt 4 g —b;

Gip(z) =

Sia; # b;, c’est bien la fonction génératrice du nombre d’individus au bout d’un
temps ¢ partant d’un individu au temps 0 dans 'environnement ¢ [14]. Dans tous
les cas, ¢ ,(1) = e(® P! = ¢4 Partant de 'environnement 1, 'environnement
bascule vers I’état 2 au bout d’un temps t;, puis rebascule vers ’état 1 au bout
d’un temps . Les densités de probabilités associées sont g e~ et gge™92%2.
Considérons alors la chaine de Markov incluse Z,, (n = 0,1,...) ne regardant
que le changement entre le temps 0 et le temps ¢; + t5; appelons cela une
génération. La fonction génératrice est f(z) = ¢2.4,(P1,4,(x)). En particulier,
f'(1) = e®rtatdzt2 Ce processus de branchement est sous-critique. En effet, on
a
do

oo oo d
E(log f'(1)) = / / qre” M gae™ 22 [dy ity + dato]dty dty = L1220
o Jo Qe

puisque Ry < 1. Le processus de branchement est fortement sous-critique lorsque

E(f'(1)log f'(1)) :/ / qe” Dhigoem2tzeditigd2te (4 4 doto)dty diy
o Jo

9192 dy do
= + <0. (28)
(@1 —di1)(q2 — d2) [‘h —dy g2 — da
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Dans ce cas, on a

R A - q142
w=E(f'(1 :/ / qre” Mgge w2tz gditrpdata gy gy, — .
1) 0o Jo (1 — d1)(g2 — do)

Noter que si d; < 0 et do < 0, alors le processus est fortement sous-critique.
Dans le cas faiblement sous-critique, on a

E(F(W)% = 1 — Oédqll]([lljz — audy]

et un petit calcul montre que

Noter que ce nombre est < 1 si et seulement si Ry < 1.

Pour notre exemple numérique, la formule (28) montre que la chaine de
Markov incluse est fortement sous-critique lorsque a; < 3,4. Curieusement, ce
seuil differe de celui séparant les cas A = s(Q + D) et A = s(Q + o*D) avec
0 < a® < 1 pour le processus linéaire de naissance et de mort. Ce dernier
seuil était ~ 3,2829 d’apres la section 3. Cependant le taux auquel la chaine
de Markov incluse converge vers l'extinction n’a pas grand-chose a voir avec le
taux auquel le processus en temps continu en fait de méme.

8 Conclusion

De nombreux points restent a éclaircir concernant le comportement des va-
leurs propres et vecteurs propres. Parmi les généralisations possibles, on peut
penser que si les coefficients a;, b; et ); ; sont des fonctions T-périodiques du
temps ¢, alors wy sera égal & min{ f(Q(-) + aD(-)); 0 < a < 1}, ou f(-) désigne
Iexposant de Floquet dominant et remplace la borne spectrale.
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