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摘要

在⼀个随机状态下，该状态为两个状态的连续时间马尔可夫链，对于超流⾏情况，随机SIS模型灭绝的平均时间
（在超临界情况下）相对于种群数量呈指数增长状态是有利的，并且根据幂定律，如果其中⼀个状态是有利的，
⽽另⼀个状态则不利于传播。

1引⾔

    设N为⼈⼝规模，假定为常数。在SIS流⾏病的随机模型中，每个⼈都是健康的（S）或被感染的（I）
（Nåsell，2011）。想象⼀下，环境在两个状态下连续不断地遵循马尔可夫链。 与Ĵ = 1或2，是从状态退出率
Ĵ。在环境j中，每个⼈的接触率是 。如果在瞬间⽜逼 的⼈感染⼈数为ñ，环境Ĵ，其之间的新的感染概率ŧ和
T + DT，与DT⽆限⼩，是 。假设⼀个⼈的治愈率b > 0在两种环境下都相同。这样，在⼈群中重
新治愈的可能性就是 在t和t + dt之间。（Artalejo et al。，2013）已经研究了该模型，但并未达到⼈⼝规模N
变⼤的程度。此外，它是马尔可夫环境中⽣与死过程的特例（Cogburn and Torrez，1981）。

    让我们定义

 是⽆穷⼩的⽣成器，⽽  （分别 ）是在环境1（resp。2）中花费的时间的⽐例。对于线性模型，即参数随
机环境中的出⽣和死亡的线性过程  和 ，（Bacaër和Ed-Darraz，2014年）指出，⼏乎可以肯定的是，当且仅当 

。另⼀⽅⾯，对于⾮线性SIS模型，⽆论参数值如何，都将消失。 。然⽽，当⼈⼝ñ较⼤，平均时间灭
绝是如果⼤  如果⼩ 。我们定义 在环境中 最初有n个感染者的平均时间 j。然后，我们有了

，

此外 。本⽂的⽬的是研究超临界情况，即是否 ，即种群N的⼤⼩变⼤之前到灭绝的平均时
间的⾏为 。

    在与接触率在稳定的环境⼀有 ，（多林等⼈，2005，表1）⽰出了平均时间的消光从群体的感染分

数X = N / N 时增加 与x⽆关，例如 ，带有
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换句话说，平均时间⼏乎随N呈指数增长。（Bacaër，2015）提出了⼀个在环境为周期性的相似结果，即使没有
明确的增长参数c公式。

    在超临界随机环境中，即 ，以下⽂章建议应区分两种情况：⼀种⾼度超临界的情况，其中 
还有⼀个超临界的情况 。在⾼度超临界的情况下 ，我们推测，随着参数 N的增加，灭绝
的平均时间⼤约呈指数增长。 。更准确地说，该平均时间的对数除以N，收敛为 。因
此，渐近⾏为与环境在状态2中处于受阻状态相同，也就是说，最不利于流⾏病传播的环境和优先发⽣灭绝的环
境。

    但是，如果  和 ，那么我们推测到灭绝的平均时间随着  与

在这种情况下， 。凭直觉，有时会长时间处于状态2。该持续时间⼤于τ的概率为 。在状态2
中，N⼤的平均消光时间约为 （Doering等，2005）。这也可以从拟灭绝⽅程中猜出 。因
此，最终在状态2的某个时期内灭绝的概率约为 。这表明灭绝的平均时间是倒数的数量级，即

。根据我们的分析，数量级实际上是  ⽤（3）给出的ω。

    另请注意，如果  和  乘以  与 ，  保持不变，但  乘以  ：在此模型中，环境变异性增加
往往会增加平均灭绝时间。

    这项法律  在具有J状态的环境中，如果

我们有

如果Q是⽆穷⼩⽣成器，并且 u是唯⼀的向量

（Bacaër和Ed-Darraz，2014年）。令A和B表⽰对⾓矩阵  和 。考虑光谱范围

 表⽰矩阵的光谱，并且 复数的实部。我们展⽰

然后，我们推测灭绝的平均时间随着 。在特定情况下 ，数ω只是矩阵最⼤实部的特征值 
。此矩阵和由（3）给出其特征值ω的表达为我 = 2（锯⼯和斯莱特⾦，1981，⽅程（14）和（20））

已经发现⽽⽆需在⼈⼝统计随机性群模型亚临界情况（ ）。但是，在这种情况下，平均灭绝时间随着N的
对数⽽增加。

    ⼏位作者发现了布朗随机环境中种群模型中平均灭绝时间的幂定律（Ludwig，1976； Leigh，1981； Lande，
1993）。他们以扩散⽅程为起点。但是，（Gaveau等，1996）和（Doering等，2005）已经表明，该⽅程导致参
数c的公式不精确。实际上，该⽅程式并不总是很好地表⽰准平稳分布的尾部，这恰恰是研究灭绝过程的最重要
部分。但是，请注意，（Kamenev等⼈，2008）使⽤路径积分解决了随机环境中有⾊噪声的种群灭绝问题。

    第2节介绍了模型的准平稳分布。第3节使⽤布⾥渊，克雷默斯和温策尔（BKW）⽅法在分布迅速变化的参数x
= n / N的区域中获得有效的近似值。第4节在分布变化缓慢的区域中使⽤了另⼀个近似值。第5节使⽤扩散⽅程来
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∑
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连接之前的两个近似值：Kummer和Tricomi的合流超⼏何函数在这⾥取代了特别由（Meerson和Sasorov，2008）
使⽤的⾼斯误差函数。第6节估计与准平稳分布相关的特征值。

    尚未严格获得这些近似值，但第7节仍提供了数值模拟，该数值模拟似乎证实了在强超临界情况下指数定律和
在弱超临界情况下幂定律的指数值。第8节增加了⼀些说明。特别是，我们在弱超临界状态下⽐较了马⽒环境和
周期环境处于相同时间⽐例处于有利或不利状态的情况：第⼀种情况导致了平均时间的幂律直到灭绝，第⼆次成
为指数定律。第9节考虑了状态有限的马尔可夫链的情况，并讨论了其他概括。

2准平稳分布

    考虑在时间  t  在环境j中存在n个感染者  的概率： 。然后我们有

让我们定义

 ：列向量
 ：⼆阶对⾓矩阵

系统（4）-（5）的形式为

M的特征值是Q和R的特征值。Q的特征值是0和 。对⾓线之外的矩阵R的系数为正或零。此外，矩阵R是
不可约的，正如我们在关联图上看到的那样。Perron和Frobenius定理的推论（Smith，1995，推论3.2）表明，矩
阵R的实特征值λ很简单，严格⼤于所有其他特征值的实部分，并且具有相关的特征向量具有严格的积极成分。如
果 1是⼤⼩为2N的线向量[1,1，…，1] ，则

根据（Berman and Plemmons，1994，Theorem 6.2.3，L33），我们有 。我们选择
与特征值λ相关的M的特征向量： 。换⼀种说法，

让我们通过施加例如来归⼀化特征向量

pn,j(t)

dpn,1

dt
= − [a1n(1 − n

N ) + b n + q1]pn,1 + b(n + 1)pn+1,1
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N
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⋮ ⋱ ⋱ ⋱ BN

0 ⋯ 0 AN−1 Q − BN
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N
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N
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N )πn−1,2 + q1 πn,1.
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图1显⽰  和  作为的函数的N / N与  有两种情况：  和 在这种情况下  和
。特征向量π是使⽤Scilab软件计算的。的⾼峰  接近 就像您在考虑感染者 ⽐例i的平

均场⽅程时所期望的

确实 是该⽅程式的唯⼀稳定平衡状态。的⾼峰  接近  如果  并靠近  如果 。

 

图1.组件  和  与 当N = 100时，特征向量π作为n / N的函数，  和 。其他参数
值：a） ，b） 。

    让我们定义

。

线性系统（1）-（2）可以写为

系统（8）-（9）和（6）-（7）显⽰

1

N

N

∑
n=1

(πn,1 + πn,2) = 1.

πn,1 πn,2 n ≥ 1 R0 > 1 a1 > a2 > b R0 > 1

a1 > b > a2 πn,1 x1 = 1 − b/a1

di

dt
= a1i(1 − i) − bi.

x1 πn,2 x2 = 1 − b/a2 a2 > b x = 0 a2 < b

πn,1 πn,2 n ≥ 1 q1 = 1 q2 = 1

a1 = 10 > a2 = 5 > b = 2 a1 = 5 > b = 2 > a2 = 1

π̂ = (π1,1,π1,2, … ,πN ,1,πN ,2)

T̂ = (T1,1,T1,2, … ,TN ,1,TN ,2)

−1 = q1(Tn,2 − Tn,1) + a1n(1 − n
N

)(Tn+1,1 − Tn,1) + bn(Tn−1,1 − Tn,1) ,

−1 = q2(Tn,1 − Tn,2) + a2n(1 − n
N

)(Tn+1,2 − Tn,2) + bn(Tn−1,2 − Tn,2) .

(8)

(9)

−1
∗ = R∗T̂ , λπ̂ = Rπ̂,



其中星号*表⽰向量或矩阵的转置。通过采⽤通常的点积，我们得到 。
所以我们有

换⼀种说法，  是...的线性组合  与  和 。在下⽂中，我们主要对λ感兴趣。我们学习 
在第7节中通过数值模拟。

3. BKW近似

    案⼦ 。 ⽤ ，我们推测  如果 。我们将验证后验，例如对于不同的模
型（Meerson和Sasorov，2008），确实如此。因此，可以忽略（6）-（7）的左侧。⽤ ，让我们寻找形式
的BKW近似值（Bender和Orszag，1978年）

与 。2阶泰勒展开  和订单1  建议

我们通过替换（6）并简化为 

O（N）中 的表达式给出

⽅括号中的第⼀项仅对于常数函数为空 。选择取消⽅括号中第⼆项的解决⽅案

也就是说

除了加性常数。这意味着 。功能 ⽤O（1）中的表达式获得：

更换  通过表达，我们得到

功能  在 从（7）获得。形式 选择以确保不同表达式之间的平衡。确实，最⾼顺序

⟨−1
∗, π̂⟩ = ⟨R∗T̂ , π̂⟩ = ⟨T̂ , Rπ̂⟩ = λ⟨T̂ , π̂⟩

−
1

λ
=

⟨T̂ , π̂⟩

⟨1∗, π̂⟩
.

−1/λ (Tn,j) n ≥ 1 j = 1, 2 (Tn,j)

x > x1 = 1 − b/a1 R0 > 1 λ → 0 N → +∞

x > x1

πn,1 = e−NS(x)−Σ(x), πn,2 =
c(x)

N
e−NS(x)−Σ(x)

x = n/N S(x) Σ(x)

πn±1,1 ≃ e−NS(x)∓S ′(x)− S′′(x)
2N

−Σ(x)∓ Σ′(x)
N .

e−NS(x)−Σ(x)

0 ≃ a1N(x − 1
N

)(1 − x + 1
N

)eS ′(x)−
S′′(x)

2N +
Σ′(x)

N − a1Nx(1 − x)

+ bN(x + 1
N )e−S ′(x)− S′′(x)

2N − Σ′(x)
N − bNx − q1 + q2

c(x)

N
.

0 ≃ Nx[eS ′(x) − 1][a1(1 − x) − be−S ′(x)].

S(x)

eS ′(x) =
b

a1(1 − x)
,

S(x) = s1(x) = x log(b/a1) + x + (1 − x) log(1 − x)

S ′′(x) = 1
1−x

Σ(x)

0 ≃ a1N[x(1 − x) +
2x − 1

N
]eS ′(x)[1 +

S ′′(x)

2N
+

Σ′(x)

N
] − a1Nx(1 − x)

+ bN(x + 1
N )e−S ′(x)[1 −

S ′′(x)

2N
−

Σ′(x)

N
] − bNx − q1 .

S(x)

Σ′(x) =
1

x
−

1/2

1 − x
+

q1

a1 − b
( 1

x − x1
−

1

x
) ,

Σ(x) = σ1(x) = log(x √1 − x[ x − x1

x
]

q1
a1−b

) .

c(x) πn,2 πn,2



更换  通过表达，我们得到

总⽽⾔之，我们推测 ，

⼀定的常数 。特别考虑以下⾏为  和的  对于  和  近 。让我们定义
。我们有 。泰勒的发展给

因此，我们有

    案⼦  如果 。 对称地，让我们寻找解决⽅案

系统（6）-（7）如上所述

除了加常数，

总⽽⾔之，我们推测 ，

⼀定的常数 。⽤  和  近 ，

    图2和3显⽰  和  就......⽽⾔  与 。 使⽤系统（6）-（7）计算。
该图还以深蓝⾊和红⾊显⽰了近似值（10）和（12）。常数  选择（10）中的 与n = N-1的近似值⼀致。常
数  在（12）中由  如下⽂第5节所述。

0 ≃
c(x)

N
{Na2x(1 − x)[eS ′(x) − 1] + bNx(e−S ′(x) − 1)} + q1 .

S(x)

c(x) ≃
q1

(a1 − a2)x(x − x1)
.

x > x1

πn,1 ≃ k1 e−Ns1(x)−σ1(x), πn,2 ≃
q1 πn,1

N(a1 − a2)x(x − x1)
, (10)

k1 πn,1 πn,2 x > x1 x x1 c1 = b/a1 − 1 − log(b/a1)

s′
1(x1) = 0

s1(x) ≃ s1(x1) + s′′
1(x1)(x − x1)2/2 ≃ −c1 +

a1

2b
(x − x1)2.

πn,1 ≃ k1
eNc1−N

a1
2b

(x−x1)2
x

q1
a1−b −1

1

√1 − x1 (x − x1)
q1

a1−b

, πn,2 ≃
q1 πn,1

N(a1 − a2)x1(x − x1)
. (11)

x < x2 = 1 − b/a2 a1 > a2 > b a2 > b

πn,2 = e−NS(x)−Σ(x), πn,1 =
c(x)

N
e−NS(x)−Σ(x), x < x2 = 1 − b/a2.

S(x) = s2(x) = x log(b/a2) + x + (1 − x) log(1 − x)

Σ(x) = σ2(x) = log(x √1 − x[ x2 − x

x
]

q2
a2−b

), c(x) ≃
q2

(a1 − a2)x(x2 − x)
.

x < x2

πn,2 ≃ k2 e−Ns2(x)−σ2(x), πn,1 ≃
q2 πn,2

N(a1 − a2)x(x2 − x)
, (12)

k2 x < x2 x x2

πn,2 ≃ k2
eNc2−N

a2
2b

(x2−x)2
x

q2
a2−b −1

2

√1 − x2 (x2 − x)
q2

a2−b

, πn,1 ≃
q2 πn,2

N(a1 − a2)x2(x2 − x)
. (13)

−(log πn,1)/N −(log πn,2)/N n/N 1 ≤ n ≤ N , πn,i

k1 πn,1

k2 k1



图2.⽰例 。黑⾊，在其他曲线下：  和  就......⽽⾔ 。 
 ：深蓝⾊，如果近似，则为（10）  和（12）如果  浅蓝⾊，扩散近似（25），如

果 。 
 ：红⾊，如果近似，则为（10）  和（12）如果  如果是粉红⾊，则扩散近似

（31）如果 。

图3.⽰例 。黑⾊，在其他曲线下：  和  就......⽽⾔ 。 
 ：深蓝⾊，如果为（10），则近似值  绿⾊，如果近似，则为（20）  浅蓝⾊，

扩散近似（25），如果 。
 ：⽤红⾊表⽰，如果（10），则近似值  以紫⾊表⽰，近似值（19）如果  呈粉

红⾊，扩散近似（31） 。

4缓慢变化区域中的近似值

    我们正在寻找的近似值  和  在  如果  和在  如果 。在这些
时间间隔内， 。让我们考虑系统（6）-（7），然后直接尝试连续逼近 ， ，带有 

。泰勒的发展给

a1 > a2 > b −(log πn,1)/N −(log πn,2)/N x = n/N

πn,1 x > x1 x < x2;

x ≃ x1

πn,2 x > x1 x < x2;

x ≃ x2

a1 > b > a2 −(log πn,1)/N −(log πn,2)/N x = n/N

πn,1 x > x1; x < x1;

x ≃ x1

πn,2 x > x1; x < x1;

x ≃ x1

πn,1 πn,2 x2 < x < x1 a1 > a2 > b 0 < x < x1 a1 > b > a2

S(x) = 0 πn,1 ≃ y(x) πn,2 ≃ z(x)

x = n/N

′ ′′



在λ≈0的情况下，导致扩散近似

通过忽略1 / N，我们得到⽅程

与（Slatkin，1978）的⽅程式（29）-（30）的形式相同。通过添加⽅程式（16）和（17），我们发现

因此，⽅括号之间的功能是恒定的。由于x是⼀个因素，因此建议这样做  该常数为零：

这可以表达  就......⽽⾔ 。通过替换（17），我们经过⼏次操作即可获得

对于某⼀常数Ç。该近似值在图3中以紫⾊显⽰。常数C由下式确定： 如以下第5节所⽰。然后，式（18）和
（19）表明

此近似值在图3中以绿⾊显⽰。  与 ， 我们获得

在这种情况下 ，我们发现了X ≈0

我们记得 在这种情况下。特别是  在...的附近 是收敛的。在这种情况下
，然后（19）显⽰

近  与 。

5附近的扩散近似  和 

πn±1,1 = y(x ± 1/N) ≃ y(x) ±
y′(x)

N
+

y′′(x)

2N 2
.

0 ≃
d

dx
[(bx − a1x(1 − x))y] − q1y + q2z +

1

2N

d2

dx2
[(a1x(1 − x) + bx)y]

0 ≃
d

dx
[(bx − a2x(1 − x))z] − q2z + q1y +

1

2N

d2

dx2
[(a2x(1 − x) + bx)z].

(14)

(15)

0 ≃
d

dx
[(bx − a1x(1 − x))y(x)] − q1y(x) + q2z(x)

0 ≃
d

dx
[(bx − a2x(1 − x))z(x)] − q2z(x) + q1y(x) ,

(16)

(17)

d

dx
[(bx − a1x(1 − x))y(x) + (bx − a2x(1 − x))z(x)] ≃ 0 .

x → 0

(bx − a1x(1 − x))y(x) + (bx − a2x(1 − x))z(x) ≃ 0 . (18)

y(x) z(x)

1

z(x)

dz

dx
≃

q1

bx − a1x(1 − x)
+

q2

bx − a2x(1 − x)
−

b − a2(1 − 2x)

bx − a2x(1 − x)
,

z(x) ≃
C

bx − a2x(1 − x)
(
a1(1 − x) − b

x
)

q1
a1−b

(
b − a2(1 − x)

x
)

q2
a2−b

(19)

k1

y(x) ≃
C

a1x(1 − x) − bx
( a1(1 − x) − b

x
)

q1
a1−b

( b − a2(1 − x)

x
)

q2
a2−b

. (20)

x ≃ x1 x < x1

y(x) ∼
C

a1x1
( a1

x1
)

q1
a1−b

(
b − a2(1 − x1)

x1
)

q2
a2−b

(x1 − x)
q1

a1−b
−1

. (21)

a1 > b > a2

y(x) ∼ C (a1 − b)
q1

a1−b −1 (b − a2)
q2

a2−b x
−1+

q2
b−a2

−
q1

a1−b

z(x) ∼ C (a1 − b)
q1

a1−b (b − a2)
q2

a2−b −1
x

−1+
q2

b−a2
−

q1
a1−b .

(22)

(23)

R0 = a1q2+a2q1

b(q1+q2) > 1 ⇔ q2

b−a2
> q1

a1−b z(x) 0+

a1 > a2 > b

z(x) ≃
C

a2 x2
(
a1(1 − x2) − b

x2
)

q1
a1−b

( a2

x2
)

q2
a2−b

(x − x2)
q2

a2−b
−1 (24)

x2 x > x2

x1 x2



    附近的情况 。 近  和 ，（14）-（15）中的扩散将不再被忽略。分析过渡带  和 必须允许
将 （21）和（24）中的常数C与常数链接  从（10）开始 从（12）。让我们定义 。然后，可
以通过阶数为1的泰勒展开式近似（14）中阶数为1的导数的系数

我们忽略  在...前⾯  如果  ：

⽤

我们有Hermite微分⽅程

我们正在寻找⼀个完整系列的解决⽅案

我们获得递归关系

与 。因此，我们有两个线性独⽴的解决⽅案

 和  是常数，

是Kummer的合流超⼏何函数。根据（Maroni，1997，公式（93）），我们有  如果 
，其中Γ是欧拉伽玛函数。因此，我们有

 具有与（21）相同的渐近⾏为 ，前提是

如果相反 ，（11）建议  必须表现为某个常数乘以 。融合超⼏何函数的理论（Maroni，
1997）表明有必要施加

x1 x = x1 x = x2 x1 x2

k1 k2 x = x1 + ξ1/√N

0 ≃ (a1 − b)
d

dξ1
[ξ1y] − q1y + q2z + b(1 − b/a1)

d2y

dξ2
1

.

q2z q1y x ≃ x1

0 ≃
b

a1

d2y

dξ2
1

+ ξ1
dy

dξ1
+ (1 −

q1

a1 − b
)y .

η1 = ξ1√
a1

2b
, y(η1) = e−η2

1Y (η1) (25)

0 ≃ 1
2

d2Y

dη2
1

− η1
dY

dη1
−

q1

a1 − b
Y .

Y (η1) =
∞

∑
n=0

wnη
n
1 .

wn+2 =
2(n + 2α1)

(n + 2)(n + 1)
wn ,

α1 =
q1/2
a1−b

Y (η1) = γ1 Φ(α1, 1
2 ; η2

1) + γ2 η1 Φ(α1 + 1
2 , 3

2 ; η2
1) .

γ1 γ2

Φ(α,β; z) =
∞

∑
n=0

α(n)zn

β(n)n!
, α(0) = 1, α(n) = α(α + 1)(α + 2) ⋯ (α + n − 1)

Φ(α,β; z) ∼
Γ(β)
Γ(α) e

z zα−β

z → +∞

Y (η1) ∼ eη
2
1 |η1|2α1−1(

γ1 Γ( 1
2 )

Γ(α1)
−

γ2 Γ( 3
2 )

Γ(α1 + 1
2 )

), η → −∞.

y(η1) = e−η2
1Y (η1) η1 → −∞

[√Na1

2b
]

q1
a1−b −1

(
γ1 Γ( 1

2 )

Γ(α1)
−

γ2 Γ( 3
2 )

Γ(α1 + 1
2 )

) =
C (b − a2(1 − x1))

q2
a2−b

a
1− q1

a1−b

1 x
1+ q1

a1−b
+ q2

a2−b

1

. (26)

η1 → +∞ Y (η1) η−2α1
1



对于某个常数K以获得这种渐近⾏为。确实，我们然后有

也就是说  对于 。  是Tricomi的合流超⼏何函数，定义为

根据（Maroni，1997，公式（90）），我们有  如果 。所以我们有  如果
。

    相当于  然后与（11）相符，条件是

总之，关系（26），（27）和（29）确定 ， ，  和  就......⽽⾔ 。特别是因为 ， 
 和 ，⽅程（26）给出

可以使⽤Legendre-Gauss公式获得替代形式 。

    附近的情况 。 在这种情况下 ，我们对（15）接近 。我们忽略  在...前⾯ 。⽤

我们有

 和 是常数。的⾏为  符合（24），只要

让我们定义

⼀定的常数  （请注意，减号 ）。然后我们有  如果 。所以我们有
 如果 。这与（13）⼀致，只要

如上所述，（32）和（33）给出

γ1 =
Γ( 1

2 )

Γ(α1 + 1
2 )

K, γ2 =
Γ(− 1

2 )

Γ(α1)
K (27)

Y (η1) = K(
Γ( 1

2 )

Γ(α1 + 1
2 )

Φ(α1, 1
2 ; η2

1) +
Γ(− 1

2 )

Γ(α1)
η1 Φ(α1 + 1

2 , 3
2 ; η2

1)) , (28)

Y (η1) = K Ψ(α1, 1
2 ; η2

1) η1 > 0 Ψ(α, β; z)

Ψ(α, β; z) =
Γ(1 − β)

Γ(α − β + 1)
Φ(α, β; z) +

Γ(β − 1)

Γ(α)
z1−βΦ(α − β + 1, 2 − β; z) .

Ψ(α, β; z) ∼ z−α z → +∞ Y (η1) ∼ K η−2α1

1

η1 → +∞

e−η2
1Y (η1)

K[√ Na1

2b
]

−
q1

a1−b

= k1
eNc1

√1 − x1

x
q1

a1−b
−1

1 . (29)

K γ1 γ2 C k1 Γ(− 1
2 ) = −2√π

Γ( 1
2 ) = √π Γ( 3

2 ) = √π
2

[√ Na1

2b
]

q1
a1−b −1

2π K

Γ(α1)Γ(α1 + 1
2 )

=
C (b − a2(1 − x1))

q2
a2−b

a
1−

q1
a1−b

1 x
1+

q1
a1−b +

q2
a2−b

1

. (30)

Γ(α1)Γ(α1 + 1
2 ) = √π

22α1−1 Γ(2α1)

x2 a2 > b x = x2 = 1 − b/a2 q1y q2z

x = x2 + ξ2

√N
, η2 = ξ2√ a2

2b , z(η2) = e−η2
2Z(η2), α2 =

q2/2
a2−b ,

Z(η2) = δ1 Φ(α2, 1
2 ; η2

2) + δ2 η2 Φ(α2 + 1
2 , 3

2 ; η2
2). (31)

δ1 δ2 η2 → +∞

[√ Na2

2b
]

q2
a2−b

−1

(
δ1 Γ( 1

2 )

Γ(α2)
+

δ2 Γ( 3
2 )

Γ(α2 + 1
2 )

) =
C [a1(1 − x2) − b]

q1
a1−b

a
1−

q2
a2−b

2  x
1+

q1
a1−b

+
q2

a2−b

2

. (32)

δ1 =
Γ( 1

2 )

Γ(α2 + 1
2 )

K̂, δ2 = −
Γ(− 1

2 )

Γ(α2)
K̂ (33)

K̂ δ2 Z(η2) = K̂ Ψ(α2, 1
2 ; η2

2) η2 < 0

e−η2
2Z(η2) ∼ K̂ e−η2

2 |η2|−2α2 η2 → −∞

K̂[√ Na2

2b
]

−
q2

a2−b

= k2
eNc2

√1 − x2

x

q2
a2−b

−1

2 . (34)



所以常数 ， ，  和 由常数C决定。

6系统的特征值

    我们有 。通过将⽅程组的所有线相加，我们得到 。但 。所以我们有

系统的前两⾏是

通过添加它们，我们发现

    ⾸先让我们考虑⼀下  与 。所以（19）显⽰

是⼀个独⽴于N的正常数。利⽤事实，  接近  和关系（25），（28）和（30），我们发现

在哪⾥ （上⽅和下⽅）仍是正常数，与N⽆关。所以在（36）的分⺟中N⼤的主要项是 。在分⼦中
 和 。  和 由（22）-（23）给出。我们获得

换⼀种说法， 以N作为幂律增加，其指数为

如简介中所宣布。此外，我们注意到ω趋于  如果 通过较低的值收敛到b。

    现在考虑这种情况 。为了简化，让我们介绍⼀下符号  （不要与⾮正式符号混淆  在上⾯使
⽤）如果  如果 。特别是 对于所有β。然后x = 1 / N的（12）表⽰

。此外，

此外，  接近  ⽽  接近 。因此（37）仍然有效并显⽰

[√Na2

2b
]

q2
a2−b

−1
2π K̂

Γ(α2)Γ(α2 + 1
2 )

=
C [a1(1 − x2) − b]

q1
a1−b

a
1−

q2
a2−b

2 x
1+

q1
a1−b

+
q2

a2−b

2

 . (35)

k2 K̂ δ1 δ2

Mπ = λπ λ∑N
n=0(πn,1 + πn,2) = 0 λ < 0

N

∑
n=0

(πn,1 + πn,2) = 0.

λπ0,1 = −q1 π0,1 + q2 π0,2 + b π1,1 ,
λπ0,2 = −q2 π0,2 + q1 π0,1 + b π1,2 .

λ = b
π1,1 + π1,2

π0,1 + π0,2
= −b

π1,1 + π1,2

∑N
n=1(πn,1 + πn,2)

. (36)

a1 > b > a2 R0 > 1

1

N

N

∑
n=1

πn,2 ≃ ∫
x1

0
z(x) dx ≃ κ1 C.

κ1 πn,1 x = n/N = x1

1

N

N

∑
n=1

πn,1 ≃ ∫
+∞

−∞
y(η1) dη1 

dx

dη1
≃ κ2

K

√N
≃ κ3 CN

−
q1/2
a1−b , (37)

κj πn,2

π1,1 ≃ y( 1
N

) π1,2 ≃ z( 1
N

) y(x) z(x)

λ ≃ −κ4
( 1
N

)
q2

b−a2
−

q1
a1−b −1

N
≃ −κ4 N

−
q2

b−a2
+

q1
a1−b .

−1/λ

ω =
q2

b − a2
−

q1

a1 − b
> 0,

+ ∞ a2

a1 > a2 > b f ≈ g ≃

(log f)/N − (log g)/N → 0 N → +∞ N β ≈ 1

π1,1 ≈ π1,2

π1,2 ≈ k2 e
−Ns2(1/N) ≈ k2 e

−s′
2(0) ≈ k2.

πn,1 x = n/N = x1 πn,2 x2

1

N

N

∑
n=1

πn,1 ≈ C,



⽽（31），（33）和（35）给出

但是（34）和（35）显⽰

因此（36）给出  和 。最后，  随参数⼤致呈指数增长 。

7平均灭绝时间

    线性系统（8）-（9）可以⽤（Artalejo et al。，2013）提出的数值⽅法求解。该⽅法仅使⽤2阶⽅阵，并减少了
数值不稳定性。让我们记住  和 。

    第⼀个例⼦： 。 让我们来  和 。图4a显⽰  和  就......⽽⾔ 。图4b表
明，灭绝的平均时间（例如，从环境1中被感染的N个⼈开始）呈指数增长： 。线性回归给出
。注意  和 ，这表明 。

图4.案例 。   [实线]和  [虚线]取决于  如果 。b）  就......⽽
⾔ 。

    第⼆个例⼦：  和 。让我们来  和 。所以 。图5a显⽰  和 
就......⽽⾔ 。图5b显⽰  就......⽽⾔ 。我们得到⼀条直线，表明幂律 。通过线性回

1

N

N

∑
n=1

πn,2 ≃ ∫
+∞

−∞
z(η2) dη2 

dx

dη2
≃ κ5

K̂

√N
≃ κ5 CN

−
q2/2
a2−b ≈ C .

C ≈ K̂ ≈ k2 e
Nc2 .

−λ ≈ e−Nc2 −1/λ ≈ eNc2 − 1/λ c2

q1 = q2 = 1 b = 2

a1 > a2 > b a1 = 10 a2 = 5 Tn,1 Tn,2 x = n/N

TN ,1 ≈ ecN c ≃ 0.32

c1 ≃ 0.81 c2 ≃ 0.32 c = c2

a1 > a2 > b a) Tn,1 Tn,2 n/N N = 100 logTN ,1

N

a1 > b > a2 R0 > 1 a1 = 5 a2 = 1 R0 = 1.5 > 1 Tn,1 Tn,2

x = n/N logTN ,1 logN T ∼ κN ω



归获得的斜率是 。在这种情况下，我们有 ，它与测得的斜率⾮常吻合。

图5.案例  与 。   和  就......⽽⾔  如果 。b） 
就......⽽⾔ 。

8笔记

与定期案例的⽐较。

    为了强调随机环境和周期性环境之间的差异，让我们以  和 ，⽽  和 。然后我们
有  ：环境在状态1下平均花费⼀半时间，在状态2下另⼀半时间。图6⼀侧显⽰了如何 随N作为
幂律的函数⽽增加。另⼀⽅⾯，考虑相同的SIS模型，但是在周期性环境中（Bacaër，2015年）：让我们选择

，  对于 和  对于 。对于此模型， 是与灭绝过程相关
的浮球乘数。图6显⽰了  与成倍增长 。

ω ≃ 0.67 q2

b−a2
− q1

a1−b = 1 − 1
3 = 2

3

a1 > b > a2 R0 > 1 a) Tn,1 Tn,2 x = n/N N = 100 log TN ,1

log N

a1 = 5 a2 = 1 q1 = q2 = 1 b = 2

u1 = u2 = 0.5 TN ,1

T = 1
q1

+ 1
q2

a(t) = a1 0 < t < u1T a(t) = a2 u1T < t < T eΛT

− 1/Λ N



图6.平均灭绝时间  在随机环境中  在周期性类似的环境中。

    平均场⽅程。 追忆（Bacaër和Ed-Darraz，2014年）平均场⽅程可能会有⽤

⼀旦在平衡态（0,0）附近线性化，则导致雅可⽐矩阵

但是我们可以同时拥有

严格为正的特征值，因此平凡平衡不稳定，
。

    另⼀个限制。 获得的结果认为参数 ，  和 当N收敛到⽆穷⼤时固定。例如，事情显然是不同的  和  以
恒定⽐率收敛到⽆穷⼤ 。然后，该模型使⽤平均接触参数来逼近在恒定环境中均质化的模型

。

    亚临界情况。 我们没有解决亚临界情况  与  要么 。因此，平均灭绝时间的⾏为
与在恒定环境中的⾏为⼤致相同：从被感染⼈⼝的固定⽐例开始，平均时间约为 （Doering等，2005）。相
反，从受感染的分数1 / N开始，平均时间收敛到极限。在随机环境中，这也是数字仿真所建议的。

9个状态数有限的马尔可夫链

    ⽤  状态，请记住，⽆穷⼩⽣成器  就是这样 。假设这个矩阵  是不可约的 
。在这种情况下 ，那么灭绝的平均时间随着⼈⼝数量N的增加⽽呈指数增长。

。实际上在环境J中最有可能灭绝。

    另⼀⽅⾯，如果  和 ， 注意  与 。在附近 ，系统（16）-（17）变为

TN ,1 −1/Λ

dI1

dt
= a1I1(1 − I1

N
) − bI1 − q1I1 + q2I2

dI2

dt
= a2I2(1 − I2

N
) − bI2 − q2I2 + q1I1,

( ).
a1 − b − q1 q2

q1 a2 − b − q2

R0 < 1

qj aj b q1 q2

q1/q2

ā = a1u1 + a2u2

R0 < 1 a1 > b > a2 b > a1 > a2

logN

J Q Qj,j = −∑J

i=1 Qi,j ∀j Q

a1 > a2 > ⋯ > aJ aJ > b

cJ = b/aJ − 1 − log(b/aJ)

b > aJ R0 > 1 πn,j ≃ yj(x) x = n/N x = 0

0 ≃ (b − aj)
d

dx
(x yj) +

J

∑
k=1

Qj,kyk . (38)



寻找解决⽅案  与  和  对于所有j，我们发现

因此，有了引⾔的符号，我们就有了⼴义特征值的问题 ，带有 。

    我们将展⽰

是对⾓矩阵。对于任何实数s ^，

在对⾓线之外的所有系数为正或为零。另外，这个矩阵是不可约的。根据Perron和Frobenius定理的推论
（Smith，1995，推论3.2），  是的简单特征值  （称为主导特征值），并且有⼀个特征向量  所有
其成分都严格为正，使得

该特征向量在归⼀化时是唯⼀的

根据同⼀个推论，向量的存在  与  和  实际上等于 。因此，有⼀个问题表明
 与  有⼀个独特的解决⽅案。

    关于存在，我们⾸先注意到⽆穷⼩⽣成器  相当于  ： 我们有  我们注意到 右边的特征
向量。线向量  是左侧的特征向量  与特征值0相关联。

根据简单的特征值摄动定理，函数  在...上有区别  和

但 。所以我们有 。另外，我们有

我们有  如果 。通过频谱的连续性，

所以我们有  如果 。因为  和 ，我们推断有  与 。

    ⾄于唯⼀性，让我们⾸先注意 是凸的。确实，对于所有实数 ， 和 ，我们看到
 是矩阵的主导特征值 。根据（Cohen，1981）的⼀个定理，该特征值

⼩于或等于 。这证明了凸性。假设现在有  与 。因为
 ⽽且因为  是凸的，我们推论  对于 。这⽭盾 。

     是⼀个可逆矩阵，如果 。  因此等于 。所以ω是
 真正的部分是最⼤的。

yj = θj xω−1 ω > 0 θj > 0

0 ≃ ω(b − aj)θj +
J

∑
k=1

Qj,kθk , 1 ≤ j ≤ J.

Qθ = ω(A − B)θ θ = (θ1, … , θJ)

∃! ω > 0, Qθ = ω(A − B)θ, θj > 0 ∀j.

D = A − B

μ(s) = max{R(λ);  λ ∈ σ(Q − sD)}.

Q − sD

μ(s) Q − sD ϕ(s)

(Q − sD)ϕ(s) = μ(s)ϕ(s).

J

∑
j=1

ϕj(s) = 1.

θ θj > 0 ∀j (Q − ωD)θ = 0 μ(ω) = 0

μ(ω) = 0 ω > 0

Q s = 0 μ(0) = 0 u = ϕ(0)

1 = [1, … , 1] Q

1u =
J

∑
j=1

uj = 1.

μ(s) s = 0

μ′(0) = −1Du.

R0 > 1 ⇔ 1Du = ∑J
j=1(aj − b)uj > 0 μ′(0) < 0

(Q/s − D)ϕ(s) = (μ(s)/s)ϕ(s), ∀s > 0.

Q/s − D → −D s → +∞

μ(s)/s → max
j

(−Dj,j) = max
j

(b − aj) = b − aJ > 0.

μ(s) → +∞ s → +∞ μ(0) = 0 μ′(0) < 0 ω > 0 μ(ω) = 0

μ(s) ω1 ω2 0 < ε < 1

μ(εω1 + (1 − ε)ω2) Q − εω1D − (1 − ε)ω2D

εμ(ω1) + (1 − ε)μ(ω2) ω1 > ω2 > 0 μ(ω1) = μ(ω2) = 0

μ(0) = 0 μ(s) μ(s) = 0 0 ≤ s ≤ ω1 μ′(0) < 0

A − B aj ≠ b  ∀j Qθ = ω(A − B)θ (A − B)−1Qθ = ω θ

(A − B)−1Q



    最终⽅程（36）变为

在分⼦中，我们有 。在分⺟中，我们有

所以 ⽤增Ñ如 。

    如果环境是由例如随机微分⽅程控制的，那么毫⽆疑问可以概括这样的结果

让我们定义  微分算⼦

我们认为  是不变的概率：

因此，对于Langevin⽅程，我们有

我们假设接触率  是⼀个功能  与  和

与平均消光时间增加Ñ如 ，ω是唯⼀的微分算⼦正数  具有⼀个等于0的主特征值。由于该特征
值的凸性是 ，参见（Kato，1982）。请注意，辅助线性运算符为

和  如果  表⽰等于1的常数函数。

10周期性且随机的环境

    让我们回到有限的⼀组环境的情况。现在我们假设⽆穷⼩⽣成器

是周期的周期函数 
是连续或分段连续函数，
⾄少在t的间隔内是不可约的。

系统（4）-（5）采⽤以下形式 。跟随（Bacaër，2015年），便有了⼀对独特的夫妇  与

 是周期的周期函数 

λ = −b
∑J

j=1 π1,j

∑J
j=1 ∑

N
n=1 πn,j

.

π1,j ≃ θj(1/N)ω−1

N

∑
n=1

πn,j ≃ Nθj ∫
1

0

xω−1 dx.

− 1/λ N ω

dξ = f(ξ(t)) + σdB(t).

L∗

(L∗u)(ξ) =
σ2

2

d2u

dξ2
−

d

dξ
(f(ξ)u(ξ)).

u(ξ)

L∗u = 0, u > 0, ∫
+∞

−∞

u(ξ) dξ = 1.

f(ξ) = −k ξ, k > 0, u(ξ) = √ k

πσ2
e−kξ2/σ2

.

a(⋅) R min a(⋅) < b

R0 = ( lim
T→∞

1

T
∫

T

0

a(ξ(t)) dt)/b = (∫
+∞

−∞

a(ξ)u(ξ) dξ)/b > 1.

N ω L∗ − ω[a(⋅) − b]

ω

L =
σ2

2

d2

dξ2
+ f(ξ)

d

dξ

L1 = 0 1

Q(t)

T

dP
dt

= M(t)P (λ,π)

λ < 0

π(t) = (πn,j(t))0≤n≤N ,1≤j≤J T



， ， 。

此外，

还有⼀个独特的功能 周期的  与

作为（Bacaër和Ed-Darraz，2014年），我们定义

    我们推测，如果 ，则平均时间灭绝仍与呈指数增加Ñ，具有速率

另⼀⽅⾯，如果  但 ，近似值  导致将（38）推⼴到 

形式的解决⽅案 ，具有功能  -定期，必须检查

有⼀个实数  为此  是系统的主要Floquet乘数

这个矩阵是周期的周期函数 。对⾓线之外的系数为正或零。矩阵在t的间隔内是不可约的。我们可以证明有⼀
个独特的  与 。我们在第9节中使⽤

的凸性 

 如果 
 如果 。

    请注意， 通过简单地概括（Cohen，1981）的论证就可以证明这⼀点。我们⽤

系数为零的对数矩阵或ω中的对数凸函数的矩阵的谱半径的对数凸度， 
 通过加，乘和过渡到极限⽽稳定

（⾦曼，1961年）。确实，  是分段连续周期函数，可以通过阶梯函数来实现。  是区间上的近似矩阵 
 对于 ，带有  和 。如果矩阵  这个楼梯功能是  等于矩阵乘积的

λπ(t) +
dπ

dt
= M(t)π(t)

1

N

N

∑
n=1

J

∑
j=1

πn,j(t) = 1

πn,j(t) > 0 1 ≤ n ≤ N 1 ≤ j ≤ J

N

∑
n=0

J

∑
j=1

πn,j(t) = 0.

T u(t)

du

dt
= Q(t)u(t), uj(t) > 0,

J

∑
j=1

uj(t) = 1.

R0 = (
1

T
∫

T

0

J

∑
j=1

ajuj(t) dt)/b.

a1 > … > aJ > b

cJ = b/aJ − 1 − log(b/aJ).

aJ < b R0 > 1 πn,j(t) ≃ yj(t,x) x = 0

∂yj

∂t
≃ (b − aj)

∂

∂x
(xyj) +

J

∑
k=1

Qj,k(t)yk .

yj(t,x) = θj(t)xω−1 θ(t) = (θj(t)) T

dθ

dt
= (Q(t) − ωD)θ(t) .

μ(ω) eμ(ω)T

dX

dt
= (Q(t) − ωD)X.

T

ω > 0 μ(ω) = 0

μ(ω)

μ(0) = 0

μ′(0) = − 1
T

∫ T

0 1Du(t) dt < 0 R0 < 1

μ(ω) → +∞ aJ < b

μ(ω)

S

S

Q(t) Qk

(τk, τk+1) k = 0, … ,K − 1 τ0 = 0 τK = T Q(t) eμ(ω)T



光谱半径

根据（Cohen，1981），这些矩阵中的每⼀个都有其系数 。因此，矩阵的乘积也具有 。它的光谱半径是ω的
对数凸。

    因为

我们像以前⼀样得出结论 可能与增加ñ作为 。
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