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резюме

В случайной среде, представляющей собой цепочку Маркова с непрерывным временем в двух состояниях, среднее время до исчезновения стохастической
модели SIS для эпидемии увеличивается, в сверхкритическом случае, экспоненциально по отношению к численности населения, если оба Государства
благоприятны, и согласно степенному закону, если одно из государств является благоприятным, а другое неблагоприятно для распространения.

1. Введение

    Пусть N будет численностью населения, предполагаемой постоянной. В стохастической модели SIS для эпидемии каждый человек либо здоров (S),
либо инфицирован (I) (Nåsell, 2011). Представьте себе, что среда следует марковской цепочке в непрерывном времени с двумя состояниями. , с j = 1 или
2, является скоростью выхода из состояния j . В среде j скорость контакта каждого человека , Если в момент t число зараженных людей равно n, а
среда равна j , вероятность возникновения новой инфекции между t и t + dt с бесконечно малым dt равна , Предположим, что частота
заживления b > 0 индивидуума одинакова в обеих средах. Вероятность нового излечения у населения тогда между т и т + дт . Эта модель была
изучена (Artalejo et al., 2013), но не в той степени, в которой размер N популяции становится большим. Более того, это особый случай процесса рождения
и смерти в марковской среде (Cogburn and Torrez, 1981).

    Давайте определимся

 является бесконечно малым генератором, в то время как  (Соотв. ) доля времени, проведенного в среде 1 (соотв. 2). Для линеаризованной модели, а
именно линейного процесса рождения и смерти в случайной среде параметров  а также , (Bacaër and Ed-Darraz, 2014) отмечает, что почти наверняка
существует угасание тогда и только тогда, когда , Для нелинейной модели SIS, с другой стороны, существует угасание независимо от значения
параметра , Однако, когда популяция N велика, среднее время до исчезновения велико, если  и маленький, если , Мы определяем
среднее время, начиная с n зараженных людей в среде j . Затем мы имеем, с ,

более того , Целью данной статьи является изучение в сверхкритическом случае, то есть, если поведение среднего времени до
исчезновения, когда размер популяции N становится большим.

    В постоянной среде с частотой контакта а с (Doering et al., 2005, Table 1) показывает, что среднее время до вымирания у зараженной

фракции населения x = n / N увеличивается, когда независимо от х , как , с

Другими словами, среднее время растет почти экспоненциально с N . (Bacaër, 2015) предлагает аналогичный результат, когда среда является
периодической, даже если нет явной формулы для параметра роста c .

    В сверхкритической случайной среде, то есть с В следующей статье предлагается различать два случая: случай со сверхкритическим 
 и слабо сверхкритический случай, когда , В крайне сверхкритическом случае, когда , мы предполагаем, что среднее

время до исчезновения возрастает примерно экспоненциально с N с параметром , Точнее, логарифм этого среднего времени,
деленный на N , сходится к , Следовательно, асимптотическое поведение такое же, как если бы среда оставалась заблокированной в состоянии 2, то есть
то, что является наименее благоприятным для распространения эпидемии, и то, в котором вымирание происходит преимущественно.

    Однако если  а также , тогда мы предполагаем, что среднее время до исчезновения увеличивается как  с

В таком случае, , Интуитивно понятно, что время от времени случается так, что человек остается в состоянии 2 очень долго. Вероятность
того, что эта продолжительность больше τ, равна , В состоянии 2 среднее время вымирания для N больших составляет порядка (Doering et
al., 2005). Это также можно угадать с помощью уравнения квази-угасания. , Таким образом, наконец, вероятность исчезновения в течение
периода в состоянии 2 имеет порядок , Это говорит о том, что среднее время вымирания имеет порядок величины обратного, т.е. ,
Согласно нашему анализу, порядок величины на самом деле  с ω, определяемым (3).

    Обратите внимание, что если  а также  умножаются на  с ,  остается неизменным, но  умножается на  В этой модели
повышенная изменчивость окружающей среды приводит к увеличению среднего времени вымирания.

    Этот закон в  кажется, в состоянии обобщить в случае среды с J- состояниями, если

У нас есть
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если Q - инфинитезимальный генератор и если u - единственный вектор

(Bacaër and Ed-Darraz, 2014). Пусть A и B обозначают диагональные матрицы  а также , Рассмотрим спектральную границу

 обозначает спектр матрицы и действительная часть комплексного числа. Мы показываем

Затем мы предполагаем, что среднее время вымирания увеличивается как , В частном случае, когда число ω - это просто собственное
значение наибольшей вещественной части матрицы , Эта матрица и выражение ее собственного значения ω, заданного (3) для I = 2, уже
найдены в (Сойер и Слаткин, 1981, уравнения (14) и (20)) для популяционной модели без демографической стохастичности в докритический случай (

). В этом случае, среднее время до исчезновения, однако, возрастает как логарифм N .

    Несколько авторов нашли степенной закон среднего времени вымирания в популяционных моделях в броуновской случайной среде (Ludwig, 1976;
Leigh, 1981; Lande, 1993). Они используют уравнение диффузии в качестве отправной точки. Однако (Gaveau et al., 1996) и (Doering et al., 2005) показали,
что это уравнение приводит к неточной формуле для параметра c . В самом деле, это уравнение не всегда хорошо представляет хвост квазистационарного
распределения, которое как раз является наиболее важной частью для изучения процесса вымирания. Отметим, однако, что (Каменев и др., 2008)
рассматривал проблему вымирания для популяций в случайной среде с цветным шумом с использованием интегралов по путям.

    В разделе 2 представлено квазистационарное распределение модели. В разделе 3 используется метод Бриллюэна, Крамерса и Вентцеля (BKW) для
получения действительных приближений в областях параметра x = n / N, где распределение быстро меняется. Раздел 4 использует другое приближение в
области, где распределение изменяется медленно. Раздел 5 использует уравнение диффузии, чтобы связать два предыдущих приближения: слившиеся
гипергеометрические функции Куммера и Трикоми заменяют здесь функцию ошибки Гаусса, используемую, в частности, (Meerson and Sasorov, 2008). В
разделе 6 оценивается собственное значение, связанное с квазистационарным распределением.

    Ни одно из этих приближений не было получено строго, в разделе 7, тем не менее, представлены численные моделирования, которые, кажется,
подтверждают числовое значение показателей степени для экспоненциального закона в сильно закритическом случае и для степенного закона в слабо
закритическом случае. Раздел 8 добавляет некоторые замечания. В частности, в слабо сверхкритическом режиме мы сравниваем случай марковской среды
и периодической среды с одинаковым соотношением времени в благоприятном или неблагоприятном состоянии: первое приводит к степенному закону
для среднего времени до исчезновения, второй по показательному закону. В разделе 9 рассматривается случай цепи Маркова с конечным числом
состояний и обсуждаются другие обобщения.

2 Квазистационарное распределение

    Рассмотрим вероятность того, что существует п  инфицированных людей, в среде  J , в момент времени  т : , У нас тогда

Давайте определимся

 : вектор столбца
 : диагональная матрица второго порядка

Система (4) - (5) имеет вид

Собственные М принадлежат Q и те из R . Собственные значения Q равны 0 и , Коэффициенты матрицы R вне диагонали положительны или
равны нулю. Кроме того, матрица R неприводима, как мы видим из ассоциированного графа. Следствие из теоремы Перрона и Фробениуса (Смит, 1995,
следствие 3.2) показывает, что матрица R имеет действительное собственное значение λ, которое является простым, строго большим, чем действительная
часть всех других собственных значений, и со связанным собственным вектором со строго положительными составляющими. Если 1 - линейный вектор
[1,1,…, 1] размера 2N , то

Согласно (Берман и Племмонс, 1994, теорема 6.2.3, L33), мы имеем , Мы выбираем собственный вектор M,
связанный с собственным значением λ: , Другими словами,
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∑
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Давайте нормализуем собственный вектор, наложив, например,

Рисунок 1 показывает  а также  как функция n / N с  в двух случаях: случай, когда  а также , случай, когда  а также
, Собственный вектор π рассчитывается с помощью программного обеспечения Scilab. Пик  близко к , как и следовало

ожидать, думая об уравнении среднего поля для доли i инфицированных людей

Верно является единственным устойчивым состоянием равновесия этого уравнения. Пик  близко к  если  и близко к  если
,

 
Рисунок 1. Компоненты  а также  с собственного вектора π как функции n / N при N = 100,  а также , Другие
значения параметров: а) б) ,

    Давайте определимся

,

Линейная система (1) - (2) может быть записана в виде

Системы (8) - (9) и (6) - (7) показывают, что

где звезда * указывает на транспонирование векторов или матриц. Взяв обычный точечный продукт, мы получим
, Итак, мы имеем

Другими словами,  является линейной комбинацией  с  а также , В дальнейшем нас в основном интересует λ. Мы учимся  в
разделе 7 путем численного моделирования.

3. приближение BKW
    Дело , С мы предполагаем, что  если , Мы проверим апостериорно, как, например, (Meerson and Sasorov, 2008)
для другой модели, что это действительно так. Таким образом, левой стороной (6) - (7) можно пренебречь. С , давайте посмотрим на приближение
BKW (Бендер и Орзаг, 1978) вида

с , Разработка Тейлора порядка 2 для  и порядка 1 для  предполагает, что

Мы получаем заменой в (6) и упрощением 

Выражения в O (N) дают
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Первый член в квадратных скобках является нулевым только для постоянных функций , Выберите решение, которое отменяет второй член в
квадратных скобках

то есть

кроме аддитивной постоянной. Из этого следует , функция получается с помощью выражений в O (1) :

Замена  по его выражению получаем

функция  в получается из (7). Форма был выбран для обеспечения баланса между различными выражениями. Действительно, самый высокий
порядок дает

Замена  по его выражению получаем

Таким образом, мы предполагаем, что ,

для определенной константы , Рассмотрим, в частности, поведение  и из  за  а также  около , Давайте определимся
, У нас есть , Развитие Тейлора дает

У нас есть таким образом

    Дело  если , Симметрично, давайте посмотрим на решение, если

Система (6) - (7) ведет, как указано выше, к

кроме аддитивной постоянной, в то время как

Таким образом, мы предполагаем, что ,

для определенной константы , С  а также  около ,

    Рисунки 2 и 3 показывают  а также  с точки зрения  с , рассчитывается по системе (6) - (7). На рисунках
также показаны приближения (10) и (12) темно-синего и красного цветов. Постоянная  в (10) выбирается так, чтобы совпадает с его приближением
для n = N-1 . Постоянная  в (12) определяется  как объяснено в разделе 5 ниже.
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+
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]

q1
a1−b

) .

c(x) πn,2 πn,2

0 ≃
c(x)

N
{Na2x(1 − x)[eS ′(x) − 1] + bNx(e−S ′(x) − 1)} + q1 .

S(x)

c(x) ≃
q1

(a1 − a2)x(x − x1)
.

x > x1

πn,1 ≃ k1 e−Ns1(x)−σ1(x), πn,2 ≃
q1 πn,1

N(a1 − a2)x(x − x1)
, (10)

k1 πn,1 πn,2 x > x1 x x1

c1 = b/a1 − 1 − log(b/a1) s′
1(x1) = 0

s1(x) ≃ s1(x1) + s′′
1(x1)(x − x1)2/2 ≃ −c1 +

a1

2b
(x − x1)2.

πn,1 ≃ k1
eNc1−N

a1
2b

(x−x1)2
x

q1
a1−b −1

1

√1 − x1 (x − x1)
q1

a1−b

, πn,2 ≃
q1 πn,1

N(a1 − a2)x1(x − x1)
. (11)

x < x2 = 1 − b/a2 a1 > a2 > b a2 > b

πn,2 = e−NS(x)−Σ(x), πn,1 =
c(x)

N
e−NS(x)−Σ(x), x < x2 = 1 − b/a2.

S(x) = s2(x) = x log(b/a2) + x + (1 − x) log(1 − x)

Σ(x) = σ2(x) = log(x √1 − x[ x2 − x

x
]

q2
a2−b

), c(x) ≃
q2

(a1 − a2)x(x2 − x)
.

x < x2

πn,2 ≃ k2 e−Ns2(x)−σ2(x), πn,1 ≃
q2 πn,2

N(a1 − a2)x(x2 − x)
, (12)

k2 x < x2 x x2

πn,2 ≃ k2
eNc2−N

a2
2b

(x2−x)2
x

q2
a2−b −1

2

√1 − x2 (x2 − x)
q2

a2−b

, πn,1 ≃
q2 πn,2

N(a1 − a2)x2(x2 − x)
. (13)

−(log πn,1)/N −(log πn,2)/N n/N 1 ≤ n ≤ N , πn,i

k1 πn,1

k2 k1



Рисунок 2. Пример с , Черным цветом под другими кривыми:  а также  с точки зрения , 
 : темно-синим, приближения (10), если  и (12) если  в голубом, диффузионном приближении (25), если , 
 : красным, приближения (10), если  и (12) если  в розовом, диффузионное приближение (31), если ,

Рисунок 3. Пример с , Черным цветом под другими кривыми:  а также  с точки зрения , 
 : темно-синим, приближение (10), если  зеленым, приближение (20), если  в голубом, диффузионном приближении (25),

если ,
 : красным, приближение (10), если  в фиолетовом, приближение (19), если  в розовом, диффузионном приближении (31),

если ,

4 Приближение в области медленного изменения

    Мы ищем приближение  а также  в  если  И в  если , За эти интервалы , Рассмотрим
систему (6) - (7) и непосредственно попробуем непрерывное приближение , , с , Развитие Тейлора дает

При λ ≈ 0 это приводит к диффузионному приближению

Пренебрегая 1 / N , получим уравнения

которые имеют ту же форму, что и уравнения (29) - (30) (Слаткин, 1978). Сложив уравнения (16) и (17), находим

Поэтому функция в квадратных скобках постоянна. Поскольку х является фактором, это предполагает, делая  что эта константа равна нулю:

Это позволяет выразить  с точки зрения , Заменяя в (17), получаем после нескольких манипуляций

a1 > a2 > b −(logπn,1)/N −(logπn,2)/N x = n/N
πn,1 x > x1 x < x2; x ≃ x1

πn,2 x > x1 x < x2; x ≃ x2

a1 > b > a2 −(logπn,1)/N −(logπn,2)/N x = n/N
πn,1 x > x1; x < x1;

x ≃ x1

πn,2 x > x1; x < x1;
x ≃ x1

πn,1 πn,2 x2 < x < x1 a1 > a2 > b 0 < x < x1 a1 > b > a2 S(x) = 0
πn,1 ≃ y(x) πn,2 ≃ z(x) x = n/N

πn±1,1 = y(x ± 1/N) ≃ y(x) ±
y′(x)

N
+

y′′(x)

2N 2
.

0 ≃
d

dx
[(bx − a1x(1 − x))y] − q1y + q2z +

1

2N

d2

dx2
[(a1x(1 − x) + bx)y]

0 ≃
d

dx
[(bx − a2x(1 − x))z] − q2z + q1y +

1

2N

d2

dx2
[(a2x(1 − x) + bx)z].

(14)

(15)

0 ≃
d

dx
[(bx − a1x(1 − x))y(x)] − q1y(x) + q2z(x)

0 ≃
d

dx
[(bx − a2x(1 − x))z(x)] − q2z(x) + q1y(x) ,

(16)

(17)

d

dx
[(bx − a1x(1 − x))y(x) + (bx − a2x(1 − x))z(x)] ≃ 0 .

x → 0

(bx − a1x(1 − x))y(x) + (bx − a2x(1 − x))z(x) ≃ 0 . (18)

y(x) z(x)



для некоторых постоянная C . Это приближение показано фиолетовым цветом на рисунке 3. Константа C определяется как показано в разделе 5 ниже.
Тогда уравнения (18) и (19) показывают, что

Это приближение показано зеленым цветом на рисунке 3. Если  с , мы получаем

В случае находим для х ≈ 0

Мы помним в таком случае. В частности, интеграл  в окрестностях сходится. В случае , тогда (19)
показывает

около  с ,

5 Диффузионное приближение вблизи  а также 

    Ситуация рядом , Около  а также диффузией в (14) - (15) больше нельзя пренебрегать. Анализ переходных зон в  а также должны
позволить константу C в (21) и (24) быть связаны с константами  из (10) и из (12). Давайте определимся , Тогда коэффициент
производной порядка 1 в (14) можно аппроксимировать разложением Тейлора порядка 1

Мы пренебрегаем  перед  если  :

С

у нас есть дифференциальное уравнение Эрмита

Ищем решение в виде целой серии

Получаем рекуррентное соотношение

с , Таким образом, мы имеем два линейно независимых решения

 а также  являются постоянными и

является сливной гипергеометрической функцией Куммера. Согласно (Maroni, 1997, уравнение (93)), мы имеем  если где
Г - гамма-функция Эйлера. У нас есть таким образом

 имеет такое же асимптотическое поведение, как (21), когда , при условии, что

1

z(x)

dz

dx
≃

q1

bx − a1x(1 − x)
+

q2

bx − a2x(1 − x)
−

b − a2(1 − 2x)

bx − a2x(1 − x)
,

z(x) ≃
C

bx − a2x(1 − x)
(
a1(1 − x) − b

x
)

q1
a1−b

(
b − a2(1 − x)

x
)

q2
a2−b

(19)

k1

y(x) ≃
C

a1x(1 − x) − bx
( a1(1 − x) − b

x
)

q1
a1−b

( b − a2(1 − x)

x
)

q2
a2−b

. (20)

x ≃ x1 x < x1

y(x) ∼
C

a1x1
( a1

x1
)

q1
a1−b

( b − a2(1 − x1)

x1
)

q2
a2−b

(x1 − x)
q1

a1−b
−1 . (21)

a1 > b > a2

y(x) ∼ C (a1 − b)
q1

a1−b −1 (b − a2)
q2

a2−b x
−1+

q2
b−a2

−
q1

a1−b

z(x) ∼ C (a1 − b)
q1

a1−b (b − a2)
q2

a2−b −1
x

−1+
q2

b−a2
−

q1
a1−b .

(22)

(23)

R0 = a1q2+a2q1

b(q1+q2) > 1 ⇔ q2

b−a2
> q1

a1−b z(x) 0+ a1 > a2 > b

z(x) ≃
C

a2 x2
( a1(1 − x2) − b

x2
)

q1
a1−b

( a2

x2
)

q2
a2−b

(x − x2)
q2

a2−b −1 (24)

x2 x > x2

x1 x2

x1 x = x1 x = x2 x1 x2

k1 k2 x = x1 + ξ1/√N

0 ≃ (a1 − b)
d

dξ1
[ξ1y] − q1y + q2z + b(1 − b/a1)

d2y

dξ2
1

.

q2z q1y x ≃ x1

0 ≃
b

a1

d2y

dξ2
1

+ ξ1
dy

dξ1
+ (1 −

q1

a1 − b
)y .

η1 = ξ1√
a1

2b
, y(η1) = e−η2

1Y (η1) (25)

0 ≃ 1
2

d2Y

dη2
1

− η1
dY

dη1
−

q1

a1 − b
Y .

Y (η1) =
∞

∑
n=0

wnη
n
1 .

wn+2 =
2(n + 2α1)

(n + 2)(n + 1)
wn ,

α1 =
q1/2
a1−b

Y (η1) = γ1 Φ(α1, 1
2 ; η2

1) + γ2 η1 Φ(α1 + 1
2 , 3

2 ; η2
1) .

γ1 γ2

Φ(α,β; z) =
∞

∑
n=0

α(n)zn

β(n)n!
, α(0) = 1, α(n) = α(α + 1)(α + 2) ⋯ (α + n − 1)

Φ(α,β; z) ∼
Γ(β)
Γ(α) e

z zα−β z → +∞

Y (η1) ∼ eη
2
1 |η1|2α1−1(

γ1 Γ( 1
2 )

Γ(α1)
−

γ2 Γ( 3
2 )

Γ(α1 + 1
2 )
), η → −∞.

y(η1) = e−η2
1Y (η1) η1 → −∞



Если наоборот , (11) предполагает, что  должен вести себя как определенная константа, умноженная на , Теория слияния
гипергеометрических функций (Марони, 1997) показывает, что необходимо навязать

для некоторой константы K получить такое асимптотическое поведение. Действительно, тогда мы имеем

то есть  за ,  является сливной гипергеометрической функцией Трикоми, определяемой

Согласно (Maroni, 1997, уравнение (90)), мы имеем  если , Итак, мы имеем  если ,

    Эквивалент  затем совпадает с (11) при условии, что

Таким образом, соотношения (26), (27) и (29) определяют , ,  а также  с точки зрения , В частности, потому что ,  а
также , уравнение (26) дает

Альтернативная форма может быть получена с использованием формулы Лежандра-Гаусса ,

    Ситуация рядом , В случае мы проводим аналогичный анализ с (15), близким к , Мы пренебрегаем  перед , С

у нас есть

 а также являются постоянными. Поведение для  совпадает с (24) при условии, что

Давайте определимся

для определенной константы  (обратите внимание на знак минус для ). У нас тогда  если , Итак, мы имеем
 если , Это совпадает с (13) при условии, что

Как указано выше, (32) и (33) дают

Итак, константы , ,  а также определяется константа С .

6 Собственное значение системы

    У нас есть , Сложив все строки этой системы уравнений, получим , Но , Итак, мы имеем

Первые две строки системы

[√ Na1

2b
]

q1
a1−b

−1

(
γ1 Γ( 1

2 )

Γ(α1)
−

γ2 Γ( 3
2 )

Γ(α1 + 1
2 )

) =
C (b − a2(1 − x1))

q2
a2−b

a
1−

q1
a1−b

1 x
1+

q1
a1−b

+
q2

a2−b

1

. (26)

η1 → +∞ Y (η1) η−2α1
1

γ1 =
Γ( 1

2 )

Γ(α1 + 1
2 )

K, γ2 =
Γ(− 1

2 )

Γ(α1)
K (27)

Y (η1) = K(
Γ( 1

2 )

Γ(α1 + 1
2 )

Φ(α1, 1
2 ; η2

1) +
Γ(− 1

2 )

Γ(α1)
η1 Φ(α1 + 1

2 , 3
2 ; η2

1)) , (28)

Y (η1) = K Ψ(α1, 1
2 ; η2

1) η1 > 0 Ψ(α, β; z)

Ψ(α, β; z) =
Γ(1 − β)

Γ(α − β + 1)
Φ(α, β; z) +

Γ(β − 1)

Γ(α)
z1−βΦ(α − β + 1, 2 − β; z) .

Ψ(α, β; z) ∼ z−α z → +∞ Y (η1) ∼ K η−2α1

1 η1 → +∞

e−η2
1Y (η1)

K[√ Na1

2b
]

−
q1

a1−b

= k1
eNc1

√1 − x1

x
q1

a1−b
−1

1 . (29)

K γ1 γ2 C k1 Γ(− 1
2 ) = −2√π Γ( 1

2 ) = √π

Γ( 3
2 ) = √π

2

[√ Na1

2b
]

q1
a1−b −1

2π K

Γ(α1)Γ(α1 + 1
2 )

=
C (b − a2(1 − x1))

q2
a2−b

a
1−

q1
a1−b

1 x
1+

q1
a1−b +

q2
a2−b

1

. (30)

Γ(α1)Γ(α1 + 1
2 ) = √π

22α1−1 Γ(2α1)

x2 a2 > b x = x2 = 1 − b/a2 q1y q2z

x = x2 + ξ2

√N
, η2 = ξ2√ a2

2b , z(η2) = e−η2
2Z(η2), α2 =

q2/2
a2−b ,

Z(η2) = δ1 Φ(α2, 1
2 ; η2

2) + δ2 η2 Φ(α2 + 1
2 , 3

2 ; η2
2). (31)

δ1 δ2 η2 → +∞

[√ Na2

2b
]

q2
a2−b −1

(
δ1 Γ( 1

2 )

Γ(α2)
+

δ2 Γ( 3
2 )

Γ(α2 + 1
2 )

) =
C [a1(1 − x2) − b]

q1
a1−b

a
1−

q2
a2−b

2  x
1+

q1
a1−b +

q2
a2−b

2

. (32)

δ1 =
Γ( 1

2 )

Γ(α2 + 1
2 )

K̂, δ2 = −
Γ(− 1

2 )

Γ(α2)
K̂ (33)

K̂ δ2 Z(η2) = K̂ Ψ(α2, 1
2 ; η2

2) η2 < 0

e−η2
2Z(η2) ∼ K̂ e−η2

2 |η2|−2α2 η2 → −∞

K̂[√ Na2

2b
]

− q2
a2−b

= k2
eNc2

√1 − x2

x
q2

a2−b −1

2 . (34)

[√ Na2

2b
]

q2
a2−b −1

2π K̂

Γ(α2)Γ(α2 + 1
2 )

=
C [a1(1 − x2) − b]

q1
a1−b

a
1−

q2
a2−b

2 x
1+

q1
a1−b +

q2
a2−b

2

 . (35)

k2 K̂ δ1 δ2

Mπ = λπ λ∑N
n=0(πn,1 + πn,2) = 0 λ < 0

N

∑
n=0

(πn,1 + πn,2) = 0.



Добавляя их, мы находим

    Давайте сначала рассмотрим случай, когда  с , Итак (19) показывает

положительная константа , не зависящая от N . Используя тот факт, что пик  близко к  и соотношения (25), (28) и (30) находим

где (выше и ниже) , все еще положительные константы, которые не зависят от N . Таким образом, доминирующий член для N большой в знаменателе
(36) является тот, с , В числителе  а также ,  а также определяются (22) - (23). Мы получаем

Другими словами, увеличивается с N как степенной закон, показатель которого равен

как объявлено во введении. Кроме того, мы замечаем, что ω сходится к  если сходится к б по более низким значениям.

    Теперь рассмотрим случай, когда , Для упрощения введем обозначение  (не путать с неформальным символом  используется выше),
если  если , В частности для всех β. Тогда (12) с x = 1 / N показывает, что , Более того,

Кроме того, пик  близко к  в то время как  близко к , Таким образом (37) остается в силе и показывает

в то время как (31), (33) и (35) дают

Но (34) и (35) показывают

Таким образом (36) дает  а также , В заключение,  растет примерно в геометрической прогрессии с параметром ,

7 Среднее время до исчезновения

    Линейная система (8) - (9) может быть решена с помощью численного метода, представленного (Artalejo et al., 2013). Метод использует только
квадратные матрицы порядка 2 и уменьшает численную нестабильность. давайте вспомним это  а также ,

    Первый пример: , Давайте принимать  а также , Рисунок 4а показывает  а также  с точки зрения , Рисунок 4b
показывает, что среднее время вымирания, начиная, например, с N инфицированных людей в среде 1, увеличивается примерно по экспоненте: ,
Линейная регрессия дает , Обратите внимание, что  а также что говорит о том, что ,

 
Рисунок 4. Корпус ,   [сплошная линия] и  [пунктирная линия] в зависимости от  если , б)  с точки
зрения ,

    Второй пример :  а также , Давайте принимать  а также , Так , Рисунок 5а показывает  а также  с
точки зрения , Рисунок 5b показывает  с точки зрения , Мы получаем прямую линию, предполагающую степенной закон ,

λπ0,1 = −q1 π0,1 + q2 π0,2 + b π1,1 ,
λπ0,2 = −q2 π0,2 + q1 π0,1 + b π1,2 .

λ = b
π1,1 + π1,2

π0,1 + π0,2
= −b

π1,1 + π1,2

∑N
n=1(πn,1 + πn,2)

. (36)

a1 > b > a2 R0 > 1

1

N
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∑
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z(x) dx ≃ κ1 C.
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+∞

−∞
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≃ κ3 CN
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−
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+
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ω =
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+ ∞ a2
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a1 > a2 > b a1 = 10 a2 = 5 Tn,1 Tn,2 x = n/N
TN ,1 ≈ ecN

c ≃ 0.32 c1 ≃ 0.81 c2 ≃ 0.32 c = c2

a1 > a2 > b a) Tn,1 Tn,2 n/N N = 100 logTN ,1

N

a1 > b > a2 R0 > 1 a1 = 5 a2 = 1 R0 = 1.5 > 1 Tn,1 Tn,2

x = n/N logTN ,1 logN T ∼ κN ω



Наклон, полученный линейной регрессией, равен , В этом случае мы имеем , что хорошо соответствует измеренному
наклону.

 
Рисунок 5. Корпус  с ,   а также  с точки зрения  если , б)  с точки зрения ,

8 примечаний
Сравнение с периодическим случаем.

    Чтобы подчеркнуть разницу между случайной средой и периодической средой, давайте рассмотрим случай, когда  а также , пока 
 а также , У нас тогда  : среда тратит в среднем половину времени в состоянии 1, а другая половина - в состоянии 2. На

одной стороне показано, как увеличивается как функция N как степенного закона. С другой стороны, рассмотрим ту же модель SIS, но в
периодической среде (Bacaër, 2015): давайте выберем ,  за , а также  за , Для этой модели 
множитель Флоке, связанный с процессом вымирания Рисунок 6 показывает, как  растет в геометрической прогрессии с ,

Рисунок 6. Среднее время до исчезновения  в случайной среде и  в периодической напоминающей среде.

    Уравнения среднего поля. Может быть полезно напомнить, следуя (Bacaër и Ed-Darraz, 2014), что уравнения среднего поля

после линеаризации вблизи состояния равновесия (0,0) приводят к матрице Якоби

Но мы можем иметь в то же время

строго положительное собственное значение, так что тривиальное равновесие неустойчиво,
,

    Еще один предел. Полученные результаты считают, что параметры ,  а также фиксируются, пока N сходится к бесконечности. Вещи, очевидно,
разные, если, например,  а также  сходятся к бесконечности, с постоянным отношением , Затем модель приближается к гомогенизированной
модели в постоянной среде с усредненным параметром контакта ,

    Подкритический случай. Мы не обратились к докритическому делу  с  или , Поведение среднего времени до вымирания
тогда примерно такое же, как в постоянной среде: начиная с фиксированной доли инфицированной популяции, среднее время составляет порядка
(Doering et al., 2005). Начиная с зараженной фракции 1 / N , среднее время наоборот сходится к пределу. В случае случайной среды это также то, что
предлагает цифровое моделирование.

9 Марковская цепь с конечным числом состояний

    С  состояния, помните, что бесконечно малый генератор  таков, что , Предположим, что эта матрица  является неприводимым
и что , В случае , то среднее время вымирания увеличивается примерно экспоненциально с размером N популяции со скоростью

ω ≃ 0.67 q2

b−a2
− q1

a1−b
= 1 − 1

3
= 2

3

a1 > b > a2 R0 > 1 a) Tn,1 Tn,2 x = n/N N = 100 logTN ,1 logN

a1 = 5 a2 = 1
q1 = q2 = 1 b = 2 u1 = u2 = 0.5

TN ,1

T = 1
q1

+ 1
q2

a(t) = a1 0 < t < u1T a(t) = a2 u1T < t < T eΛT

− 1/Λ N

TN ,1 −1/Λ

dI1

dt
= a1I1(1 − I1

N ) − bI1 − q1I1 + q2I2

dI2

dt
= a2I2(1 − I2

N ) − bI2 − q2I2 + q1I1,

( ).
a1 − b − q1 q2

q1 a2 − b − q2

R0 < 1

qj aj b

q1 q2 q1/q2

ā = a1u1 + a2u2

R0 < 1 a1 > b > a2 b > a1 > a2

logN

J Q Qj,j = −∑J

i=1 Qi,j ∀j Q

a1 > a2 > ⋯ > aJ aJ > b



, Это действительно в среде J, что вымирание наиболее вероятно.

    Если, с другой стороны  а также , нота  с , По соседству система (16) - (17) становится

В поисках решения  с  а также  для всего j мы находим

Таким образом, с обозначениями введения мы сталкиваемся с проблемой обобщенного собственного значения , с ,

    Мы покажем

диагональная матрица Для любого действительного числа s ,

имеет все свои коэффициенты вне диагонали, которые являются положительными или нулевыми. Кроме того, эта матрица неприводима.
Согласно следствию из теоремы Перрона и Фробениуса (Смит, 1995, следствие 3.2),  это простое собственное значение  (называется
доминантное собственное значение) и есть собственный вектор  все компоненты которого строго положительны, так что

Этот собственный вектор является уникальным с нормализацией

Согласно тому же следствию, существование вектора  с  а также  на самом деле составляет , Поэтому необходимо
показать, что уравнение  с  имеет уникальное решение.

    Что касается существования, мы сначала заметим, что бесконечно малый генератор  соответствовать  : у нас есть  и мы отмечаем 
Собственный вектор справа. Линия вектор  Собственный вектор слева от  связано с собственным значением 0. Таким образом, мы

имеем

Согласно простой теореме о возмущении собственных значений, функция  дифференцируется в  а также

Но , Итак, мы имеем , Кроме того, у нас есть

У нас есть  если , По непрерывности спектра,

Итак, мы имеем  если , Потому что  а также выводим что есть  с ,

    Что касается уникальности, отметим сначала, что функция выпуклый Действительно, для всех действительных чисел , , а также ,
Мы видим, что  является доминирующим собственным значением матрицы , Согласно теореме (Коэн, 1981),
это собственное значение меньше или равно , Это доказывает выпуклость. Предположим теперь, что есть  с 

, Потому что  и потому что  выпуклый, выводим  за , Это противоречит ,

     является обратимой матрицей, если ,  таким образом, равняется , Таким образом, ω является
собственным значением  реальная часть которого самая большая.

    Наконец, уравнение (36) становится

В числителе мы имеем , В знаменателе мы имеем

Так увеличивается с N как ,

    Несомненно, можно обобщить такой результат, если среда определяется, например, стохастическим дифференциальным уравнением.

Давайте определимся  дифференциальный оператор

cJ = b/aJ − 1 − log(b/aJ)

b > aJ R0 > 1 πn,j ≃ yj(x) x = n/N x = 0

0 ≃ (b − aj)
d

dx
(x yj) +

J

∑
k=1

Qj,kyk . (38)

yj = θj x
ω−1 ω > 0 θj > 0

0 ≃ ω(b − aj)θj +
J

∑
k=1

Qj,kθk , 1 ≤ j ≤ J.

Qθ = ω(A − B)θ θ = (θ1, … , θJ)

∃! ω > 0, Qθ = ω(A − B)θ, θj > 0 ∀j.

D = A − B

μ(s) = max{R(λ);  λ ∈ σ(Q − sD)}.

Q − sD

μ(s) Q − sD

ϕ(s)

(Q − sD)ϕ(s) = μ(s)ϕ(s).

J

∑
j=1

ϕj(s) = 1.

θ θj > 0 ∀j (Q − ωD)θ = 0 μ(ω) = 0
μ(ω) = 0 ω > 0

Q s = 0 μ(0) = 0
u = ϕ(0) 1 = [1, … , 1] Q

1u =
J

∑
j=1

uj = 1.

μ(s) s = 0

μ′(0) = −1Du.

R0 > 1 ⇔ 1Du = ∑J
j=1(aj − b)uj > 0 μ′(0) < 0

(Q/s − D)ϕ(s) = (μ(s)/s)ϕ(s), ∀s > 0.

Q/s − D → −D s → +∞

μ(s)/s → max
j

(−Dj,j) = max
j

(b − aj) = b − aJ > 0.

μ(s) → +∞ s → +∞ μ(0) = 0 μ′(0) < 0 ω > 0 μ(ω) = 0

μ(s) ω1 ω2 0 < ε < 1
μ(εω1 + (1 − ε)ω2) Q − εω1D − (1 − ε)ω2D

εμ(ω1) + (1 − ε)μ(ω2) ω1 > ω2 > 0
μ(ω1) = μ(ω2) = 0 μ(0) = 0 μ(s) μ(s) = 0 0 ≤ s ≤ ω1 μ′(0) < 0

A − B aj ≠ b  ∀j Qθ = ω(A − B)θ (A − B)−1Qθ = ω θ

(A − B)−1Q

λ = −b
∑J

j=1 π1,j

∑J
j=1 ∑

N
n=1 πn,j

.

π1,j ≃ θj(1/N)ω−1

N

∑
n=1

πn,j ≃ Nθj ∫
1

0
xω−1 dx.

− 1/λ N ω

dξ = f(ξ(t)) + σdB(t).

L∗



Мы предполагаем, что  является инвариантной вероятностью:

Итак, в случае уравнения Ланжевена мы имеем

Мы предполагаем, что скорость контакта  это функция на  с  а также

Среднее время вымирания увеличивается с N как и ω - единственное положительное число, для которого дифференциальный оператор 
имеет главное собственное значение, равное 0. Для выпуклости этого собственного значения как функции см. (Като, 1982). Обратите внимание, что
помощник линейного оператора

а также  если  обозначает постоянную функцию, равную 1.

10 Среда, которая является как периодической, так и случайной

    Вернемся к случаю конечного множества сред. Теперь предположим, что бесконечно малый генератор

является периодической функцией периода 
является непрерывной или кусочно-непрерывной функцией,
неприводимо хотя бы на отрезке t .

Система (4) - (5) принимает вид , После (Bacaër, 2015) появляется одна пара  с

 является периодической функцией периода 

, , ,

Более того,

Также есть уникальная функция -периодической  с

Как (Bacaër and Ed-Darraz, 2014), мы определяем

    Мы предполагаем, что если , тогда среднее время до исчезновения все еще увеличивается экспоненциально с N , со скоростью

Если, с другой стороны  Но аппроксимация  приводит к обобщению (38) в окрестности 

Решение формы с функцией  -периодический, должен проверить

Существует одно действительное число  для которого  является доминирующим множителем Флоке системы

Эта матрица является периодической функцией периода , Коэффициенты вне диагонали положительны или равны нулю. Матрица неприводима на
отрезке t . Мы можем показать, что есть уникальный  с , Мы используем как в разделе 9

(L∗u)(ξ) =
σ2

2

d2u

dξ2
−

d

dξ
(f(ξ)u(ξ)).

u(ξ)

L∗u = 0, u > 0, ∫
+∞

−∞
u(ξ) dξ = 1.

f(ξ) = −k ξ, k > 0, u(ξ) = √ k

πσ2
e−kξ2/σ2

.

a(⋅) R min a(⋅) < b

R0 = ( lim
T→∞

1

T
∫

T

0
a(ξ(t)) dt)/b = (∫

+∞

−∞
a(ξ)u(ξ) dξ)/b > 1.

N ω L∗ − ω[a(⋅) − b]
ω

L =
σ2

2

d2

dξ2
+ f(ξ)

d

dξ

L1 = 0 1

Q(t)

T

dP
dt

= M(t)P (λ,π)

λ < 0
π(t) = (πn,j(t))0≤n≤N ,1≤j≤J T

λπ(t) +
dπ

dt
= M(t)π(t)

1

N

N

∑
n=1

J

∑
j=1

πn,j(t) = 1

πn,j(t) > 0 1 ≤ n ≤ N 1 ≤ j ≤ J

N

∑
n=0

J

∑
j=1

πn,j(t) = 0.

T u(t)

du

dt
= Q(t)u(t), uj(t) > 0,

J

∑
j=1

uj(t) = 1.

R0 = (
1

T
∫

T

0

J

∑
j=1

ajuj(t) dt)/b.

a1 > … > aJ > b

cJ = b/aJ − 1 − log(b/aJ).

aJ < b R0 > 1 πn,j(t) ≃ yj(t,x) x = 0

∂yj

∂t
≃ (b − aj)

∂

∂x
(xyj) +

J

∑
k=1

Qj,k(t)yk .

yj(t,x) = θj(t)xω−1 θ(t) = (θj(t)) T

dθ

dt
= (Q(t) − ωD)θ(t) .

μ(ω) eμ(ω)T

dX

dt
= (Q(t) − ωD)X.

T

ω > 0 μ(ω) = 0



выпуклость 

 если 
 если ,

    Обратите внимание, что выпуклость демонстрируется простым обобщением аргумента (Коэн, 1981). Мы используем

лог-выпуклость спектрального радиуса матриц с коэффициентами во множестве нулевых или лог-выпуклых функций по ω, отмеченных 
 устойчив при сложении, умножении и переходе к пределу

(Кингман, 1961). Верно,  является кусочно-непрерывной периодической функцией, к которой можно обратиться с помощью ступенчатой   функции. 
приблизительная матрица на интервале  за , с  а также , Если матрица  была ли эта функция лестницы, 
будет равен спектральному радиусу произведения матриц

Согласно (Коэн, 1981), каждая из этих матриц имеет свои коэффициенты в , Таким образом, произведение матриц также с коэффициентами в , Его
спектральный радиус является лог выпуклым по ω.

    Потому что

мы заключаем, как и раньше вероятно, увеличивается с N как ,
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