O modelo estocastico do SIS para uma epidemia em um ambiente aleatorio
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resumo

Em um ambiente aleatorio que é uma cadeia de Markov de tempo continuo de dois estados, o tempo médio para extingdo do modelo estocastico de SIS para uma
epidemia aumenta, no caso supercritico, exponencialmente em relagéo ao tamanho da populagdo, se ambos os estados sdo favoraveis e, de acordo com uma lei do
poder, se um deles ¢ favoravel enquanto o outro ¢ desfavoravel a propagacao.

1. Introducio

Seja N o tamanho da populagio, assumido como constante. No modelo estocastico do SIS para uma epidemia, cada individuo ¢ saudavel (S) ou infectado (I)
(Nésell, 2011). Imagine que o ambiente siga uma cadeia de Markov em tempo continuo com dois estados. g;, com j = 1 ou 2, é a taxa de saida do estadoj . No
ambiente ; , a taxa de contato de cada individuo ¢ a; > 0. Se em um instante # 0 nimero de pessoas infectadas for 7 € o ambiente for j , a probabilidade de ocorrer
uma nova infecgdo entre e ¢ + dt , com dt infinitamente pequeno, serd a; n(1 — n/N) dt. Suponha que a taxa de recuperagdo b > 0 de um individuo seja a mesma
nos dois ambientes. A probabilidade de uma nova cura na populagéo é entdo bn dtentre ¢ e ¢ + dt . Esse modelo foi estudado por (Artalejo et al., 2013), mas ndo na
medida em que o tamanho N da populagao se torna grande. Além disso, este ¢ um caso especial do processo de nascimento e morte em um ambiente markoviano
(Cogburn e Torrez, 1981).

Vamos definir

- Q@ Q@ q ai1ul + axu2
Q = ) u1 = — y u2 = 5 = .
a —Q a+q a+ @ b

Q@ ¢ o gerador infinitesimal, enquanto u; (resp. us) ¢ a proporgdo de tempo gasto no ambiente 1 (resp. 2). Para o modelo linearizado, ou seja, o processo linear de
nascimento e morte em um ambiente aleatorio de pardmetros a; e b(Bacaér e Ed-Darraz, 2014) observa que quase certamente existe extingdo se e somente se Ry < 1
. Para 0 modelo SIS ndo linear, por outro lado, existe extin¢do, qualquer que seja o valor do pardmetro R,. No entanto, quando a populagdo N ¢ grande, o tempo
médio de extingdo ¢ grande se Ry > 1 e pequeno se Ry < 1. No6s definimos T}, ; o tempo médio com inicialmente 7 pessoas infectadas no ambiente j . Temos entio,
coml<n<N,

T, = 1+an(l —n/N)T, 111 +bnT, 11+ ¢ T 1)
' ain(l —n/N)+bn+q '

T, = 1+an(l —n/N)Tpi1o + 0T, 15+ @Ths . @)
’ amn(l —n/N) +bn+ g

além disso Ty ; = Tp o = 0. O objetivo deste artigo ¢ estudar no caso supercritico, ou seja, se By > 1, o comportamento do tempo médio até a extingdo, quando o
tamanho da populagdo N se torna grande.

Em um ambiente constante com uma taxa de contato @ com Rg = ¢ > 1(Doering et al., 2005, Tabela 1) mostra que o tempo médio para extingdo de uma fragdo
infectada da populagdo x = n / N aumenta quando N — oo, independentemente de x , como ﬁ v/ 2—]\7,‘ e“Ncom
c=b/a—1—1log(b/a).

Em outras palavras, o tempo médio esta crescendo quase exponencialmente com N . (Bacaér, 2015) sugere um resultado semelhante quando o ambiente ¢ periodico,
mesmo que ndo exista uma formula explicita para o parametro de crescimento c .

Em um ambiente aleatorio supercritico, ou seja, com Ry > 1, o artigo a seguir sugere que dois casos devem ser distinguidos: um caso altamente supercritico em
que a; > ay > b e um caso fracamente supercritico em que a; > b > ay. No caso altamente supercritico em que a; > as > b, conjecturamos que o tempo médio
para extin¢do aumenta aproximadamente exponencialmente com N com um pardmetro ¢y = b/ay — 1 — log(b/as). Mais precisamente, o logaritmo desse tempo
médio, dividido por N, converge para c2. O comportamento assintdtico ¢, portanto, 0 mesmo que se o ambiente permanecesse bloqueado no estado 2, ou seja, o que
¢ menos favoravel a propagacdo da epidemia e aquele em que a extingdo ocorre preferencialmente.

No entanto, se a1 > b > az e Ry > 1, entdo conjeturamos que o tempo médio até a extingdo aumenta a medida que N* com

q2 q
— . 3
b—a2 al—b ( )

Nesse caso, Ry > 1 < w > 0. Intuitivamente, acontece de tempos em tempos que alguém permanece no estado 2 por um periodo muito longo. A probabilidade de

1;7(5\; (Doering et al., 2005). Isso também pode

que essa duragdo seja maior que T € e~ 27, No estado 2, o tempo médio de extingdo para N grande ¢ da ordem de 7 ~

(b—aq)T

ser adivinhado a partir da equagdo de quase extingdo e™ = 1/N. Entdo, finalmente, a probabilidade de extingdo durante um periodo no estado 2 é da ordem de

2 L 1 ., . . . 9 o
e 2T ~ N T [sso sugere que o tempo médio de extingdo ¢ da ordem de magnitude do inverso, ou seja, N 722 . De acordo com nossa analise, a ordem de
magnitude ¢é realmente N¥ com ® dado por (3).

Observe também que se q; € g sao multiplicados por 1 + € com e > 0, R, permanece inalterado, mas w ¢ multiplicado por 1 + € : neste modelo, o aumento da
variabilidade ambiental tende a aumentar o tempo médio de extingao.

Esta lei em IN“ parece ser capaz de generalizar no caso de um ambiente com J estados se
ar>a2 > ...>aj, b>aJ, Ry > 1.

Nos temos
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J
Ry = (Z aju;) /b

se O ¢ o gerador infinitesimal e se u ¢ o Unico vetor

J
Qu=0, Y u;=1, u;>0 Vj
=1
(Bacaér e Ed-Darraz, 2014). Seja A e B denotam as matrizes diagonais diag(ax, . .., as) e diag(b, ..., b). Considere o limite espectral

u1(s) = max{R(A\); A € o(Q — s(A — B))}.
o(+) denota o espectro de uma matriz e R(+) a parte real de um namero complexo. N6s mostramos
Nw>0, pw)=0.

Em seguida, conjeturamos que o tempo médio de extingdo aumenta a medida que N*. No caso particular em que a; # b Vj, 0 nimero ® ¢ simplesmente o autovalor
da maior parte real da matriz (A — B)~1Q. Essa matriz e a expressdo de seu autovalor o dado por (3) para / = 2 ja sdo encontradas (Sawyer e Slatkin, 1981,
equagdes (14) e (20)) para um modelo populacional sem estocastica demografica na regido. caso subcritico (R; < 1) Neste caso, o tempo médio necessario para a
extingdo, no entanto, aumenta a medida que o logaritmo de N .

Varios autores encontraram uma lei do poder para o tempo médio de extingdo em modelos populacionais em um ambiente aleatorio browniano (Ludwig, 1976;
Leigh, 1981; Lande, 1993). Eles usam uma equagao de difusdo como ponto de partida. Entretanto (Gaveau et al., 1996) e (Doering et al., 2005) mostraram que essa
equagdo leva a uma formula inexata para o parametro c . De fato, essa equag@o nem sempre representa bem a cauda da distribuicdo quase-estacionaria, que ¢
precisamente a parte mais importante para estudar o processo de extingdo. Observe no entanto que (Kamenev et al., 2008) abordaram o problema de extin¢do para
populagdes em um ambiente aleatério com ruido colorido usando integrais de caminho.

A secdo 2 apresenta a distribuicdo quase-estacionaria do modelo. A Se¢do 3 usa o método de Brillouin, Kramers e Wentzel (BKW) para obter aproximagdes
validas nas zonas do parametro x = n /N onde a distribui¢do varia rapidamente. A Se¢do 4 usa outra aproximagao na area em que a distribui¢do varia lentamente. A
Secdo 5 usa uma equagdo de difusdo para conectar as duas aproximagdes anteriores: as fungdes hipergeométricas confluentes de Kummer e Tricomi substituem aqui
a fun¢@o de erro de Gauss usada em particular por (Meerson e Sasorov, 2008). A Secgdo 6 estima o valor proprio associado a distribuigdo quase-estacionaria.

Nenhuma dessas aproximagdes foi rigorosamente obtida. A se¢@o 7, no entanto, apresenta simulagdes numéricas que parecem confirmar o valor numérico dos
expoentes para a lei exponencial no caso fortemente supercritico e para a lei do poder no caso fracamente supercritico. A se¢do 8 adiciona algumas observagdes. Em
particular, comparamos no regime fracamente supercritico o caso de um ambiente markoviano e de um ambiente periddico com a mesma proporgdo de tempo em um
estado favoravel ou desfavoravel: o primeiro leva a uma lei de energia nesse meio tempo até a extingao, o segundo a uma lei exponencial. A Se¢do 9 considera o
caso de uma cadeia de Markov com um numero finito de estados e discute outras generaliza¢des.

2 Distribuicdo quase-estacionaria

Considere a probabilidade de n pessoas infectadas, no ambiente ;j , no momento ¢ : p,, ;(t). Nos temos entdo

dpn,l n
o = lan(l = &) +bn+@]pny +b(n + Dy
+a1(n—1)(1 — 22 )pp_11 + G2 Pu (4)
dpn,2 n
dt == [azn(l - W) +bn+ Q2}Pn,2 + b(n + 1)pn+1,2
+az(n — 1)(1 — 22 )pn_12 + @1 Py (5)
Vamos definir
* P =(po1,P02,P11,P12,---+PN1,PN,2) : um vetor de coluna

o A, = diaglain(l — §), azn(1 — §)] : uma matriz diagonal de ordem dois
B,, = diag[bn, bn]

Q B 0 0
0 Q-4 -5 B,
Q| *
. M=1o A Q-4,-B, . o [=\oTRr)
: . . . By
0 0 Ay-1 Q- By
O sistema (4) - (5) tem a forma

dP

— = MP.

dt

Os valores proprios de H sdo aqueles de Q e os de R . Os autovalores de O sdo 0 e—(g1 + ¢2). Os coeficientes da matriz R fora da diagonal sdo positivos ou zero.
Além disso, a matriz R ¢ irredutivel, como podemos ver no grafico associado. Um corolério do teorema de Perron e Frobenius (Smith, 1995, corolario 3.2) mostra
que a matriz R tem um autovalor real A que ¢ simples, estritamente maior que a parte real de todos os outros autovalores e com um autovetor associado com
componentes estritamente positivos. Se 1 € o vetor de linha [1,1,..., 1] do tamanho 2N, entdo

1R =[-b,—b,0,0,...,0,0].

De acordo com (Berman e Plemmons, 1994, Teorema 6.2.3, L33), temos A < 0. No6s escolhemos w = (0,1, 70,2, 71,1, 71,2, - - - , TN,1, TN,2) Um vetor proprio de M
associado ao valor proprio A: M7 = Aw. Em outras palavras,

Aﬂ',n,l = — {aln(l — %) + bn + ql} 7Tn,1 + b(n —+ 1)71'"4,111

+ai(n—1)(1 - 1) m11 + @2 T2 (6)
Az = — [asn(l — &) +bn+ go] My + b(n + 1)mys1 s

+as(n—1)(1— "Tfl)ﬂnq,z +q1 7. (7)



Vamos normalizar o vetor proprio, impondo, por exemplo,

1 N
~ Z(ﬁ"’l +my0) = 1.
n=1

A figura 1 mostra 7,1 € 7p 2 em fungéo de n /N commn > 1 em dois casos: um caso em que Ry > 1 ea; > a2 > b, um caso em que Ry > 1ea; > b > as. O vetor
proprio m ¢ calculado com o software Scilab. O pico de 7,1 € perto de 21 = 1 — b/ay, como seria de esperar ao pensar na equagdo média do campo para a propor¢do
i de pessoas infectadas

di

2 (1 — ) — bi.
7 a1i(l — i) — bi

De fato z; ¢ o unico estado de equilibrio estavel dessa equag@o. O pico de 7,2 € perto de 2 = 1 — b/as Ese as > bepertode z =0Eseas <b.
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Figura 1. Os componentes 7,1 € T, 2 com n > 1do vetor proprio n em func@o de n /N quando N = 100, g1 = 1 e g2 = 1. Outros valores de parametros:
a)a; =10>a;=5>b=2b)a; =5>b=2>ay =1

Vamos definir

s = (7f1,1>7f1,2,4~-,7TN,177FN,2)
o T = (Tl,l, lez, N 7TN,1>TN,2)~

O sistema linear (1) - (2) pode ser escrito na forma

—1=q(The — Thy) + a1n(l — ) (Tns1,1 — Tnpp) + n(Tno10 — Th) (8
—1=q(Tng — Tn2) + a2n(l — ) (Tnr12 — Tn2) + on(Tn-12 — Tn2) - (9

=

Os sistemas (8) - (9) e (6) - (7) mostram que

-1* = R*T, M\r=Rn,

onde a estrela * indica a transposigio de vetores ou matrizes. Ao pegar o produto pontual usual, obtemos (—1*,4) = (R*T, #) = (T, R#) = \(T', ). Entdo nos
temos

3

1 (T,%)
A (1%,R)

Em outras palavras, —1/ é uma combinagdo linear de (T, ;) comn > 1 e j = 1, 2. A seguir, estamos interessados principalmente em A. Nos estudamos (77, ;) na
secdo 7 através de simulagdes numéricas.

3. Aproximacao BKW

Ocasox > 1 =1—b/a;. Com Ry > 1, conjeturamos que A — 0 E se N — +o00. Verificaremos a posteriori, como fez por exemplo (Meerson e Sasorov, 2008)
para um modelo diferente, que esse é realmente o caso. O lado esquerdo de (6) - (7) pode ser negligenciado. Com z > x; , vamos procurar uma aproximagao BKW
(Bender e Orszag, 1978) do formulario

_ e—NS(;c)—E(:c)’ c(z) & N5(2)-2(z)

Tn,1 T2 = N

com z =n/N. Um desenvolvimento de Taylor da ordem 2 para S(z) e da ordem 1 para X(z) sugere que
" ey (e
i1y & e NS@FS (@) G -Z@F I

Obtemos substituindo em (6) e simplificando por e~ V5()-2(z)

0~aN(z—+)1—-z+ %)esr(’”)’S_Z"("%rgfg’il —a1Nz(1 —x)

+ON(z+ +)e Y@ N _bNz — g +q2%.

As expressdes em O (N) dao
0~ Nz [65'(1) - 1] [al(l —z)— be’sl(z)].
O primeiro termo entre colchetes ¢ nulo apenas para fungdes constantes S(z). Escolha a solugéo que cancela o segundo termo entre colchetes

s@ b
ai(l—z)



isto & dizer
S(z) = sy(z) = zlog(b/a;) + = + (1 — z)log(1 — z)
exceto por uma constante aditiva. isso implica S”(z) = T . Fungdo £(z) é obtido com as expressdes em O (1) :

N 2z =11 o) S"(z) ()

CS'@)  T()

2N N

} —a;Nz(1 - z)

+bN(z + ﬁ)efs,(z) {1 :| —bNz —¢q;.

Substituindo S(z) pela sua expressdo, obtemos

1 1/2 @ ( 1 1)
Y(z)= — — + - =
(@) T 11—z ar—b\z—x z)’

il
=

S(2) = oy (z) = 1og<zm{%} ﬂ) .

Fungdo c(z) no my 2 ¢ obtido de (7). A forma de 2 foi escolhido para garantir o equilibrio entre as diferentes expressdes. De fato, a ordem mais alta da

0~ Cg\?) {Nazz(l —z) [esl(z) — 1] + bNz (e’s((z) — 1)} +q .

Substituindo S(z) pela sua expressdo, obtemos

Em resumo, conjecturamos por & > 1,

~ ki e~ Ne1@)-01(@) ~ 9 Tt
Tp1 = ke % Tn2 10
=k C T N e ) 1o
por uma certa constante k;. Considere em particular o comportamento de 7y, 1 ¢ de m,, 2 para ¢ > @1 € z perto 1. Vamos definire; = b/a; — 1 — log(b/a1). Nos
temos s} (z;) = 0. Um desenvolvimento de Taylor da

ai
s1(z) ~ s1(z1) + s (x1)(x — 21)%/2 ~ —c1 + %(w —z)>
Temos assim
Nei—N gt (z—1)? %71
e T by
Tnl kl L N TTno = 91 ot . (11)
) 4; gl
JVi—z, (a}—zl)ﬁ N(ai — a2)zi(z — z1)
Ocasox < z3 =1—b/as E se a; > ap > b. Simetricamente, vamos procurar uma solugéo seas > b
c(x
Tz = est(z)fE(z), Tn1 = % e—NS(gpyz(z)7 r<Ty=1-— b/ag.
O sistema (6) - (7) leva, como acima, a
S(z) = sa(z) = zlog(b/az) + = + (1 — z)log(1 — z)
exceto por uma constante aditiva, enquanto
o
. e
Y(z) = o2(z) = log z\/lfx{m z:| , c(z) ~ &
(a1 — a2)z(z2 — )
Em resumo, conjecturamos por z < 5,
_ _ q2 Tn,2
o ky e V2 @)702(@) ~ : 12
el T N a0 12
por uma certa constante k2. Comz < x2 e & perto x2,
eNCQ—N—;%(:v?wa x%71 T
Tn,2 = kz 2 Tn,1 =~ 42 7n2 (13)

V1—z, (a:2—a:)“_zq%"' ’ N(a1 — az)za(22 — ) -

As figuras 2 ¢ 3 mostram —(log 7, 1)/N e —(logm, 2)/N em termos de n/N com 1 < n < N,. =, ; ¢ calculado usando o sistema (6) - (7). As figuras também
mostram aproximagdes (10) e (12) em azul escuro e vermelho. A constante k; em (10) ¢ escolhido para que 7,1 coincide com a sua aproximagdo paran = N-1 . A
constante ky em (12) é determinado por k; conforme explicado na se¢éo 5 abaixo.
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Figura 2. O exemplo com a; > a2 > b. Em preto, sob as outras curvas:—(log m1) /N e —(log 7, 2) /N em termos de z = n/N.
mp,1 - €m azul escuro, aproximagdes (10) se z > z; € (12) se z < xp; em azul claro, aproximagdo difusiva (25) se = ~ ;.

Ty,,2 - em vermelho, aproximagdes (10) se > 1 € (12) se ¢ < x5; em rosa, a aproximagcdo difusiva (31) se = ~ 5.

0.251

0.051

04

-0.05
0

Figura 3. O exemplo com a; > b > a2. Em preto, sob as outras curvas:—(log 1) /N ¢ —(log 7r,2) /N em termos de z = n/N.
Tp,1 - €m azul escuro, a aproximagdo (10) se > x;; em verde, aproximagio (20) se < x;; em azul claro, aproximagdo difusiva (25) se = ~ ;.
Tp,2 : em vermelho, a aproximacao (10) se > x1; em roxo, aproximacdo (19) se = < x1; em rosa, aproximagao difusiva (31) se ¢ ~ x1.

4 Aproximacao na area de variacio lenta

Estamos procurando uma aproximagio de m,,; e m, o N0 2 < & < 21 Ese a; > a, > b eem0 < = < z; Ese a; > b > a,. Durante esses intervalos, S(z) = 0.

Vamos considerar o sistema (6) - (7) e tentar diretamente a aproximagdo continua 7,1 ~ y(z), 7,2 ~ z(z)com = n/N. Um desenvolvimento de Taylor dé

y(z)  y'(=)
nt11 = Y(z £ 1/N) ~ y(z) £ N + aN? -
Com A =0, isso leva a aproximagdo difusiva
0 :i [(bz —az(l — :c))y} —qy+qz+ —d—z [(alx(l —z)+ bz)y}
dz 2N dzx?
d d?
0 = [(bz — azz(1 — 2))2] — ez + quy + IN da? [(a22(1 — ) + bz)z].

Negligenciando / /N, obtemos as equagoes

0= (b2~ a1 - 2)a(@)] ~ a3(a) + a22(z)
0= (b2 — a2l — 2)=(2)] ~ 23(a) + (o),

que sdo da mesma forma que as equagdes (29) - (30) de (Slatkin, 1978). Adicionando as equagdes (16) e (17), encontramos

d

T [(bx — a1z(1 — 2))y(z) + (bx — asz(1 — z))z(x)] = 0.

A fungdo entre colchetes é, portanto, constante. Como x ¢ um fator, isso sugere fazer z — 0 que essa constante ¢ zero:
(bz — a12(1 — z))y(z) + (bx — agz(1 — x))z(z) ~ 0.

Isso permite expressar y(z) em termos de z(z). Substituindo em (17), obtemos apés algumas manipulagdes

(18)



1 dz q q2 b*dz(l — 21‘)

—_—~

z(z) dz = br —az(l —x) * be —ayz(l —z) bz —ax(l—x)’

de) ~ c <a1(17m)7b)%(b7a2(17m)>% 19)

T bz —az(l —x) z z

para alguns constante C . Essa aproximagdo é mostrada em roxo na Figura 3. A constante C ¢ determinada por k; como mostrado na segdo 5 abaixo. Entéo as
equagdes (18) e (19) mostram que

C ai(l—z)—b =l b—as(l—1) Rl (20)
T aiz(l-z) - bz x z '
Essa aproximagdo ¢ mostrada em verde na Figura 3. Se  ~ z; com = < z, noés obtemos
C a; s b—as(l—z1) =T a4
y(z) ~ — —_— (7 —z)m7 . (21)
a1y 1 Z1
Dentro do estojo a1 > b > ag, encontramos para x =~ 0
o B - S 1

y@)~Cla—b)77? " (b—az)="z T a7 (22)
Az) ~ C (a1 —b)7T (b—ap)™T® ‘g TTm @ (23)

Nos lembramos Ry = % >1s bih:zz > alq—ib nesse caso. Em particular, a integral de z(z) no bairro de 0" é convergente. Dentro do estojoa; > a2 > b,

entdo (19) mostra

q

sy~ C (al(lfzz)7b)“_f]_"(2)a_yf?(w_wz)%_l a1)

T T3

perto x2 com x > x2.

5 Aproximacao difusa perto z; e x2

A situagdo perto 1. Pertox = 1 ¢ ¢ = 2, a difusdo em (14) - (15) ndo pode mais ser negligenciada. Andlise de zonas de transi¢do em 1 ¢ 3 deve permitir
conectar a constante C em (21) e (24) com as constantes ki de (10) e ka de (12). Vamos definirz = @1 + &1/ v/N. Entdio o coeficiente da derivada da ordem 1 em
(14) pode ser aproximado por uma expansao de Taylor da ordem 1

2

0~ (a - b)d%[ay} gt gz b b/al)‘;—g.

Nos negligenciamos goz em frente de g1y Ese ¢ ~ z1 :

b d d
0~ — y+§1—y+<17‘1—1>y.

ay d_ﬁf dé ar—b
Com
ai _

m=&gps um)=e Y (m) (25)

nds temos a equacdo diferencial Hermite
d? dy Q
0~ 12— —p— —
2 dm? n dm a1 —b

Estamos procurando uma solugdo na forma de uma série inteira

Obtemos a relagdo de recorréncia

2(n + 20y)
(n+2)n+1) "

Wn+2 =

2 . .
com a3 = 2111 5 - Portanto, temos duas solugdes linearmente independentes

Y(m) =m ®(ar, 557) +v2m (e + 5, 35m3) -

71 € 72 sdo constantes e

00 (n) ,n
Befi9)= > o o =1 o —afa+ Da+2) - (atn-1)
n=0 :

¢ a fungdo hipergeométrica confluente de Kummer. De acordo com (Maroni, 1997, equagdo (93)), temos ®(a, §; 2) ~ % e*2* P Esez— +oo,ondel éa

fung@o gama de Euler. Temos assim

o1 [ MT(3) 7 T(3)
s~ (- 2,
3

y(m) = e’"fY(m) tem o mesmo comportamento assintotico que (21) quando 7, — —oo, providenciou que



A -1 _a
[ [Na, ]_” <71F(%) ~ »rd) ) _ Cb-a(l—w)F o)
2b F(al) I‘(al + %) ai’ all,b 771+ all,zﬂra?z,b

Se pelo contrario ; — +00, (11) sugere que Y (1) deve se comportar como uma certa constante multiplicada por 77]’2"‘1. A teoria das fungdes hipergeométricas

confluentes (Maroni, 1997) mostra que ¢ necessario impor

I(3) I(-3)

I‘(al i %) K7 Y2 = l"(oq) K (27)

M=

para uma certa constante K obter esse comportamento assintotico. De fato, temos entdo

I'(3)

T + %)

r(-4)

®(ar, 25m7) + ()

Y(m) = K( me(ar + 3, %;nf)) , (28)
isto é dizer Y (m;) = K ¥(oy, %; n?) paranm; > 0. ¥(a, B;2) € a fungdo hipergeométrica confluente de Tricomi definida por

W 2) = g

PAB)  sasas LD asgig s
o B fi) 4 S PR 1,2 51).

De acordo com (Maroni, 1997, equagio (90)), temos ¥ (e, 8; z) ~ 2~ E se z — +o00. Entdo nds temos Y (1) ~ Knl’m‘ Esen — 4o0.

[Nar ] " N mi
K|/ 22 =k ——— .z'l""b . (29)
2b vV1—z

Em resumo, as relagdes (26), (27) ¢ (29) determinam K, 71, v2 ¢ C em termos de k;. Em particular, porque I'(—1) = —2y7, T($) = vre[(3) =

equagdo (26) fornece
4 g )
[Nay | ™7 2n K _ C(b—ax(1—m))™7 (30)
2b (1) (a1 + 3) ai—a—;’l—b mim—fﬁn—;’% '

Uma forma alternativa pode ser obtida usando a formula Legendre-Gauss I'(a; )T (o + 5) = 22u—‘/1’_',11‘(2a1).

O equivalente a e Y (1) coincide com (11) desde que

A situagdo perto xa. Dentro do estojo az > b, fazemos uma anélise semelhante com (15) proximo a z = za = 1 — b/as. Nos negligenciamos g1y em frente de
q2z. Com

2 2
m:$2+%, 7]2252\/;—,2,, 2(m) = e Z(my), 062:32211,7

temos
Z(ny) = & ‘5(0427%377%)4‘52772 D(ay + %,%3775) (31)

47 e 09 sdo constantes. O comportamento para 7, — +oo coincide com (24) desde que

2 __q _a_
{ Na, } = (51 I'(3) + &I(3) ) _ Clai(l — @) -y~ (32)
2b Mla2)  T(a2+7%) a;—% m;+ A2y
Vamos definir
NS I r'(-3) .
JI:L)IK, 5= -T2 g (33)
(o + 7) IN(%))

por uma certa constante K (observe o sinal de menos para d2) Nés temos entdo Z (1) = K ¥(, 55 73) E se 72 < 0. Entdo nds temos e B Z () ~ K e |np| 202

E se 7y — —o0. Isso coincide com (13), desde que

a2

. N TR Ney @
R 1/_(12 =k, & z,2" ' (34)
2b V1-— Ty

Como acima, (32) e (33) ddo

a2 —1 N a1
Naz | ™" 2n K _ Clay(1 —=zp) — b 7 (35)
Vo | T+ g s

Entfio as constantes ks, K, 01 ¢ 8 sdo determinados pela constante C .

6 O autovalor do sistema

Nos temos M = Aw. Adicionando todas as linhas deste sistema de equagdes, obtemos A EnNzo(li + mp,2) = 0. Mas A < 0. Entéo nos temos

N

Z(ﬂ'n,l + mn2) = 0.

n=0

As duas primeiras linhas do sistema sdo



ATy = —q1To1 + @M +bmy,

ATy = —qaMoa +q1 o1 +bmio.
Ao adiciona-los, encontramos
1,1 + T2 1,1 + 712
A=b— =-b ~ . . (36)
To,1 1 To,2 > (a1 + Tn2)

Vamos primeiro considerar o caso em que a1 > b > a com Ry > 1. Entdo (19) mostra
1

1 N T
— T, z(z)dx ~ k1 C.
N; 2 A (z) 1

K16 uma constante positiva independente de N . Usando o fato de que o pico de 7,1 € perto de * = n/N = z; e relagdes (25), (28) e (30), encontramos

1 ¥ il dz K a2
WZT{'TLJ ~ / y(m) dm an ~ Ky Wi ~ kg CN o', (37)

n=1 o

onde o s (acima € abaixo) ainda sdo constantes positivas, que sdo independentes da N . Portanto, o termo dominante para N grande no denominador de (36) € aquele

com mr,, 5. No numerador, 1 ; = y(4) e 712 ~ 2z(+). y(x) e z(z) sdo dados por (22) - (23). Nés obtemos
1 hqiz - a]qlh_l
A —ky (N)T ~ gy N Tt

Em outras palavras, —1/\ aumenta com N como lei de poténcia, cujo expoente é

92 q1
w=————-——2>0
b—as ar—b ’

conforme anunciado na introdug@o. Notamos ainda que o converge para + oo E se ap converge para b por valores mais baixos.

Agora considere o caso em que a; > ag > b. Para simplificar, vamos apresentar a notagdo f ~ g (ndo confunda com o simbolo informal ~ usado acima) se
(log f)/N — (log g)/N — 0 E se N — —+o00. Em particular N » 1 para todos os B. Entdo (12) com x = / /N mostra que ;1 & 7y 2. Além disso,

s~ ky e NN &k o 90) gy,

Além disso, o pico de 7,1 é perto de ¢ = n/N = 1 enquanto o de m,, 2 ¢ perto de 2. Assim (37) ainda ¢ valido e mostra

enquanto (31), (33) e (35) dao

Mas (34) e (35) mostram
C~K ~kyele,

Assim (36) d& —\ ~ e V% ¢ —1/) ~ €™, Finalmente, — 1/ cresce aproximadamente exponencialmente com um parimetro ca.
7 Tempo médio para extin¢ao

O sistema linear (8) - (9) pode ser resolvido com o método numérico apresentado por (Artalejo et al., 2013). O método usa apenas matrizes quadradas da ordem 2
e reduz a instabilidade numérica. vamos lembrar queq; = g2 = 1leb = 2.

Primeiro exemplo: a; > az > b. Vamos levar a; = 10 e az = 5. A Figura 4a mostraT), 1 ¢ T, em termos de z = n / N. A Figura 4b sugere que o tempo médio
para extingdo, comegando por exemplo com N infectados no ambiente 1, aumenta aproximadamente exponencialmente: Ty ; ~ eN . A regressio linear fornece
¢ ~ 0.32. Observe que ¢; ~ 0.81 e ¢ ~ 0.32, 0 que sugere que ¢ = cs.

25e14 35.1 T
0g 1IN
l.2e144 (1 Th1, Tnp2 301
15e14
|.1e14 251
05e14 201
1e14
).5e13 157
9e13 104
3.5e13 I
gel13q 5
n/N
7.5e13+ T T T T / v 0+ v v T y T v v v Nr
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 4. O caso a; > ay > b. a) T;,; [linha solida] e T}, » [linha pontilhada] dependendo da n/N E se N = 100. b) log Ty ; em termos de V.

Segundo exemplo : a1 > b > az e Ry > 1. Vamos levar a; = 5 e az = 1. assim Ry = 1.5 > 1. A Figura 5a mostra T, 1 ¢ Ty, 2 em termos de = n/N. A Figura
5b mostra log Ty ; em termos de log N. Temos uma linha reta sugerindo uma lei de energia T’ ~ k N“. A inclinagio, obtida por regressio linear, ¢ w ~ 0.67. Nesse
caso, temos qza2 4 —1- % = %, que corresponde bem a inclinagdo medida.

b— a;—b




5

log Tn 1

—— 451
44

3.5

3]

2.59

2]

n/N logN

2 T T r T " 1.5 T v T T T
o] 0.2 0.4 0.6 0.8 1 3 4 5 6 7 8

Figura 5. O caso a; > b > ay com Ry > 1. a) T, e T, 5 em termos de z = n/N E se N = 100. b) log Ty ; em termos de log V.

8 notas

Comparagdo com o caso periodico.

Para destacar a diferenga entre um ambiente aleatorio e um ambiente peridodico, vamos considerar o casoem que a; = b eaz = 1,enquanto g = g2 =1leb = 2.
Nés temos entdo u; = uz = 0.5 : 0 ambiente gasta, em média, metade do tempo no estado 1, a outra metade no estado 2. A Figura 6 mostra de um lado como T 1
aumenta em fungéo de N como uma lei de poténcia. Por outro lado, considere o mesmo modelo de SIS, mas em um ambiente periddico (Bacaér, 2015): vamos
escolherT' = ﬁ + %, a(t) = a1 para 0 < t < uiT e a(t) = a2 paraw, T < t < T Para este modelo, €T ¢ o multiplicador Floquet associado ao processo de
extingdo. A Figura 6 mostra como — 1/A cresce exponencialmente com N.

45 -
401
351
30
251
20
151
101
5 4

N
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 6. Tempo médio para extingdo Ty ; em um ambiente aleatorio ¢ —1/A em um ambiente periodico semelhante.

As equagées médias do campo. Pode ser Util lembrar, seguindo (Bacaér e Ed-Darraz, 2014) que as equagdes médias do campo

dI
d_tl =arh(1- %) = bl —qih + g2
dI.
d_t2 =al(1 - &) - bl — o + i,

uma vez linearizado proximo ao estado de equilibrio (0,0), leva a matriz jacobiana
(al -b-aq %@ )
q az—b—q)’

» um autovalor estritamente positivo, de modo que o equilibrio trivial seja instavel,
. RO <1

Mas podemos ter a0 mesmo tempo

Outro limite. Os resultados obtidos consideram que os pardmetros g;, a; € bsio fixos enquanto N converge para o infinito. As coisas sio obviamente diferentes se,

por exemplo, g1 € g2 convergem para o infinito, com uma propor¢éo constante g; /g2. O modelo entdo se aproxima de um modelo homogeneizado em um ambiente
constante com um parametro de contato médio @ = aju1 + agus.

O caso subcritico. Nao abordamos o caso subcritico Ry < 1 coma; > b > az ou b > a1 > az. O comportamento do tempo médio de extingdo é
aproximadamente o mesmo que em um ambiente constante: a partir de uma fragéo fixa da populacdo infectada, o tempo médio ¢ da ordem de log N (Doering et al.,
2005). A partir de uma fragdo infectada / /N, o tempo médio, pelo contrario, converge para um limite. No caso de um ambiente aleatorio, ¢ também isso que as
simulagdes digitais sugerem.

9 cadeia de Markov com numero finito de estados

Com J estados, lembre-se de que o gerador infinitesimal @ ¢é tal que Q;; = — E;—Ll Qi,; Vj. Suponha que essa matriz@ ¢ irredutivel e que a1 > az > --- > ay.
Dentro do estojoay > b, o tempo médio de extingdo aumenta aproximadamente exponencialmente com o tamanho N da populagdo, com uma taxa
¢y =b/ay—1—1log(b/ay). E realmente no ambiente J que a extingéo ¢ mais provavel.

Se, por outro lado, b > a; e Ry > 1, Nota 7, ; =~ y;(z) com z = n/N. No bairro dez = 0, o sistema (16) - (17) torna-se



d J
0 (b—aj)—(zy;) + > Qjruk- (38)
* s}
Procurando uma solugdo y; = 6;2%~! com w > 0 e §; > 0 para todos j , encontramos
J
0~ wb—a)f;+ Y Qubr, 1<j<J.
k=1

Com as anotagdes da introdug@o, temos, portanto, o problema de autovalor generalizado Q0 = w(A — B)fcom 6 = (64, ...,60;).
Vamos mostrar
HNw>0, Q=w(A—-B)j, 0;>0V;.
D = A — B¢ uma matriz diagonal. Para qualquer niimero real s ,
p(s) = max{M(A); X € o(Q — sD)}.

Q@ — sD tem todos os seus coeficientes fora da diagonal positivos ou nulos. Além disso, essa matriz ¢ irredutivel. De acordo com um corolario do teorema de Perron
¢ Frobenius (Smith, 1995, corolario 3.2), p(s) ¢ um autovalor simples de @ — sD (chamado autovalor dominante) e existe um autovetor ¢(s) cujos componentes
sdo estritamente positivos, de modo que

(Q — sD)¢(s) = p(s)e(s)-
Esse vetor proprio € inico com a normalizagdo
J
D gi(s) =1.
j=1

De acordo com o mesmo corolario, a existéncia de um vetor 6 com 6; > 0Vj e (Q — wD)# = 0 na verdade equivale a p(w) = 0. Trata-se, portanto, de mostrar que
a equacdo s(w) = 0 com w > 0 tem uma solugdo unica.

Em relagdo & existéncia, notamos primeiro que o gerador infinitesimal @ Corresponde a s = 0 : temos x(0) = 0 e notamos u = ¢(0) o vetor proprio a direita.

Vetor de linhal = [1,...,1] é um vetor proprio a esquerda de @Q associado ao valor proprio 0. Portanto, temos
J
1lu = Z u; =1
j=1

De acordo com o teorema da perturbagdo de autovalor simples, a fungdo pu(s) ¢ diferencidvel em s =0 ¢
u'(0) = —1Du.
Mas Ry > 1< 1Du = ijl(aj — b)u; > 0. Entdo nos temos p/(0) < 0. Além disso, temos
(Q/s = D)¢(s) = (u(s)/s)¢(s), Vs >0.
Nos temos Q/s — D — —D E se s — +oo0. Pela continuidade do espectro,

u(s)/s = max(—D;;) = max(b—a;) =b—ay > 0.
j J

Entdo nos temos (s) — +o00 E se s — +o0. Porque 4(0) = 0 e 1/(0) < 0, deduzimos que existe w > 0 com p(w) = 0.

Quanto a singularidade, notemos primeiro que a fungéo u(s) é convexo. De fato, para todos os niimeros reais wy, wse 0 < £ < 1, nés vemos que
p(ew; + (1 — €)wy) é o autovalor dominante da matriz @ — ew; D — (1 — €)wyD. De acordo com um teorema de (Cohen, 1981), esse valor proprio € menor ou
igual aep(w;) + (1 — €)p(ws). Isso prova a convexidade. Suponha agora que exista w; > wy > 0 com p(w;) = p(wy) = 0. Porque p(0) = 0 e porque pu(s) é
convexo, deduzimos p(s) = 0 para 0 < s < w;. Isso contradiz p/(0) < 0.

A — B é uma matriz invertivel se a; # b Vj. Q8 = w(A — B) assim é igual (A — B)"1Q0 = w¥. Entdo o ¢ o autovalor de(4A — B)~1Q cuja parte real ¢ a
maior.

Finalmente, a equagéo (36) torna-se
Yy
A=b e
Ej:l D on—1 Tnsj

No numerador, temos 7 ; ~ 6;(1/N)“~!. No denominador, temos

N 1
E T ™ Nej/ z“ 1 dz.
n=1 0

assim — 1/\aumenta com N como N“.
E sem duavida possivel generalizar esse resultado se o ambiente for governado, por exemplo, por uma equagio diferencial estocastica
d€ = f(£(t)) + odB(t).
Vamos definir L* o operador diferencial

(Tu)(E) = 5 T — e F(©u(e)

Supomos que u(€) é uma probabilidade invariavel:



L*u=0, u>0, /+Oou(§)d§:1.

00

Entdo, no caso da equacdo de Langevin, temos

f&) =-k& k>0, u(§)= LI

Assumimos que a taxa de contato a(-) ¢ uma fungdo R com mina(-) < be

Ry — <1im %/OTa(g(t))dt>/b: <[+ma(§) u(g) dg)/b S 1

T—o00 00

O tempo médio de extingdo aumenta com N como N“, e ® ¢ o unico nimero positivo para o qual o operador diferencial L* — w(a(-) — b] tem um autovalor principal
igual a 0. Para a convexidade desse autovalor em funcdo de w, ver (Kato, 1982). Observe que o operador linear assistente ¢

2 2
L= %j—gz +f(£)di5

e L1 = 0 E se 1 denota a fungdo constante igual a 1.

10 Um ambiente periodico e aleatorio

Voltemos ao caso de um conjunto finito de ambientes. Agora assumimos que o gerador infinitesimal Q ()

¢ ¢ uma fungdo periddica do periodo T
¢ ¢ uma fungdo continua ou continua por partes,
e ¢ irredutivel pelo menos durante um intervalo de ¢ .

O sistema (4) - (5) assume a forma % = M(t)P. Seguindo (Bacaér, 2015), existe um casal (inico (A, 7) com
e A0
o 7(t) = (mn,j(t))o<n<n,<j<s ¢ uma fungdo periodica do periodo 7
d

. Am(t) + = = M()(t)

1 I
. ~ Tnj(t) = 1

)3

e mi(t) >0,1<n<N,1<j<J.

Além disso,

H4 também uma fungéo tinica 7 -periddico u(t) com

du

— =QMu(t), u(t)>0, > wui(t)=1.
Como (Bacaér e Ed-Darraz, 2014), definimos

T J
Ro = (% A ;ajuj(t) dt) /b.

Conjecturamos que se a1 > ... > ay > b, o tempo médio para extingdo aumenta novamente exponencialmente com N, com uma taxa
cy=bjaj—1—log(b/ay).
Se, por outro lado, a; < bMas Ry > 1, a aproximagio 7, ;(t) ~ y;(t, ) leva a generalizar (38) nas proximidades de z = 0

Oy;

b J
B ~ (- ‘lj)a—m(myj) + ; Qj k(). -

Uma solugdo do formulario y;(t, z) = 0;(t)z“ !, com uma fungdo 6(t) = (6;(t)) T periddico, deve verificar
dé
& = (QU) ~ D)),

Existe um Ginico nimero real p(w) para qual €T ¢ o multiplicador Floquet dominante do sistema

ax
= Q@) - wD)X.

Essa matriz ¢ uma fungéo periodica do periodo 7. Os coeficientes fora da diagonal sdo positivos ou zero. A matriz ¢ irredutivel ao longo de um intervalo de 7.
Podemos mostrar que existe uma unicaw > 0 com p(w) = 0. Usamos como na se¢do 9

« aconvexidade de p(w)

* p#(0)=0

« W(0)=—2 [T 1Du(t)dt <OEse Ry <1
o pu(w) = 400 Ese ajy <b.



Observe que a convexidade de p(w) é demonstrado simplesmente generalizando o argumento de (Cohen, 1981). N6s usamos

 alog-convexidade do raio espectral de matrizes com coeficientes no conjunto de fung¢des zero ou log-convexas em ®, observada &
e & ¢ estavel por adi¢do, multiplicago e transi¢do para o limite

(Kingman, 1961). De fato, Q(t) ¢ uma fungdo periodica continua por partes, que pode ser abordada por uma fungéo de escada. Q. é a matriz aproximada ao longo
do intervalo (7g, Tht1) parak = 0,..., K — lcom 79 = 0 e 7x = T . Se a matriz Q(¢) foi essa fungdo de escada, eM@)T seria igual ao raio espectral do produto das
matrizes

e(QI«q*wD)(TK*TKq) X oo X e(QO*WD)(TI*TO)'

Segundo (Cohen, 1981), cada uma dessas matrizes tem seus coeficientes em S. Portanto, o produto das matrizes também possui coeficientes em &. Seu raio
espectral ¢ log-convexo em ®.

Porque
T
Iy Z}'le my4(t) dt
—b— ,
fo ].']:1 271:,:1 T () dt

concluimos como antes —1/A provavelmente aumenta com N comoN.

obrigado

Este artigo foi estimulado por uma reunido no Instituto de Ciéncias Matematicas de Madri em outubro de 2014, por palestras na Universidade de Tlemcen em
maio de 2015 e por um semindrio na Universidade Nova de Lisboa em junho de 2015.
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