El modelo estocastico del SIS para una epidemia en un entorno aleatorio.
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resumen

En un entorno aleatorio que es una cadena de Markov de tiempo continuo de dos estados, el tiempo promedio de extincion del modelo estocastico SIS para una
epidemia aumenta, en el caso supercritico, exponencialmente con respecto al tamafio de la poblacion si ambos los estados son favorables, y de acuerdo con una ley
de poder, si uno de los estados es favorable mientras que el otro es desfavorable para la propagacion.

1. Introduccion

Sea N el tamafio de la poblacidn, se supone que es constante. En el modelo estocastico del SIS para una epidemia, cada individuo esta sano (S) o infectado (I)
(Nésell, 2011). Imagine que el entorno sigue una cadena de Markov en tiempo continuo con dos estados. gj, conj =1 0 2, es la tasa de salida del estado j . En el
entorno j , la velocidad de contacto de cada individuo esa; > 0. Si en un instante ¢ el nimero de personas infectadas es 7 y el entorno es j , la probabilidad de tener
una nueva infeccion entre ¢ y ¢ + dt , con dt infinitamente pequefia, es a; n(1 — n/N) dt. Suponga que la tasa de curaciéon b > 0 de un individuo es la misma en
ambos entornos. La probabilidad de una nueva cura en la poblacion es entonces bn dt entre ¢y ¢ + dt . Este modelo ha sido estudiado por (Artalejo et al., 2013) pero
no en la medida en que el tamafio N de la poblacion aumenta. Es, ademas, un caso especial del proceso de nacimiento y muerte en un entorno markoviano (Cogburn
y Torrez, 1981).

Definamos

- Q@ Q@ q ai1ul + axu2
Q = ) u1 = — y u2 = 5 = .
a —Q a+q a+ @ b

Q@ es el generador infinitesimal, mientras que u; (resp. us) es la proporcion de tiempo que pasa en el entorno 1 (resp. 2). Para el modelo linealizado, es decir, el
proceso lineal de nacimiento y muerte en un entorno aleatorio de pardmetros a; y b, (Bacaér y Ed-Darraz, 2014) sefiala que casi con certeza hay extincion si y solo si
Ry < 1. Por otro lado, para el modelo SIS no lineal, hay extincion cualquiera que sea el valor del parametro R. Sin embargo, cuando la poblacion N es grande, el
tiempo promedio de extincion es grande si By > 1y pequefio si Ry < 1. Definimos T}, ; el tiempo promedio con inicialmente 7 personas infectadas en el medio
ambiente j . Entonces tenemos, con1 < n < N,

T, = 1+an(l —n/N)T, 111 +bnT, 11+ ¢ T 1)
' ain(l —n/N)+bn+q '

T, = 1+an(l —n/N)Tpi1o + 0T, 15+ @Ths . @)
’ amn(l —n/N) +bn+ g

De mas Ty ; = Ty, = 0. El objetivo de este articulo es estudiar en el caso supercritico, es decir si Ry > 1, el comportamiento del tiempo medio hasta la extincion
cuando el tamailo de la poblacion N se hace grande.

En un entorno constante con una velocidad de contacto a con Ry = ¢ > 1, (Doering et al., 2005, Tabla 1) muestra que el tiempo promedio de extincién de una

fraccion infectada de la poblacién x = n /N aumenta cuando N — oo, independientemente de x , como (a+‘b)z 1/ %” €N, con
c=b/a—1—1log(b/a).

En otras palabras, el tiempo medio esta creciendo casi exponencialmente con N . (Bacaér, 2015) sugiere un resultado similar cuando el entorno es periddico, incluso
si no hay una formula explicita para el parametro de crecimiento c .

En un entorno aleatorio supercritico, es decir, con Ry > 1, el siguiente articulo sugiere que deben distinguirse dos casos: un caso altamente supercritico donde
a; > ay > by un caso débilmente supercritico donde a; > b > ay. En el caso altamente supercritico donde a; > as > b, conjeturamos que el tiempo promedio
hasta la extincién aumenta aproximadamente exponencialmente con N con un parametro ¢, = b/as — 1 — log(b/ay). Mas precisamente, el logaritmo de este tiempo
medio, dividido por N, converge a c. El comportamiento asintdtico es, por lo tanto, el mismo que si el ambiente permaneciera bloqueado en el estado 2, es decir, lo
que es menos favorable para la propagacion de la epidemia y en el que la extincion tiene lugar preferentemente.

Sin embargo, sia; > b > a2 y Ry > 1, entonces conjeturamos que el tiempo promedio hasta la extincion aumenta a medida que N“ con

q2 q
— . 3
b—a2 al—b ( )

En este caso, Ry > 1 < w > 0. Intuitivamente, sucede de vez en cuando que uno permanece en el estado 2 durante mucho tiempo. La probabilidad de que esta
duracion sea mayor que t es e ©7. En el estado 2, el tiempo de extincién promedio para N grande es del orden de 7 ~ 1;35: (Doering et al., 2005). Esto también se
(b-a2)7 — 1/N. Finalmente, la probabilidad de extincion durante un periodo en el estado 2 es del orden de

puede adivinar con la ecuacion de cuasi-extincion e

e 2T ~ N T Esto sugiere que el tiempo promedio de extincion es del orden de magnitud de la inversa, es decir NV 7=2". Segun nuestro analisis, el orden de
magnitud es en realidad N con o dado por (3).

Tenga en cuenta también que si q; ¥ go se multiplican por 1 4+ € con e > 0, R permanece sin cambios pero w se multiplica por 1 + ¢ : en este modelo, una mayor
variabilidad ambiental tiende a aumentar el tiempo promedio de extincion.

Esta ley en N“ parece ser capaz de generalizar en el caso de un entorno con estados J si
ar>a2 > ...>aj, b>aJ, Ry > 1.

Se tiene
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J
Ry = (Z aju;) /b

si Q es el generador infinitesimal y si u es el Unico vector

J

Qu=0, Y u;=1, u;>0 Vj
=1

(Bacaér y Ed-Darraz, 2014). Deje A y B denotar las matrices diagonales diag(a, .. .,as) y diag(b, .. .,b). Considere el limite espectral
u1(s) = max{R(A\); A € o(Q — s(A — B))}.
o(+) denota el espectro de una matriz y R(-) La parte real de un nimero complejo. Mostramos
Nw>0, pw)=0.

Luego conjeturamos que el tiempo promedio de extincion aumenta a medida que N“. En el caso particular donde a; # b V3, el niimero ® es simplemente el valor
propio de la parte real mas grande de la matriz (A — B)~1Q. Esta matriz y la expresion de su valor propio o dado por (3) para / = 2 ya se encuentran en (Sawyer y
Slatkin, 1981, ecuaciones (14) y (20)) para un modelo de poblacion sin estocasticidad demografica en el caso subcriticoRy < 1) En este caso, el tiempo medio para
la extincion, sin embargo, aumenta a medida que el logaritmo de N .

Varios autores han encontrado una ley de poder para el tiempo medio de extincién en modelos de poblacién en un entorno aleatorio browniano (Ludwig, 1976;
Leigh, 1981; Lande, 1993). Usan una ecuacion de difusion como punto de partida. Sin embargo (Gaveau et al., 1996) y (Doering et al., 2005) han demostrado que
esta ecuacion conduce a una formula inexacta para el parametro ¢ . De hecho, esta ecuacion no siempre representa bien la cola de la distribucion cuasiestacionaria,
que es precisamente la parte mas importante para estudiar el proceso de extincion. Sin embargo, tenga en cuenta que (Kamenev et al., 2008) abordo6 el problema de
la extincion para las poblaciones en un entorno aleatorio con ruido coloreado utilizando integrales de ruta.

La seccion 2 presenta la distribucion cuasi estacionaria del modelo. La Seccion 3 utiliza el método de Brillouin, Kramers y Wentzel (BKW) para obtener
aproximaciones validas en las zonas del pardmetro x = n /N donde la distribucion varia rapidamente. La Seccion 4 usa otra aproximacion en el area donde la
distribucion varia lentamente. La Seccion 5 utiliza una ecuacion de difusion para conectar las dos aproximaciones anteriores: las funciones hipergeométricas
confluentes de Kummer y Tricomi reemplazan aqui la funcion de error de Gauss utilizada en particular por (Meerson y Sasorov, 2008). La seccion 6 estima el valor
propio asociado con la distribucion cuasi estacionaria.

Sin embargo, ninguna de estas aproximaciones se ha obtenido rigurosamente, la seccién 7 presenta simulaciones numéricas que parecen confirmar el valor
numérico de los exponentes para la ley exponencial en el caso fuertemente supercritico y para la ley de potencia en el caso débilmente supercritico. La Seccion 8
agrega algunos comentarios. En particular, comparamos en el régimen débilmente supercritico el caso de un entorno markoviano y el de un entorno periédico con la
misma proporcion de tiempo en un estado favorable o desfavorable: el primero conduce a una ley de poder por el momento hasta la extincion, la segunda a una ley
exponencial. La Seccion 9 considera el caso de una cadena de Markov con un niimero finito de estados y analiza otras generalizaciones.

2 Distribucion cuasi estacionaria

Considere la probabilidad de que haya n personas infectadas, en el entorno j , en el momento ¢ : p, ;(t). Tenemos entonces

dpn,l n
dt = [aln(l - W) +bn+ Q1}Pn,1 + b(n + 1)pn+111
+ ! (n - 1)(1 - nTil)pnfl,l + q2 pn,2 (4)
dpn,2 n
a [aan(1 = ) +bn+ g2]pn2 + b(n + 1)pnir2
+ay(n— 1)1~ 2 )pa12 + @1 P (5)
Definamos
e P=(po1,P02,P11,P12;---,PN,1,PN,2) : un vector de columna

o A, = diaglain(l — §), aan(1 — §)] : una matriz diagonal de orden dos
e B, = diag[bn, bn]

Q B, 0 0
0 Q-A, -B B, :
Q| *
. M=o A Q-A4A,- B, 0 =\oT=
: . . .. By
0 -e 0 Ayv1 Q- By
El sistema (4) - (5) tiene la forma
P yp.
dt

Los valores propios de M son los de Q y los de R . Los valores propios de Q son 0 y—(g1 + ¢2). Los coeficientes de la matriz R fuera de la diagonal son positivos o
cero. Ademas, la matriz R es irreducible, como podemos ver con el grafico asociado. Un corolario del teorema de Perron y Frobenius (Smith, 1995, corolario 3.2)
muestra que la matriz R tiene un valor propio real A que es simple, estrictamente mayor que la parte real de todos los demas valores propios, y con un vector propio
asociado Con componentes estrictamente positivos. Si 1 es el vector lineal [1,1,..., 1] de tamafio 2N , entonces

1R = [-b,-b,0,0,...,0,0].

De acuerdo con (Berman y Plemmons, 1994, Teorema 6.2.3, L33), tenemos A < 0. Nosotros elegimos 7w = (0,1, 70,2, 71,1, 71,2, - - - , TN,1, TN,2) Un vector propio de
M asociado con el valor propio A: Mm = Ar. Dicho de otro modo,

ATl = — [(lln(l — %) +on+ 111}777;,1 +b(n+ D)mnp1

+ai(n—1)(1- "Tfl)ﬂ'nfm + g2 T2 (6)
ATpo = — [(1271(1 — %) +on+ 112} T2 + (1 + D)7ni12

+as(n —1)(1 — 22 )12 + q1 o1 (7



Normalicemos el vector propio imponiendo, por ejemplo,

1 N
~ Z(ﬁ"’l +my0) = 1.
n=1

La figura 1 muestra 7,1 y 7,2 en funcion de n /N conn > 1 en dos casos: un caso donde Ry > 1y a1 > az > b, un caso donde Ry > 1y a; > b > as. El vector
propio © se calcula con el software Scilab. El pico de 7,1 esta cerca de £1 = 1 — b/a1, como cabria esperar al pensar en la ecuacion de campo media para la
proporcion i de personas infectadas

di

2 (1 — ) — bi.
7 a1i(l — i) — bi

En efecto z; es el Ginico estado de equilibrio estable de esta ecuacion. El pico de 7y, 2 esta cercade o = 1 — b/as Sias > by cercadexz =0Siaz < b.
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Figura 1. Los componentes 7,1 y 7p,2 con n > 1 del vector propio m en funcion de n /N cuando N =100, ¢ = 1y g2 = 1. Otros valores de parametros:
a)a; =10>a;=5>b=2b)a; =5>b=2>ay =1

Definamos

s = (7f1,1>7f1,2,4~-,7TN,177FN,2)
o T = (Tl,l, lez, N 7TN,1>TN,2)~

El sistema lineal (1) - (2) se puede escribir en la forma

=

—1=q(The — Thy) + a1n(l — ) (Tns1,1 — Tnpp) + n(Tno10 — Th) (8
—1=q(Tng — Tn2) + a2n(l — ) (Tnr12 — Tn2) + on(Tn-12 — Tn2) - (9

N

Los sistemas (8) - (9) y (6) - (7) muestran que

Il
i
=T
3
Il
2
=
=Y

donde la estrella * indica la transposicion de vectores o matrices. Al tomar el producto dot habitual, obtenemos (—1*, %) = (R*T, 7
Entonces tenemos

3

1 (T,%)
A (1%,R)

Dicho de otro modo, —1/) es una combinacion lineal de (T, ;) conn > 1y j = 1, 2. A continuacion, estamos interesados principalmente en L. Estudiamos (T, ;)
en la seccion 7 a través de simulaciones numéricas.

3. Aproximacion BKW

Elcasoxz > z; =1 —b/a;. Con Ry > 1, conjeturamos que A — 0 Si N — +oo. Verificaremos a posteriori, como lo hizo por ejemplo (Meerson y Sasorov,
2008) para un modelo diferente, que este es el caso. Por lo tanto, el lado izquierdo de (6) - (7) puede descuidarse. Conz > x; , busquemos una aproximacion BKW
(Bender y Orszag, 1978) del formulario

_ e—NS(;c)—E(:c)’ CE\?) & N5(2)-2(z)

Tn,1

con ¢ = n/N. Un desarrollo de Taylor de orden 2 para S(z) y de orden 1 para X(z) sugiere que

i1y & e NS@FS (@) G -Z@F I

Obtenemos reemplazando en (6) y simplificando por e~V (@)-%()

0~aN(z—+)1—-z+ %)esr(z),%ghr%ﬂ —a1Nz(1 —x)

TN TN *bN‘T*QI‘f’qu-

+bN(z + % )e 5@ ~

Las expresiones en O (N) dan
0~ Nz [esr(”) - 1] [al(l —z)— be’sl(z)].
El primer término entre corchetes es nulo solo para funciones constantes S(z). Elija la solucion que cancela el segundo término entre corchetes

s@ b
ai(l—z)



es decir
S(z) = sy(z) = zlog(b/a;) + = + (1 — z)log(1 — z)
excepto por una constante aditiva. esto implica S”(z) = ﬁ La funcion ¥(z) se obtiene con las expresiones en O (1) :

N 2z =11 o) S"(z) ()

CS'@)  T()

2N N

} —a;Nz(1 - z)

+bN(z + ﬁ)efs,(z) {1 :| —bNz —¢q;.

Reemplazando S(z) por su expresion, obtenemos

1 1/2 @ ( 1 1)
Y(z)= — — + - =
(@) T 11—z ar—b\z—x z)’

il
=

S(2) = oy (z) = 1og<zm{%} ﬂ) .

La funcion ¢(z) dentro 7, 2 se obtiene de (7). La forma de 7y, 2 fue elegido para garantizar el equilibrio entre las diferentes expresiones. De hecho, el orden mas alto
da

0~ %{Nazm(l —x) [esl(””) — 1] +bNz (e’sr(z) - 1)} +4q.
Reemplazando S(z) por su expresion, obtenemos
q1
clg)  —m8M ——.
@) (a1 — ax)z(z — 71)
En resumen, conjeturamos para > x,
by
Tn1 ™ k1 e*N81(Z)*U1(Z)7 Tna ~ q1 Tn,1 7 (10)

N(a; — ap)z(z — 1)

por una cierta constante k;. Considere en particular el comportamiento de 7y, 1 y 7,2 para ¢ > x1 y @ cerca de z1. Definamos ¢; = b/a; — 1 — log(b/a1). Se tiene
/

si(x1) = 0. Un desarrollo de Taylor da

s1(z) ~ s1(z1) + 8} (x1)(x — 21)%/2 ~ —c1 + ;—ll)(z —z)

Asi tenemos

eNcrN%},—(z—m)z zlﬂf_lfb71 q1 T
T =~ k1 . Th2 ™ . . (11)
VI (z—2)77 N(a1 — a2)z1(z — z1)
Elcasox < z2 =1—b/as Si a1 > az > b. Simétricamente, busquemos una solucion sias > b
c(x
Tng = e V@@ o= EV) e NS@-3E) g < gy =1—b/as.
El sistema (6) - (7) conduce, como arriba, a
S(z) = sa(z) = zlog(b/az) + = + (1 — z)log(1l — z)
excepto por una constante aditiva, mientras
X(z) = o2(z) = log atx/l—z{z—} , c(m)f:$.
z (a1 — a2)z(z2 — )
En resumen, conjeturamos para < s,
—Nsy(z)—0s(z) 42 Tn,2
T2 ™~ koe % y Tl ) (12)
N(a; — ag)z(zy — z)
por una cierta constante k. Conz < x2 y x cerca de 2,
Ney- N (zy-a)? 77 "
e Nm el g 2 @202
T2 = ko 2 , Tl - . (13)

VI—1z5 (2o 7m)“_;12*T N(a1 — az)z2(22 — x)

Las figuras 2 y 3 muestran —(logm, ;)/N y —(log 7, 2)/N en funcién de n/N con 1 < n < N,. m,; se calcula utilizando el sistema (6) - (7). Las figuras
también muestran aproximaciones (10) y (12) en azul oscuro y rojo. El constante k1 en (10) se elige de modo que 7y, 1 coincide con su aproximacion para n = N-1 .
El constante k5, en (12) esta determinado por k; como se explica en la seccioén 5 a continuacion.
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Figura 2. El ejemplo con a1 > a3 > b. En negro, debajo de las otras curvas:—(log 7n,1) /N y —(log mn,2) /N en funcion de z = n/N.
Tp,1 - €n azul oscuro, aproximaciones (10) siz > x; y (12) siz < z,; en azul claro, aproximacion difusa (25) si z ~ ;.
T2 © €N 10jo, aproximaciones (10) siz > z; y (12) siz < x5; enrosa, la aproximacion difusiva (31) si x ~ z,.
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Figura 3. El ejemplo con a1 > b > as. En negro, debajo de las otras curvas:—(log 7,,1) /N y —(log 7p,2) /N en funcion de z = n/N.
1 : €n azul oscuro, la aproximacion (10) si x > z;; en verde, aproximacion (20) si ¢ < xy; en azul claro, aproximacion difusa (25) si z ~ z;.
Tp,2 : €N 10jo, la aproximacion (10) siz > x1; en morado, aproximacion (19) si ¢ < x1; en rosa, aproximacion difusa (31) si z ~ x;.

4 Aproximacion en el area de variacion lenta

Estamos buscando una aproximacion de 7,1 y m, » dentro 2o < & < 1 Sia; > ay > b yen0 < z < 2; Sia; > b > ay. En estos intervalos, S(z) = 0.

Consideremos el sistema (6) - (7) e intentemos directamente la aproximacion continua 7,1 ~ y(z), T2 ~ 2(z), con z = n/N. Un desarrollo de Taylor da

y(z)  y'(=)
nt11 = Y(z £ 1/N) ~ y(z) £ N aN?
Con A = 0, esto conduce a la aproximacion difusiva
0 :i [(bz —az(l — :c))y} —qy+qz+ —d—z [(alx(l —z)+ bz)y}
dz 2N dzx?
d d?
0 = [(bz — azz(1 — 2))2] — ez + quy + IN da? [(a22(1 — ) + bz)z].

Al descuidar / / N, obtenemos las ecuaciones

0= (b2~ a1 - 2)a(@)] ~ a3(a) + a22(z)
0= (b2 — a2l — 2)=(2)] ~ 23(a) + (o),

que tienen la misma forma que las ecuaciones (29) - (30) de (Slatkin, 1978). Al sumar las ecuaciones (16) y (17), encontramos

d

T [(bx — a1z(1 — 2))y(z) + (bx — asz(1 — z))z(x)] = 0.

La funcion entre corchetes es, por lo tanto, constante. Como x es un factor, esto sugiere al hacer z — 0 que esta constante es cero:
(bz — a12(1 — z))y(z) + (bx — agz(1 — x))z(z) ~ 0.

Esto permite expresar y(z) en funcion de z(z). Al reemplazar en (17), obtenemos después de algunas manipulaciones

(18)



U
)

1 az q i q2 _ b7a2(172l‘)
2(z) dz ~ bxr—az(l—2z) bz —ayx(l—z) br—ayz(l—=z)’

) o c <a1(17m)7b)%(b7a2(17m)>% 19)

T bz —az(l —x) z z

N
—
8

para alguna constante C . Esta aproximacion se muestra en purpura en la Figura 3. La constante C esta determinada por k; como se muestra en la seccion 5 a
continuacion. Entonces las ecuaciones (18) y (19) muestran que

q g
(o) = c a(l—2)—b\ 77 (b—as(1—z)\ =" (20)
viw = a1z(l —z) — bz z T '
Esta aproximacion se muestra en verde en la Figura 3. Si  ~ x; con < x; , obtenemos
C a; s b—as(l—z1) =T a4
y(z) ~ popl o e (zy —z)™7 . (21)
En caso a; > b > ag, encontramos para x = 0
a g o g m a

y@)~Cla—b)77? " (b—az)="z T a7 (22)
Az) ~ C (a1 —b)7T (b—ap)™T® ‘g TTm @ (23)

Recordamos Ry = 4&t%2% ~ 1 o 2 _9_ e egte caso. En particular, la integral de z(z) en el barrio de 0" es convergente En casoa; > ap > b, entonces
b(q1+42) b—a, a1—b

(19) muestra

q

sy~ C (al(lfzz)7b)“_f]_"(2)a_yf?(w_wz)%_l a1)

Qs T2 T T3

cerca de 2 con > To.

5 Aproximacion difusiva cerca z1 y z2

La situacion cerca x1. Cercadez = x1 y ¢ = x2, la difusion en (14) - (15) ya no se puede descuidar. Analisis de zonas de transicion en z1 y x2 debe permitir
conectar la constante C en (21) y (24) con las constantes k1 de (10) y ka de (12). Definamos z = z1 + & /v N. Entonces, el coeficiente de la derivada de orden 1 en
(14) puede aproximarse mediante una expansion de Taylor de orden 1

2

0~ (a - b)d%[ay} gt gz b b/al)‘;—g.

Descuidamos g2z delante 1y Si & ~ z7 :

b d d
0~ — y+§1—y+<17‘1—1>y.

ay d_ﬁf dé ar—b
Con
ai _
m=&gps um)=e Y (m) (25)
tenemos la ecuacion diferencial de Hermite
0~ 1 i _ Wlﬂ __&
2 dm? dm a1 —b
Estamos buscando una solucion en forma de serie completa
o0
Y(m) = wanf
n=0
Obtenemos la relacion de recurrencia
2(n + 20y)
Wn+2 =

(n+2)(n+1) ™

2 . . . .
con o) = ;h/ 5 - Por lo tanto, tenemos dos soluciones linealmente independientes

-

Y(m) =m ®(ar, 557) +v2m (e + 5, 35m3) -

Y1y 72 son constantes y

2, qm)n
®(a,B52) = ;W, =1, o™ =a(a+1)(a+2)---(a+n—1)
€S la Tuncion 1pergeometr1ca confluente de Kummer. De acuerdo con aroni, , ecuacion ,tenemos a,P2)~ 7y E€EZ - 12— +OO, onae es la
la funcion hi ¢tri fluente de K D do con (Maroni, 1997 ion (93)) 3(a, 8 ﬁgﬁ;zaﬂs donde es |

funcién Gamma de Euler. Asi tenemos

o1 [ MT(3) 7 T(3)
s~ (- 2,
3

y(m) = e’"fY(m) tiene el mismo comportamiento asintotico que (21) cuando 71 — —oo, siempre que



A -1 _a
[ [Na, ]_” <71F(%) ~ »rd) ) _ Cb-a(l—w)F o)
2b F(al) I‘(al + %) ai’ all,b 771+ all,zﬂra?z,b

Si por el contrario ; — +00, (11) sugiere que Y'(7;) debe comportarse como una cierta constante multiplicada por 7,1*2“1. La teoria de las funciones
hipergeométricas confluentes (Maroni, 1997) muestra que es necesario imponer

I($)
T+ 3)

I(-3)

K, =
Y2 P(al)

n= K (27)

para cierta K constante para obtener tal comportamiento asintotico. De hecho, entonces tenemos

r(-4)

(1)

I'(3)

T + %)

Y(m) = K( (o, 33m) + me(on + 5, %;nf)) , (28)

es decir Y () = K ¥(ay, %; n?) paran; > 0. ¥(a, B; 2) es la funcion hipergeométrica confluente de Tricomi definida por

W 2) = g

PAB)  sasas LD asgig s
o B fi) 4 S PR 1,2 51).

De acuerdo con (Maroni, 1997, ecuacion (90)), tenemos ¥ (e, B; 2) ~ 2~ Si z — +oo. Entonces tenemos Y (11) ~ K”lfhl Sim — +oo.

El equivalente de e”’fY(nl) luego coincide con (11) siempre que

[Nar ] " N mi
K|/ 22 =k ——— .z'l""b . (29)
2b vV1—z

En resumen, las relaciones (26), (27) y (29) determinan K, +, 2 y C en funcién de k;. En particular, porque I'(— %) = —2/x, F(%) =47y F(%) = 4, la
ecuacion (26) da
"_1’)71 )
[Nay | 2n K _ C(b—ax(1—m))™7 (30)
2b F(a1)r(a1 + %) ai’a_f{_b mi*%*a_;zi
Se puede obtener una forma alternativa usando la formula de Legendre-Gauss I'(a; )T'(oy + ) = ?n—‘/l’_',lf@al).
La situacion cerca 2. En caso az > b, hacemos un analisis similar con (15) cerca de = z2 = 1 — b/as. Descuidamos g1y delante g2z. Con
=z, 4+ =gy /2 (1) = fnéz() _ @/
— &2 VN’ M2 = &2 2% 7 z\n2) =€ 2)s a2iaz—b7
se tiene
Z(112) = 61 ®(az, 357) + a1 Bl + 3, 35m3). (31)
81 y &5 son constantes El comportamiento paran, — +oo coincide con (24) siempre que
aq—fb—l 1 3 a
Nay | © aT(3) n 5 T(3) _ Cla(l —z2) — b7 7 (32)
2b T(az)  T(az+ 1) a;—a—;’% A
Definamos
I+ R r-%)
JI:L)IK, 8y = — (3) ¢ (33)
INGPRS 7) I'(a2)
por una cierta constante K (tenga en cuenta el signo menos para d2) Tenemos entonces Z(1n2) = K U (o, %; 73) Sine < 0. Entonces tenemos
e Z(ny) ~ K e |ny| 722 Si 5, — —oo. Esto coincide con (13) siempre que
.
N N, 2 Ncy @
K|y == —hy———a2’ . (34)
2b V1—axs
Como arriba, (32) y (33) dan
a1 . _a
[ Nay 2n K _ Clai(1 — z2) — b]=7 (35)
2b F(az)r(az + %) a;’ u;lsz w;*%* a?b ’

Entonces las constantes ks, K, 8, y 0, estan determinados por la constante C .
6 El valor propio del sistema

Se tiene M7 = Am. Al sumar todas las lineas de este sistema de ecuaciones, obtenemos A Zivzo(m,,l + mn2) = 0. Pero A < 0. Entonces tenemos

N
Z(ﬂ'n,l +m,2) = 0.
n=0

Las dos primeras lineas del sistema son



ATy = —q1To1 + @M +bmy,

ATy = —qaMoa +q1 o1 +bmio.
Al agregarlos, encontramos
1,1+ T2 1,1+ 712
A=b— —=-b—— . . (36)
o1 o2 > n=1 (M1 + 7 2)

Consideremos primero el caso donde a; > b > az con Ry > 1. Entonces (19) muestra
1

1 N T
— T, z(z)dx ~ k1 C.
N’g; 2 (A (z) 1

K1es una constante independiente positiva de N . Usando el hecho de que el pico de 7,1 esta cerca de = n/N = z; y las relaciones (25), (28) y (30), encontramos

1 N +00 d. K a2
WZT{'TLJZ/ y(nl)dnld—;:@m:rs30N fij, (37)
n=1 -

oo

donde los «; (arriba y abajo) son aun constantes positivas, que son independientes de N . Entonces, €l término dominante para N grande en el denominador de (36) es

el que tiene 7, 5. En el numerador 7y ; ~ y(%) y o z(%) y(z) y z(z) estan dados por (22) - (23). Obtenemos
1 hqiz - a]qlh_l
A —ky (N)T ~ gy N Tt

Dicho de otro modo, —1/A aumenta con N como ley de potencia, cuyo exponente es

92 q1
w=————-——2>0
b—as ar—b ’

como se anunci6 en la introduccion. Notamos ademas que @ converge hacia + oo Si ap converge a b por valores mas bajos.

Ahora considere el caso donde a1 > az > b. Para simplificar, introduzcamos la notacion f ~ g (no debe confundirse con el simbolo informal ~ usado arriba) si
(log f)/N — (log g)/N — 0 Si N — +o0. En particular N¥ ~ 1 para todos los B. Entonces (12) conx = / /N muestra que 7y ; &~ 7y 5. De ms,

s~ ky e NN &k o 90) gy,

Ademas, el pico de 7,1 esta cerca de ¢ = n/N = z; mientras que el de 7,2 esta cerca de z2. Por lo tanto (37) sigue siendo valido y muestra

mientras que (31), (33) y (35) dan

Pero (34) y (35) muestran
C~K ~kyele,

Asi(36)da —A ~ e N2y —1/X ~ e/, Finalmente, — 1/ crece aproximadamente exponencialmente con un parimetro cs.

7 El tiempo promedio de extincion

El sistema lineal (8) - (9) se puede resolver con el método numérico presentado por (Artalejo et al., 2013). El método usa solo matrices cuadradas de orden 2 y
reduce la inestabilidad numérica. Recordemos queq; = g2 =1y b= 2.

Primer ejemplo: a1 > as > b. Echemos a1 = 10y a2 = 5. La figura 4a muestra T, 1 y Tr2 en funcion de = n/N. La Figura 4b sugiere que el tiempo promedio
de extincion, comenzando, por ejemplo, de N personas infectadas en el ambiente 1, aumenta aproximadamente exponencialmente: Ty ; ~ eV, La regresion lineal da
¢ ~ 0.32. Tenga en cuenta que ¢; ~ 0.81 y ca ~ 0.32, lo que sugiere que ¢ = c».

25e14 35.1 T
0g 1IN
l.2e144 (1 Th1, Tnp2 301
15e14
|.1e14 251
05e14 201
1e14
).5e13 157
9e13 104
3.5e13 I
gel13q 5
n/N
7.5e13+ T T T T / v 0+ v v T y T v v v Nr
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 4. El caso a; > ay > b. a) T, [linea continua] y T;, , [linea de puntos] dependiendo de n/N Si N = 100. si) log Ty ; en funcién de N.

Segundo ejemplo : a1 > b > az y Ry > 1. Echemos a; = 5y a2 = 1. Entonces Ry = 1.5 > 1. La figura 5a muestra T}, ; y Ty 2 en funcién de z = n/N. La
figura 5b muestra log Ty ; en funcion de log V. Obtenemos una linea recta que sugiere una ley de poder 7" ~ x N“. La pendiente, obtenida por regresion lineal, es

w =~ 0.67. En este caso, tenemos bf; - alqlb =1- % = %, que corresponde bien a la pendiente medida.
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Figura 5. El caso a; > b > ay con Ry > 1.a) T,y T, en funcién de z = n/N Si N = 100. si) log Tyy; en funcién de log N.

8 notas

Comparacion con el caso periodico.

Para resaltar la diferencia entre un entorno aleatorio y un entorno peridédico, tomemos el caso donde a; = 5y az = 1, mientras que ¢; = g2 = 1 y b = 2. Tenemos
entonces u; = uz = 0.5 : el medio ambiente pasa en promedio la mitad del tiempo en el estado 1, la otra mitad en el estado 2. La Figura 6 muestra en un lado cémo

Ty 1aumenta en funcion de N como ley de potencia. Por otro lado, considere el mismo modelo SIS pero en un entorno periédico (Bacaér, 2015): elijaT = qll + q%,

a(t) = a1 para0 < t < wiTy a(t) = az paraw;T < t < T. Para este modelo, e*” es el multiplicador de Floquet asociado con el proceso de extincion. La Figura 6
muestra como — 1/A crece exponencialmente con V.

45
404
351
301
251
201
15
10

5.

N
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 6. Tiempo promedio de extincion 1 en un entorno aleatorio y —1/A en un entorno periddico parecido.

Las ecuaciones de campo medias. Puede ser 1til recordar siguiendo (Bacaér y Ed-Darraz, 2014) que las ecuaciones de campo medias

dI
d_tl =ali(1— §) — bl —quli + o1
dlr.
d_t2 = aslp(1 — ) — bl — g Io + qu ],

una vez linealizado cerca del estado de equilibrio (0,0), conduce a la matriz jacobiana
<a1 -b—q a2 )
a1 a—b—q

« un valor propio estrictamente positivo, de modo que el equilibrio trivial sea inestable,
e Ry<1.

Pero podemos tener al mismo tiempo

Otro limite. Los resultados obtenidos consideran que los pardmetros g;, a; y bse arreglan mientras N converge al infinito. Las cosas son obviamente diferentes si,
por ejemplo q; y g, convergen al infinito, con una relacion constante g; /gs. Luego, el modelo se acerca a un modelo homogeneizado en un entorno constante con un
parametro de contacto promedio @ = a,u; + asus.

El caso subcritico. No abordamos el caso subcritico Ry < 1 cona; > b > ay o bien b > a; > ay. El comportamiento del tiempo promedio de extincion es
aproximadamente el mismo que en un entorno constante: a partir de una fraccion fija de la poblacion infectada, el tiempo promedio es del orden de log N (Doering
et al., 2005). A partir de una fraccion infectada / /N, el tiempo promedio converge por el contrario hacia un limite. En el caso de un entorno aleatorio, esto también
es lo que sugieren las simulaciones digitales.

9 Cadena de Markov con numero finito de estados

Con J estados, recuerda que el generador infinitesimal @ es tal que Q; ; = — ZLI Q;,; V4. Supongamos que esta matriz( es irreducible y eso

a1 > az > --- > ay. Encasoay > b, entonces el tiempo promedio de extincion aumenta aproximadamente exponencialmente con el tamafio N de la poblacion, con
una tasacy = b/ay — 1 — log(b/ays). De hecho, es en el entorno J donde la extincion es mas probable.

Si, por otro lado b > aj y Ro > 1, Nota 7, j =~ y;(z) con z = n/N. En el barrio dez = 0, el sistema (16) - (17) se convierte en



d J
0 (b—aj)—(zy;) + > Qjruk- (38)
z k=1
Buscando una solucién y; = 6; 2“1 conw > 0y §; > 0 para todo j , encontramos
J
0~ wb—a)f;+ Y Qubr, 1<j<J.
k=1

Con las anotaciones de la introduccion, tenemos el problema del valor propio generalizado. Q8 = w(A — B)@, con 6 = (b4, ...,0;).
Nosotros mostraremos
HNw>0, Q=w(A—-B)j, 0;>0V;.
D = A — Bes una matriz diagonal Para cualquier nimero real s ,
p(s) = max{M(A); X € o(Q — sD)}.

Q — sD tiene todos sus coeficientes fuera de la diagonal que son positivos o cero. Ademas, esta matriz es irreducible. Segiin un corolario del teorema de Perron y
Frobenius (Smith, 1995, corolario 3.2), u(s) es un valor propio simple de @ — sD (llamado valor propio dominante) y hay un vector propio ¢(s) todos cuyos
componentes son estrictamente positivos de modo que

(Q — sD)¢(s) = p(s)e(s)-

Este vector propio es unico con normalizacion

J
Z¢j(s) =1.

Seglin el mismo corolario, la existencia de un vector 6 con 6; > 0Vj y (Q — wD)# = 0 en realidad equivale a 1(w) = 0. Por lo tanto, se trata de mostrar que la
ecuacion p(w) = 0 con w > 0 Tiene una solucion tnica.

Con respecto a la existencia, primero notamos que el generador infinitesimal @ corresponde a s = 0 : se tiene 1(0) = 0 y notamos u = ¢(0) el vector propio a la

derecha. Vector de lineal = [1,. .., 1] es un vector propio a la izquierda de @ asociado con el valor propio 0. Asi tenemos
J
lu = Z u; =1
j=1

De acuerdo con el teorema de perturbacion de valor propio simple, la funcién w(s) es diferenciable en s = 0y
u'(0) = —1Du.
Pero Ry > 1< 1Du = Z]J:](a]- — b)u; > 0. Entonces tenemos '(0) < 0. Ademés, tenemos
(Q/s = D)¢(s) = (u(s)/s)¢(s), Vs >0.
Se tiene Q/s — D — —D Si s — +o00. Por continuidad del espectro,

u(s)/s = max(—D;;) = max(b—a;) =b—ay > 0.
j J

Entonces tenemos f(s) — 400 Si s — +o0. Porque u(0) = 0y p/(0) < 0, deducimos que hay w > 0 con p(w) = 0.

En cuanto a la unicidad, notemos primero que la funcion p(s) es convexo De hecho, para todos los miimeros reales w, woy 0 < € < 1, se ve que
u(ew; + (1 — €)ws) es el valor propio dominante de la matriz @ — ewy D — (1 — €)wyD. Segln un teorema de (Cohen, 1981), este valor propio es menor o igual
queep(w;) + (1 — €)p(ws). Esto prueba la convexidad. Supongamos ahora que hay wy > wy > 0 con p(w;y) = p(wp) = 0. Porque p(0) = 0 y porqué u(s) es
convexo, deducimos p(s) = 0 para 0 < s < w;. Esto contradice p/(0) < 0.

A — B es una matriz invertible si a; # b V4. Q8 = w(A — B)@ por lo tanto es igual (A — B)"1Q6 = w 6. Entonces w es el valor propio de(4 — B)~'Q la parte
real de la cual es la mas grande.

Finalmente la ecuacion (36) se convierte en

J
Ny i

- J N :
Ej:l D on—1 Tnsj

En el numerador, tenemos 1 ; ~ 6;(1/N)“~!. En el denominador, tenemos

N 1
E T ™ Nej/ z“ 1 dz.
n=1 0

Entonces — 1/Aaumenta con N como N“.
Sin duda, es posible generalizar dicho resultado si el entorno se rige, por ejemplo, por una ecuacion diferencial estocéstica
d€ = f(£(t)) + odB(t).
Definamos L* el operador diferencial

(Tu)(E) = 5 T — e F(©u(e)

Suponemos que u(€) es una probabilidad invariante:



L*u=0, u>0, /+mu(§)d§:1.

00

Entonces, en el caso de la ecuacion de Langevin, tenemos

f&) =-k& k>0, u(§)= LI

Suponemos que la tasa de contacto a(-) es una funcion en R con mina(-) < by

Ry — <1im %/OTa(g(t))dt>/b: <[+m a() u(é) d§>/b S 1

T—o00 00

El tiempo promedio de extincién aumenta con N como N¥, y o es el inico nimero positivo para el que el operador diferencial L* — wla(-) — b] tiene un valor
propio principal igual a 0. Para la convexidad de este valor propio en funcioén de w, ver (Kato, 1982). Tenga en cuenta que el operador lineal asistente es

2 2
L= %j—gz +f(£)di5

y L1 = 0 Si 1 denota la funcion constante igual a 1.

10 Un entorno que es periodico y aleatorio

Volvamos al caso de un conjunto finito de entornos. Ahora suponemos que el generador infinitesimal Q ()

e es una funcion periddica de periodo T
¢ es una funcion continua o continua por partes,
e es irreducible al menos en un intervalo de 7.

El sistema (4) - (5) toma la forma % = M(t)P. Siguiendo (Bacaér, 2015), hay una pareja tnica (\, ) con
¢ A0
o 7(t) = (mn,;(t))o<n<n,<j<s es una funcion periddica de periodo 7°
d
. M(t) + = = M(t)n(t)

e mi(t) >0,1<n<N,1<j<J.

De mas,
También hay una funcion unica. 7 -periddico u(t) con

Como (Bacaér y Ed-Darraz, 2014), definimos

T J
Ro = (% A ;ajuj(t) dt) /b.

Conjeturamos que si a; > ... > aj > b, entonces el tiempo promedio de extinciéon aumenta nuevamente exponencialmente con N, con una tasa
cy=bjaj—1—log(b/ay).
Si, por otro lado a; < bPero Ry > 1, la aproximacion m, ;(t) ~ y;(t, z) conduce a generalizar (38) en las cercanias de z = 0

Oy;

b J
B ~ (- aj)a—m(myj) + ; Qj k(). -

Una solucién de la forma y;(t, z) = 6;(t)z* 1, con una funcién 6(¢) = (8;(t)) T-periédico, debe verificar

dé
& = (@)~ wD)p(t).

Hay un solo namero real pu(w) por el cual eM7T es el multiplicador de Floquet dominante del sistema

ax
= Q@) - wD)X.

Esta matriz es una funcion periddica del periodo. 7. Los coeficientes fuera de la diagonal son positivos o cero. La matriz es irreducible en un intervalo de ¢ .
Podemos demostrar que hay un tnicow > 0 con p(w) = 0. Usamos como en la seccion 9

* la convexidad de p(w)

* p#(0)=0

« 4(0)=—2 [T 1Du(t)dt <0SiRy <1
o p(w) = 400 Siay <b.



Tenga en cuenta que la convexidad de p(w) se demuestra simplemente generalizando el argumento de (Cohen, 1981). Utilizamos

¢ lalog-convexidad del radio espectral de las matrices con coeficientes en el conjunto de funciones cero o log-convexas en ®, anotado S
¢ & es estable por adicion, multiplicacion y transicion al limite

(Kingman, 1961). En efecto, Q(t) es una funcion perioédica continua por partes, que puede ser abordada por una funcion de escalera. Qy, es la matriz aproximada
sobre el intervalo (7j, 7h+1) parak = 0,..., K —1,conm = 0y 7x = T . Si la matriz Q(¢) fue esta funcion de escalera, eM@)T seria igual al radio espectral del
producto de matrices

e(QI«q*wD)(TK*TKq) X oo X e(QO*WD)(TI*TO)'

Segun (Cohen, 1981), cada una de estas matrices tiene sus coeficientes en S. Entonces el producto de matrices también tiene coeficientes en G. Su radio espectral es
log-convexo en o.

Porque
T
Iy Z}'le my4(t) dt
—b— ,
fo ].']:1 271:,:1 T () dt

concluimos como antes —1/A probablemente aumenta con N comoN¥.
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