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Zusammenfassung

In einer zufilligen Umgebung, die eine zeitkontinuierliche Markov-Kette mit zwei Zustdnden ist, steigt die durchschnittliche Zeit bis zum Aussterben des
stochastischen SIS-Modells fiir eine Epidemie im iiberkritischen Fall exponentiell in Bezug auf die Populationsgrofe, wenn beide Staaten sind giinstig und nach
einem Potenzgesetz, wenn einer der Staaten giinstig ist, wahrend der andere fiir die Ausbreitung ungiinstig ist.

1. Einleitung

Sei N die Populationsgrofe, die als konstant angenommen wird. Im stochastischen SIS-Modell fiir eine Epidemie ist jedes Individuum entweder gesund (S) oder
infiziert (I) (Nasell, 2011). Stellen Sie sich vor, die Umgebung folgt einer Markov-Kette in kontinuierlicher Zeit mit zwei Zustdnden. g; ist mitj = 1 oder 2 die
Austrittsrate aus dem Zustand j . In der Umgebung ; betriigt die Kontaktrate jedes Einzelnena; > 0. Wenn zu einem Zeitpunkt ¢ die Anzahl der infizierten Personen
nund die Umgebung j ist , ist die Wahrscheinlichkeit einer neuen Infektion zwischen # und # + df mit d unendlich gering a; n(1 — n/N) dt. Angenommen, die
Heilungsrate b > 0 eines Individuums ist in beiden Umgebungen gleich. Die Wahrscheinlichkeit einer neuen Heilung in der Bevolkerung ist dann bn dt zwischen ¢
und ¢ + dt . Dieses Modell wurde von (Artalejo et al., 2013) untersucht, jedoch nicht in dem Mafe, in dem die Grofe N der Bevolkerung groB wird. Es ist auSerdem
ein Sonderfall des Geburts- und Todesprozesses in einer markovianischen Umgebung (Cogburn und Torrez, 1981).

Lassen Sie uns definieren
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Q ist der infinitesimale Generator, wihrend u; (bzw. uy) ist der Anteil der Zeit, die in Umgebung 1 verbracht wird (bzw. 2). Fiir das linearisierte Modell ndmlich
den linearen Prozess von Geburt und Tod in einer zufilligen Umgebung von Parametern a; und b, (Bacaér und Ed-Darraz, 2014) stellt fest, dass es mit ziemlicher
Sicherheit genau dann zum Aussterben kommt, wenn R < 1. Fiir das nichtlineare SIS-Modell gibt es dagegen eine Ausloschung, unabhidngig vom Wert des
Parameters Ry. Wenn jedoch die Population N grof ist, ist die durchschnittliche Zeit bis zum Aussterben gro83, wenn Ry > 1 und klein wenn Ry < 1. Wir definieren
T, ; die durchschnittliche Zeit mit anfinglich  infizierten Personen in der Umgebung j . Wir haben dann mit 1 <n < N,
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AuBerdem Ty ; = T 5 = 0. Das Ziel dieses Artikels ist es, im {iberkritischen Fall zu studieren, das heifit wenn R, > 1das Verhalten der mittleren Zeit bis zum
Aussterben, wenn die Grof3e der Population N grof3 wird.

In einer konstanten Umgebung mit einer Kontaktrate a mit Ry = ¢ > 1, (Doering et al., 2005, Tabelle 1) zeigt, dass die durchschnittliche Zeit bis zum
2
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Aussterben aus einem infizierten Teil der Bevolkerung x = n /N zunimmt, wenn N — oo, unabhéngig von x , wie —(afb)z i

c=b/a—1—1log(b/a).

Mit anderen Worten, die durchschnittliche Zeit wéchst mit N fast exponentiell . (Bacaér, 2015) schlégt ein dhnliches Ergebnis vor, wenn die Umgebung periodisch
ist, auch wenn es keine explizite Formel fiir den Wachstumsparameter ¢ gibt .

In einer tiberkritischen zufalligen Umgebung, d. H. Mit Ry > 1 Der folgende Artikel schlégt vor, zwei Félle zu unterscheiden: einen sehr tiberkritischen Fall, in
dem a; > ay > b und ein schwach tiberkritischer Fall, in dem a; > b > a,. In dem hochst tiberkritischen Fall wo a; > as > b Wir vermuten, dass die
durchschnittliche Zeit bis zur Ausléschung mit N mit einem Parameter ungeféhr exponentiell zunimmt ¢y = b/as — 1 — log(b/ay). Genauer gesagt konvergiert der
Logarithmus dieser mittleren Zeit, geteilt durch N, gegen co. Das asymptotische Verhalten ist daher dasselbe, als ob die Umgebung in Zustand 2 blockiert geblieben
wire, dh das, was fiir die Ausbreitung der Epidemie am ungiinstigsten ist und in dem das Aussterben bevorzugt stattfindet.

jedoch, wenn a; > b > az und Ry > 1 dann nehmen wir an, dass die durchschnittliche Zeit bis zum Aussterben mit zunimmt N*“ mit
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In diesem Fall, Ry > 1 < w > 0. Intuitiv kommt es von Zeit zu Zeit vor, dass man sehr lange im Zustand 2 bleibt. Die Wahrscheinlichkeit, dass diese Dauer grofer
als 7 ist, iste 7. In Zustand 2 liegt die durchschnittliche Extinktionszeit fiir N grof3 in der Gréenordnung von 7 =~ ll)ofg (Doering et al., 2005). Dies kann auch mit
der Quasi-Extinktionsgleichung erraten werden e~ (*~%)7 = 1 /N. SchlieBlich liegt die Wahrscheinlichkeit des Aussterbens wahrend einer Periode in Zustand 2 in der

GroBenordnung vone™ %7 ~ N ”3_22. Dies legt nahe, dass die durchschnittliche Zeit bis zum Aussterben in der GroBenordnung der Umkehrung liegt, d.h. V bg_iz
Nach unserer Analyse ist die GroBenordnung tatsdchlich V¥ mit © gegeben durch (3).

Beachten Sie auch, dass wenn ¢; und g, werden mit multipliziert 1 + € mite > 0, R, bleibt aber unverdndert w wird multipliziert mit 1 + £ : In diesem Modell
erhdht eine erhohte Variabilitdt der Umgebung tendenziell die durchschnittliche Extinktionszeit.

Dieses Gesetz in N“ scheint in der Lage zu sein, im Fall einer Umgebung mit J- Zustdnden zu verallgemeinern , wenn
ar>ax>...>ayj, b>a], R()>1.

Wir haben
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wenn Q der infinitesimale Generator ist und wenn u der einzige Vektor ist

J

Qu=0, Y u;=1, u;>0 Vj
=1

(Bacaér und Ed-Darraz, 2014). 4 und B bezeichnen die Diagonalmatrizen diag(ax, . . ., as) und diag(b, . . ., b). Betrachten Sie die Spektralgrenze
u1(s) = max{R(A\); A € o(Q — s(A — B))}.
o(-) bezeichnet das Spektrum einer Matrix und R(-) der Realteil einer komplexen Zahl. Wir zeigen
Nw>0, pw)=0.

Wir vermuten dann, dass die durchschnittliche Zeit bis zum Aussterben mit zunimmt N*. In dem besonderen Fall wo a; # b Vjist die Zahl o einfach der Eigenwert
des groBten Realteils der Matrix (4 — B)~1Q. Diese Matrix und der Ausdruck ihres Eigenwerts o durch (3) fiir / = 2 sind bereits in (Sawyer und Slatkin, 1981,
Gleichungen (14) und (20)) fiir ein Populationsmodell ohne demografische Stochastizitét in der unterkritischer Fall (R < 1). In diesem Fall nimmt die
durchschnittliche Zeit bis zum Aussterben jedoch mit dem Logarithmus von N zu .

Mehrere Autoren haben ein Potenzgesetz fiir die mittlere Zeit bis zum Aussterben in Populationsmodellen in einer Brownschen Zufallsumgebung gefunden
(Ludwig, 1976; Leigh, 1981; Lande, 1993). Sie verwenden eine Diffusionsgleichung als Ausgangspunkt. (Gaveau et al., 1996) und (Doering et al., 2005) haben
jedoch gezeigt, dass diese Gleichung zu einer ungenauen Formel fiir den Parameter c fiihrt . Tatsichlich représentiert diese Gleichung nicht immer gut den Schwanz
der quasistationdren Verteilung, was genau der wichtigste Teil ist, um den Extinktionsprozess zu untersuchen. Es ist jedoch zu beachten, dass (Kamenev et al., 2008)
das Problem der Extinktion fiir Populationen in einer zufélligen Umgebung mit farbigem Rauschen unter Verwendung von Pfadintegralen angesprochen hat.

Abschnitt 2 zeigt die quasistationdre Verteilung des Modells. Abschnitt 3 verwendet die Methode von Brillouin, Kramers und Wentzel (BKW), um giiltige
Niherungen in den Zonen des Parameters x = n / N zu erhalten, in denen die Verteilung schnell variiert. Abschnitt 4 verwendet eine andere Anndherung in dem
Bereich, in dem sich die Verteilung langsam éndert. Abschnitt 5 verwendet eine Diffusionsgleichung, um die beiden vorherigen Néherungen zu verbinden: Die
konfluenten hypergeometrischen Funktionen von Kummer und Tricomi ersetzen hier die GauB3-Fehlerfunktion, die insbesondere von (Meerson und Sasorov, 2008)
verwendet wird. Abschnitt 6 schétzt den mit der quasistationdren Verteilung verbundenen Eigenwert.

Da keine dieser Naherungen rigoros erhalten wurde, enthélt Abschnitt 7 dennoch numerische Simulationen, die den numerischen Wert der Exponenten fiir das
Exponentialgesetz im stark iiberkritischen Fall und fiir das Potenzgesetz im schwach iiberkritischen Fall zu bestitigen scheinen. Abschnitt 8 fiigt einige
Bemerkungen hinzu. Insbesondere im schwach iiberkritischen Regime vergleichen wir den Fall einer markovschen Umgebung und den einer periodischen
Umgebung mit dem gleichen Zeitanteil in einem giinstigen oder ungiinstigen Zustand: Der erste fithrt zu einem Potenzgesetz fiir die mittlere Zeit bis zum Aussterben
das zweite nach einem Exponentialgesetz. Abschnitt 9 betrachtet den Fall einer Markov-Kette mit einer endlichen Anzahl von Zustdnden und erortert andere
Verallgemeinerungen.

2 Quasistationire Verteilung

Betrachten Sie die Wahrscheinlichkeit, dass sich zum Zeitpunkt ¢ n infizierte Personen in der Umgebung j befinden : p,, ;(t). Wir haben dann

dpn,l n
a [aln(l - %) tbn+ QI}an +b(n+ 1)pas1
+a1(n—1)(1 = 2 )pp_11 + G2 Pu (4)
dpn,2 n
dt == [azn(l - W) +bn+ (Iﬂpn,z + b(n + 1)pn+1,2

+az(n —1)(1 = 25 )pp19 + €1 Pot- (5)
Lassen Sie uns definieren
* P =(po1,P02,P1,1,P12,--->PN1,PN,2) : €in Spaltenvektor

o A, = diaglain(l — §), azn(1 — §)] : eine diagonale Matrix der Ordnung zwei
B,, = diag[bn, bn]

Q B, 0 0
0 Q—A—B; B, :
Q| *
. M=o A Q- 4, - B, 0 =0Tz
: . . - By
0 e 0 Ay.y Q- By
Das System (4) - (5) hat die Form
dP
— = MP.
dt

Die Eigenwerte von M sind die von Q und die von R . Die Eigenwerte von Q sind 0 und— (g1 + ¢2). Die Koeffizienten der Matrix R auerhalb der Diagonale sind
positiv oder Null. Dariiber hinaus ist die Matrix R nicht reduzierbar, wie wir anhand des zugehorigen Graphen sehen konnen. Eine Folgerung aus dem Satz von
Perron und Frobenius (Smith, 1995, Folgerung 3.2) zeigt, dass die Matrix R einen reellen Eigenwert A hat, der einfach, streng grofler als der Realteil aller anderen
Eigenwerte und mit einem zugehorigen Eigenvektor ist mit streng positiven Komponenten. Wenn 1 der Linienvektor [1,1,..., 1] der GroBe 2N ist , dann

1R = [-b,-b,0,0,...,0,0].

Nach (Berman und Plemmons, 1994, Satz 6.2.3, L33) haben wir A < 0. Wir wahlen 7 = (mo,1, 70,2, 71,1, 71,2, - - - , TN, 1, TN,2) €in Eigenvektor von M, der dem
Eigenwert A zugeordnet ist: M7 = Aw. Mit anderen Worten,
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Abbildung 1 zeigt m,; und ,  als Funktion von n /N mitn > 1 in zwei Fillen: ein Fall, in dem Ry > 1 und a; > ay > b, ein Fall, in dem Ry, > 1 und
a1 > b > ay. Der Eigenvektor nt wird mit der Scilab-Software berechnet. Der Hohepunkt von 7y, 1 liegt in der Néhe #; = 1 — b/a1, wie Sie es erwarten wiirden,
wenn Sie liber die mittlere Feldgleichung fiir den Anteil i infizierter Personen nachdenken
di
— =a13(1 —¢) — bi.
@ @il =9
Tatséchlich ; ist der einzige stabile Gleichgewichtszustand dieser Gleichung. Der Hohepunkt von 7y, 2 liegt in der Néhe zo = 1 — b/as wenn as > b und in der
Nihe von z = 0 wenn ay < b.
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Abbildung 1. Die Komponenten 7,1 und 7y, 2 mit n > 1 des Eigenvektors = als Funktion von n /N, wenn N =100, ¢; = 1 und g» = 1. Andere
Parameterwerte: a)a; =10 > a;, =5>b=2,b) a; =5>b=2>ay = 1.

Lassen Sie uns definieren

o = (T1,1,T12++, N1, TN,2)
o T'=(T11,Th2,-- > TN, Tive)-
Das lineare System (1) - (2) kann in der Form geschrieben werden

—1=q(Tnp — Th1) +arn(l — ) (Tni11 — Tng) + 00(To1y — Tht) s (8
—1=q(Tp1 — Tn2) +agn(l — $)(Tns12 — Tnp) +on(To1p — Th) - (9

=

Die Systeme (8) - (9) und (6) - (7) zeigen dies

—1"=R'T, Mr = Rn,
wobei der Stern * die Transposition von Vektoren oder Matrizen anzeigt. Wenn wir das iibliche Punktprodukt nehmen, erhalten wir
(1%, %) = (R*T, %) = (T, R%) = M(T, #). Also haben wir
1 (T,7)
A (1A

Mit anderen Worten, —1/X ist eine lineare Kombination von (T, ;) mitn > 1 und j = 1, 2. Im Folgenden interessieren wir uns hauptséchlich fir A. Wir studieren
(Tn,j) in Abschnitt 7 durch numerische Simulationen.

3. BKW-Niherung

Der Fall z > z; = 1 — b/a;. Mit Ry > 1, wir vermuten das A — 0 wenn N — +oo. Wir werden a posteriori, wie zum Beispiel (Meerson und Sasorov, 2008) fiir
ein anderes Modell, liberpriifen, ob dies tatsdchlich der Fall ist. Die linke Seite von (6) - (7) kann somit vernachléssigt werden. Mitz > x; Suchen wir nach einer
BKW-Néherung (Bender und Orszag, 1978) der Form

- z)—(x cz) _ z)—(z
Mg = e NSE D@ Ev) o NS(@)-5@)

mit = n/N. Eine Taylor-Entwicklung der Ordnung 2 fiir S(z) und der Ordnung 1 fiir ¥ () schldgt vor, dass

a1y o e NS@FS (@) ¥ -E@F

Wir erhalten durch Ersetzen in (6) und Vereinfachen durch e~ V5()-2()

5'(x)— S + Z

0~a;N(z— +)(1—z+ +)e —aiNz(1—z)
+ bN(z + %)e’slm’%‘f_)’ﬂ”’El —bNz —q1 + (p% .

Die Ausdriicke in O (N) geben



0~ Nz [es’(’” - 1] [al(l - be*s’(’”].

Der erste Term in eckigen Klammern ist nur fiir konstante Funktionen null S(z). Wihlen Sie die Losung, mit der der zweite Term in eckigen Klammern
abgebrochen wird

$(@) b

et
das heif3t
S(z) = s1(z) = zlog(b/a1) + = + (1 — z) log(1 — z)

mit Ausnahme einer additiven Konstante. dies impliziert $”(z) = 1. Funktion %(z) wird mit den Ausdriicken in O (1) erhalten :

N 2¢ —17 g S"(z)  X(x)
O_alN{x(l z) + N }e {14» N + N a1Nz(1 —z)
S §"(z)  X'(z)
+bN($+%)€ S(){l—w—T}—bNx—ql.

Ersetzen S(z) durch seinen Ausdruck bekommen wir

1—=z ap—b\z—ux T

Y=t 2, @ ( - —i>,
S(z) = o1 (z) = 1og<zm{%} ﬂ) .

Funktion c(z) im 7, 2 wird aus (7) erhalten. Die Form von 7, » wurde gewdhlt, um das Gleichgewicht zwischen den verschiedenen Ausdriicken zu gewihrleisten. In
der Tat gibt die hochste Ordnung

0=~ %{Nan(l —z) [esl(’”) - 1] +bNz (e’sr(’) - 1)} +aq.

Ersetzen S(z) durch seinen Ausdruck bekommen wir

Zusammenfassend vermuten wir fiir ¢ > x1,

q1 Tp,1

o~k eme(z)fm(z) T
n,1 1 ) n,2 N(a1 — az)m(w — wl) )

(10)

fiir eine bestimmte Konstante k;. Betrachten Sie insbesondere das Verhalten von 7, ; und von 7, 5 zum > x; und z in der Néhe von ;. Lassen Sie uns definieren
¢ =b/a;1 — 1 —log(b/a1). Wir haben s (z1) = 0. Eine Taylor-Entwicklung gibt

a
s1(x) =~ s1(21) + 87 (1) (@ — 21)%/2 ~ —c1 + 2—;@ — )
Wir haben also

Ney—N gk (z—21)? z “fl’b -1
1

€ q1 Tp1
Tn,1 =~ kl r ) Tn,2 =~ . (11)
VI—zi(z —21)"7 N(a1 — as)z1(z — 1)
Der Fall ¢ < 2 =1 — b/as wenn a1 > as > b. Lassen Sie uns symmetrisch nach einer Losung suchen, wennas > b
Tpo = e N5(@)-2() Tp1 = CE\?) e N5@)-3() gy =1— b/as.
Das System (6) - (7) fiihrt wie oben zu
S(z) = sa(z) = zlog(b/az) + = + (1 — z)log(1l — z)
mit Ausnahme einer additiven Konstante, wihrend
92
Ty —x |27
X(z) = oy(z) = log z\/l—z{ 2 } , c(a;)z*.
T (a1 — ax)z(z2 — @)
Zusammenfassend vermuten wir fiir z < xa,
_ _ q2 T2
Tpo = kye Nsa(z) "2(’”), Tp1 ’ , 12
’ N(a1 — a2)z(z2 — z) (12)
fiir eine bestimmte Konstante ky. Mitz < x5 und  in der Nédhe von x,,
4
eNer N3 (zp—a)? z;—ﬁfl 2Tz
T2 == ko y Tl (13)

VI (2 — m)% N(ay — ap)zs(zy — )

Die Abbildungen 2 und 3 zeigen —(log 7p,1) /N und —(log 7,,2) /N beziiglich n/N mit 1 < n < N,. 7, ; wird mit dem System (6) - (7) berechnet. Die Figuren
zeigen auch Anniherungen (10) und (12) in dunkelblau und rot. Die Konstante k; in (10) wird so gewihlt, dass ,, ; stimmt mit seiner Néherung fiir n = N-1 {iberein
. Die Konstante k2 in (12) wird bestimmt durch k; wie in Abschnitt 5 unten erlautert.
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Abbildung 2. Das Beispiel mit a; > a2 > b. In schwarz unter den anderen Kurven: —(log 7p,,1) /N und —(log 7y, 2) /N beziiglich z = n/N.
Tp,1 : in dunkelblau, Anniherungen (10) wenn z > x; und (12) wenn z < z,; in hellblauer, diffusiver Naherung (25) wenn z ~ z;.
Ty,,2 © in rot, Anndherungen (10) wenn z > z; und (12) wenn & < zo; in pink die diffusive Naherung (31) wenn x ~ .
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Abbildung 3. Das Beispiel mit a; > b > as. In schwarz unter den anderen Kurven:—(log 1) /N und —(log mp,2) /N beziiglich ¢ = n/N.
Tp,1 - in dunkelblau die Anniherung (10) wenn & > x;; in griin, Ndherung (20) wenn z < z;; in hellblauer, diffusiver Néherung (25) wenn z ~ ;.
Tp,2 : in rot die Naherung (10) wenn = > z1; in lila, Anndherung (19) wenn x < z1; in rosa, diffusive Naherung (31) wenn  ~ z;.

4 Anniherung im Bereich langsamer Variation

Wir suchen eine Annéherung an 7, ; und 7, » im , < z < z; wenna; > ay > b undin 0 < 2 < 2; wenn a; > b > ay. In diesen Intervallen S(z) = 0.

Betrachten wir das System (6) - (7) und versuchen Sie direkt die kontinuierliche Approximation 1 ~ y(z), 7,2 ~ z(z)mit z = n/N. Eine Taylor-Entwicklung

gibt
y(@) | V(=)
nt11 = y(z £ 1/N) ~ y(z) £ - SN
Mit A = 0 fiihrt dies zur diffusiven Approximation
0~ [(bz — a1z(1 - 2))y] — qy + @2z + 1 & [(az(1 - z) + ba)y]
dx IN dz?

d 2
0 o [(bm —az(l — w))z] —@z+qy+ IN G [(azm(l —z)+ bx)z}.
Durch Vernachldssigung von / / N erhalten wir die Gleichungen
d
0 ZE [(bm —ayz(l - :v))y(:v)] — qy(z) + g22(x)
d
0 =——[ (b — ayz(1 - 2))2(2)] - @2(2) + ary(@),

die die gleiche Form haben wie die Gleichungen (29) - (30) von (Slatkin, 1978). Durch Hinzufiigen der Gleichungen (16) und (17) finden wir

% [(bz — a12(1 — 2))y(z) + (bx — azz(1l — z))2(z)] ~0.

Die Funktion zwischen eckigen Klammern ist daher konstant. Da x ein Faktor ist, deutet dies darauf hin  — 0 dass diese Konstante Null ist:

(bz — a1z(1 — z))y(z) + (bz — azz(1 — z))z(z) ~ 0.

Dies ermdglicht es auszudriicken y(z) beziiglich z(z). Durch Ersetzen in (17) erhalten wir nach einigen Manipulationen



1 dz q q2 b*dz(l — 21‘)
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z(z) dz = br —az(l —x) * be —ayz(l —z) bz —ax(l—x)’

de) ~ c <a1(17m)7b)%(b7a2(17m)>% 19)

br — asz(l — x) z z

—

fiir eine Konstante C . Diese Annédherung ist in Abbildung 3 in lila dargestellt. Die Konstante C wird bestimmt durch k; wie in Abschnitt 5 unten gezeigt. Dann
zeigen die Gleichungen (18) und (19) dies

(z) ~ C ai(l—z)—b =l b—as(l—1) Rl (20)
viw = a1z(l —z) — bz z T '
Diese Anndherung ist in Abbildung 3 griin dargestellt  ~ x; mit < 1, wir erhalten
C a % b7a2(17w1) % ]
y(z) ~ popl o e (@1 —2)"7 . (21)
Im Falle a; > b > as finden wir fiir x = 0
a_ o g m a

y(@) ~ Clar —b)7 " (b—ag)™Tx T AT (22)
Az) ~ Clar —b)a7T (b—az)a7 Lo HTa wT (23)

Wir erinnern uns Ry = % >1s bi“az > alqu In diesem Fall. Insbesondere das Integral von 2(z) in der Nachbarschaft von 07 ist konvergent. Im Falle

a; > ay > b, dann zeigt (19)

q

sy~ C (al(lfzz)7b)“_f]_"(2)a_yf?(w_wz)%_l a1)

Qs T2 T T3

in der Ndhe von zo mit z > 2.

5 Diffusionsniherung in der Nihe z; und z2

_ Die Situation in der Nihe ;. In der Néhe vonz = z1 und = z2 kann die Diffusion in (14) - (15) nicht mehr vernachldssigt werden. Analyse von
Ubergangszonen in z; und 2 muss zulassen, dass die Konstante C in (21) und (24) mit den Konstanten verkniipft wird k; aus (10) und k3 ab 12). Lassen Sie uns

definierenz = 1 + &1/ v/N. Dann kann der Koeffizient der Ableitung der Ordnung 1 in (14) durch eine Erweiterung von Taylor der Ordnung 1 angenéhert werden
d d2 Yy
0= (a; - b)d—gl[&y] —qy+ q@z+b(l— b/al)d_g .

Wir vernachldssigen g2z vor dem g1y wenn & >~ z1 ::

b d d
0~ — y+§1—y+<17‘1—1>y.

ay d_ﬁf dé ar—b
Mit
ai _
m=&gps um)=e Y (m) (25)
Wir haben die Hermite-Differentialgleichung
0~ 1 i _ Wlﬂ __&
2 dm? dm a1 —b
Wir suchen nach einer Losung in Form einer ganzen Reihe
o0
Y(m) = wanf
n=0
Wir erhalten die Wiederholungsrelation
2(n + 20y)
Wn+2 =

mit o = 311/7 7 Wir haben also zwei linear unabhingige Losungen

Y(m) =m ®(ar, 557) +v2m (e + 5, 35m3) -
71 und ~y2 sind Konstanten und

n) mn

ooa(

Bofia) =) o a¥=1 o —afar D@t l@tn -
ist die konfluente hypergeometrische Funktion von Kummer. Nach (Maroni, 1997, Gleichung (93)) haben wir ®(«, 8; z) ~ % e* 2%~ wenn z — +o00, wobei I

Eulers Gammafunktion ist. Wir haben also

o1 [ MT(3) 7 T(3)
s~ (- 2,
3

y(m) = e’"fY(m) hat das gleiche asymptotische Verhalten wie (21) wenn 771 — —oo, unter der Vorraussetzung, dass



A -1 _a
[ [Na, ]_” <71F(%) ~ »rd) ) _ Cb-a(l—w)F o)
2b F(al) I‘(al + %) ai’ all,b 771+ all,zﬂra?z,b

—2a;

Wenn im Gegenteil 7; — 400, (11) schldgt das vor Y (1;) muss sich wie eine bestimmte Konstante multipliziert mit verhalten ; “*'. Die Theorie der konfluenten
hypergeometrischen Funktionen (Maroni, 1997) zeigt, dass es notwendig ist, aufzuerlegen

() T
Ma+D 0 "7 T

n= K (27)

fiir eine bestimmte Konstante K , um ein solches asymptotisches Verhalten zu erhalten. In der Tat haben wir dann

r(-4)

(1)

I'(3)

T + %)

Y(m) = K( (o, 33m) + me(on + 5, %;nf)) , (28)
das heiBt Y (n;) = K ¥(oy, +372) zum iy > 0. ¥(a, B 2) ist die konfluente hypergeometrische Funktion von Tricomi, definiert durch

W 2) = g

PAB)  sasas LD asgig s
o B fi) 4 S PR 1,2 51).

Nach (Maroni, 1997, Gleichung (90)) haben wir ¥ (e, B; z) ~ 2z~ wenn z — +o00. Also haben wir Y (1) ~ Knl’%“ wenn 7y — +o00.

Das Aquivalent von e”ﬁY(nl) stimmt dann mit (11) iiberein, vorausgesetzt, dass

[Nar ] " N mi
K|/ 22 =k ——— .z'l""b . (29)
2b vV1—z

Zusammenfassend bestimmen die Beziehungen (26), (27) und (29) K, 1, 2 und C beziiglich k1. Insbesondere weil I'(— %) = —2/x, I‘(%) = y/mund

I'(2) = Y gibt Gleichung (26)
RN
2

Eine alternative Form kann unter Verwendung der Legendre-Gauss-Formel erhalten werden T'(e1)T'(e1 + 1) = 22&—@1"(20(1).

u g s
= K _Cl—a1-=))"7 (30)
F(al)I‘(al -+ %) ai* a:’lb wi‘*%*’% .

Die Situation in der Niihe x,. Im Falle a; > bmachen wir eine dhnliche Analyse mit (15) in der Ndhe von z = zy = 1 — b/a,. Wir vernachldssigen ¢,y vor dem
@oz. Mit

T==z+ %, m=&/ 5, 2m)= e HZ(m), o= ;’fb,
wir haben
Z(ng) — 1.9 L3,
(1m2) = 61 (a2, 73m3) + S22 B2 + 3, 55 72)- (31)

41 und 43 sind Konstanten. Das Verhalten flir p2 — +o0 stimmt mit (24) iiberein, sofern

! :
{ Na } o (61 I(3)  _&TG) ) _ Olm(—wy) b7 (52)
2b F(O‘Z) P(CQ + %) a;’% z;* af£b+n;13b
Lassen Sie uns definieren
e . 0(-1) .
61:7(2)1 K, b&=- C2) g (33)
Iz + 7) T(ay)

fiir eine bestimmte Konstante K (Beachten Sie das Minuszeichen fiir §,). Wir haben dann Z(n,) = K U(ay, %; 77%) wenn 75 < 0. Also haben wir
e Z(my) ~ K e " || 2%2 wenn 7y — —oo. Dies stimmt mit (13) iiberein, sofern

2
. N, ay=b Ncz B _q
K|y =2 k" . (34)
2b V1—1zo

Wie oben geben (32) und (33) an

1 N o
[ Nay | * 2K _ Clay(l—=z) - b=~ (35)
2b [(a2)T (e + 3) 1-52y ltgipieZy

ay Zy
Also die Konstanten ko, K, 81 und &> werden durch die Konstante C bestimmt .

6 Der Eigenwert des Systems

Wir haben M = Ar. Durch Addieren aller Linien dieses Gleichungssystems erhalten wir A Ziv:o(”n,l + m,2) = 0. Aber A < 0. Also haben wir
N
Z(ﬂ-n,l + 7rn,2) =0.

n=0

Die ersten beiden Zeilen des Systems sind



ATy = —q1To1 + @M +bmy,

ATy = —qaMoa +q1 o1 +bmio.
Indem wir sie hinzufiigen, finden wir
1,1+ T2 1,1+ 712
Nt 12 _ 1,1 1, . (36)
To,1 1 To,2 > (a1 + Tn2)

Betrachten wir zunéchst den Fall, in dem a; > b > a mit Ry > 1. So zeigt (19)
1

1 N T
— T, z(z)dx ~ k1 C.
N; 2 A (z) 1

K1ist eine positive Konstante , die unabhéngig von N . Unter Verwendung der Tatsache, dass der Peak von 7,1 liegt in der Nahe « = n/N = z; und Bezichungen
(25), (28) und (30) finden wir

1 & +oo dz K _an
& O z/ m)dm o = e = s ON AT (37)
n=1 —o0

bei dem die «; (oben und unten) sind immer noch positive Konstanten, die von N unabhiingig sind . Der dominante Term fiir N grofl im Nenner von (36) ist also der

mit 7r,, 5. Im Zdhler 7y ; o~ y(%) und 7y 5 ~ z(4). y(z) und z() sind gegeben durch (22) - (23). Wir erhalten

(%) bﬁiz - aflfb -1

_ 2 q;
~ gy N e TaT
N

A —Ky

Mit anderen Worten, —1 /A steigt mit N als Potenzgesetz, dessen Exponent ist

W= @2 @ >0,
b—ax a1—b

wie in der Einleitung angekiindigt. Wir bemerken auBlerdem, dass o gegen konvergiert + oo wenn as konvergiert zu b durch niedrigere Werte.

Betrachten Sie nun den Fall, in dem a1 > as > b. Lassen Sie uns zur Vereinfachung die Notation einfiihren f ~ g (Nicht zu verwechseln mit dem informellen
Symbol =~ oben verwendet) wenn (log f)/N — (log g)/N — 0 wenn N — ~+o0. Bestimmtes N* ~ 1 fiir alle B. Dann zeigt (12) mitx = / /N dasm; ; =~ 5.
AuBlerdem,

T ~ ks e NU/N) o o e 200) g k.

Weiterhin ist der Peak von 7,1 liegt in der Ndhe ¢ = n/N = z; wihrend das von 7, 2 liegt in der Ndhe z. Somit ist (37) noch giiltig und zeigt

wihrend (31), (33) und (35) geben

1 X +oo d K e
Wzﬂ'fﬂ:/ 2(772)d772d_x2’$5?2550]v_:§’_”%0~
n=1 —o0 N

Aber (34) und (35) zeigen
C~K =~kyeVe.

Somit gibt (36) —\ ~ e V¢ und —1 A= eMNe2. SchlieBlich, — 1 /A wichst ungeféhr exponentiell mit einem Parameter cs.

7 Die durchschnittliche Zeit bis zum Aussterben

Das lineare System (8) - (9) kann mit der von (Artalejo et al., 2013) vorgestellten numerischen Methode gelost werden. Das Verfahren verwendet nur quadratische
Matrizen der Ordnung 2 und verringert die numerische Instabilitdt. Erinnern wir uns darang; = g2 = 1 und b = 2.

Erstes Beispiel: a1 > a > b. Lass uns nehmen a; = 10 und az = 5. Abbildung 4a zeigt Ty, 1 und T, 2 beziiglich = n/N. Abbildung 4b legt nahe, dass die
durchschnittliche Zeit bis zum Aussterben, beispielsweise bei N infizierten Personen in Umgebung 1, ungeféhr exponentiell zunimmt: Ty ; ~ eN . Lineare
Regression gibt ¢ ~ 0.32. Beachten Sie, dass ¢; ~ 0.81 und ¢ =~ 0.32, was darauf hindeutet ¢ = ca.

25e14 35.1 T
0g N1

l.2e14 fTrl,laTn.Z 304

15e14

I.1e14 251

05e14 201

1e14

).5e13 151

9e13 104

3.5e13 I 5

gel13 n/N N

7.5e13+ T T T T v 0+ v v T y T v v v v
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Abbildung 4. Der Fall a; > a5 > b. a) T, ; [durchgezogene Linie] und T, » [gepunktete Linie] abhiéngig von n/N wenn N = 100. b) log Ty ;
beziiglich N.



Zweites Beispiel : a1 > b > as und Ry > 1. Lass uns nehmen a; = 5 und az = 1. Damit Ry = 1.5 > 1. Abbildung 5a zeigt T, und T}, » beziiglich x = n/N.
Abbildung 5b zeigt log T'y,1 beziiglich log N. Wir bekommen eine gerade Linie, die ein Potenzgesetz vorschligt T ~ x N“. Die durch lineare Regression erhaltene

Steigung betragt w ~ 0.67. In diesem Fall haben wir bfZaZ - alqib =1- % = %, was gut der gemessenen Steigung entspricht.

51

log Tna

_— 451

2.51

ey

5 n/N 15 logN
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 ' 3 4 5 6 7 8

Abbildung 5. Der Fall a; > b > ap mit Ry > 1. a) T,,; und T}, » beziiglich & = n/N wenn N = 100. b) log Ty ; beziiglich log V.

8 Hinweise

Vergleich mit dem periodischen Fall.

Um den Unterschied zwischen einer zufilligen Umgebung und einer periodischen Umgebung hervorzuheben, nehmen wir den Fall, indem a; = 5und a2 = 1
wihrend ¢; = g2 = 1 und b = 2. Wir haben dannu; = uz = 0.5 : Die Umgebung verbringt durchschnittlich die Halfte der Zeit in Zustand 1, die andere Hélfte in
Zustand 2. Abbildung 6 zeigt auf der einen Seite, wie Tov,1erhoht sich als Funktion von N als Potenzgesetz. Betrachten Sie andererseits dasselbe SIS-Modell, jedoch

in einer periodischen Umgebung (Bacaér, 2015): Wahlen wir T = q—ll + q—lz, a(t) = a1 zum 0 < t < u1T, und a(t) = a2 zum uy T < t < T'. Fiir dieses Modell AT
ist der Floquet-Multiplikator, der dem Extinktionsprozess zugeordnet ist. Abbildung 6 zeigt wie — 1/A wichst exponentiell mit N.

45 -
401
351
30
251
201
151
101
5 4

N
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Abbildung 6. Durchschnittliche Zeit bis zum Aussterben Ty in einer zufélligen Umgebung und —1/A in einer periodisch dhnlichen Umgebung.

Die mittleren Feldgleichungen. Es kann niitzlich sein, sich daran zu erinnern (Bacaér und Ed-Darraz, 2014), dass die mittleren Feldgleichungen

dr;

d_tl =ail(1- %) —bh —qli + @l
dr. .

_d; = al(1— &)~ bl — gL + qi 1,

Sobald sie in der Néhe des Gleichgewichtszustands (0,0) linearisiert sind, fiihren sie zur Jacobi-Matrix

(al “b-a @ )
q a—b—q
Aber wir konnen gleichzeitig haben

* ein streng positiver Eigenwert, so dass das triviale Gleichgewicht instabil ist,
e Ry<1.

Eine weitere Grenze. Die erhaltenen Ergebnisse beriicksichtigen die Parameter gj, a; und bsind fest, wihrend N gegen unendlich konvergiert. Die Dinge sind
offensichtlich anders, wenn zum Beispiel g1 und g» konvergieren gegen unendlich mit einem konstanten Verhéltnis g1 /g2. Das Modell néhert sich dann einem
homogenisierten Modell in einer konstanten Umgebung mit einem gemittelten Kontaktparameter a = aju1 + asua.

Der unterkritische Fall. Wir haben den unterkritischen Fall nicht angesprochen Ry < 1 mit a; > b > a oder b > a; > ag. Das Verhalten der durchschnittlichen
Zeit bis zum Aussterben ist dann ungeféhr das gleiche wie in einer konstanten Umgebung: Ausgehend von einem festen Teil der infizierten Bevolkerung liegt die
durchschnittliche Zeit in der GroBenordnung von log IV (Doering et al., 2005). Ausgehend von einer infizierten Fraktion / /N konvergiert die durchschnittliche Zeit
im Gegenteil gegen eine Grenze. Im Falle einer zufélligen Umgebung ist dies auch das, was digitale Simulationen vorschlagen.

9 Markov-Kette mit endlicher Anzahl von Zustinden



Mit J Zusténde, denken Sie daran, dass der Infinitesimalgenerator @ ist so, dass Q;; = — Z;-Izl Qi,; Vj. Angenommen, diese Matrix@ ist irreduzibel und das
ay > ay > -+ > ay. Im Fallea; > bdann steigt die durchschnittliche Zeit bis zum Aussterben ungeféhr exponentiell mit der Groe N der Bevolkerung mit einer
Ratecy = b/a; — 1 —log(b/ay). In der Tat ist das Aussterben in der Umgebung J am wahrscheinlichsten.

Wenn andererseits b > a; und Ry > 1, Hinweis 7, j ~ y;(z) mit £ = n/N. In der Nachbarschaft von z = 0 wird das System (16) - (17)
d J
0~ (b—ay) %(70 y;) + ; Q; Y - (38)
Auf der Suche nach einer Lésung y; = 6; z“~! mitw > 0 und ; > 0 fiir alle j finden wir
J
0~ wb—a)0;+ Y Qirbr, 1<j<J.
=1
Mit den Notationen der Einleitung haben wir daher das Problem des verallgemeinerten Eigenwerts Q0 = w(A — B)Omit 8 = (61, ...,607).
Wir werden zeigen
Nw>0, QO=w(A—B)Y, 6;>0Yj.
D = A — Bist eine diagonale Matrix. Fiir jede reelle Zahl s ,
p(s) = max{M(A); X € o(Q — sD)}.

Q@ — sD hat alle seine Koeffizienten aulerhalb der Diagonale, die positiv oder Null sind. Auerdem ist diese Matrix nicht reduzierbar. Nach einer Folgerung aus
dem Satz von Perron und Frobenius (Smith, 1995, Folgerung 3.2), u(s) ist ein einfacher Eigenwert von @ — sD (als dominanter Eigenwert bezeichnet) und es gibt
einen Eigenvektor ¢(s) alle deren Komponenten sind streng positiv, so dass

(Q — sD)¢(s) = p(s)e(s)-
Dieser Eigenvektor ist bei der Normalisierung eindeutig
J
D ¢i(s) = 1.
j=1

Nach der gleichen Folgerung ist die Existenz eines Vektors 6 mit §; > 0V und (Q — wD)@ = 0 tatséchlich betrdgt u(w) = 0. Es geht also darum zu zeigen, dass
die Gleichung p1(w) = 0 mit w > 0 hat eine einzigartige Losung.

In Bezug auf die Existenz stellen wir zunéchst fest, dass der Infinitesimalgenerator @ entsprechen s = 0 : wir haben x(0) = 0 und wir stellen fest u = ¢(0) der

Eigenvektor rechts. Linienvektor 1 = [1, ..., 1] ist ein Eigenvektor links von Q assoziiert mit dem Eigenwert 0. Wir haben also
J
1lu = Z u; =1
=1

Nach dem einfachen Eigenwert-Strungssatz ist die Funktion p(s) ist differenzierbar in s = 0 und
¢ (0) = —1Du.
Aber Ry > 1< 1Du = j;l(a]- — b)u; > 0. Also haben wir 44/(0) < 0. Dariiber hinaus haben wir
(Q/s = D)g(s) = (n(s)/s)¢(s), Vs> 0.
Wir haben @Q/s — D — —D wenn s — +o0. Durch die Kontinuitéit des Spektrums,
u(s)/s = max(—D,;) = max(b—a;) =b—a; > 0.

J J

Also haben wir p(s) — +oo wenn s — +oo. weil u(0) = 0 und p'(0) < OschlieBen wir, dass es gibt w > 0 mit p(w) = 0.

Was die Einzigartigkeit betrifft, so ist zunéchst die Funktion zu beachten u(s) ist konvex. In der Tat fiir alle reellen Zahlen wy, wy, und 0 < & < 1, wir sehen das
p(ew; + (1 — €)ws) ist der dominante Eigenwert der Matrix @ — ew;D — (1 — &)wy D. Nach einem Satz von (Cohen, 1981) ist dieser Eigenwert kleiner oder gleich
ep(wr) + (1 — €)pu(wz). Dies beweist die Konvexitiat. Nehmen wir jetzt an, dass es gibt wy > w2 > 0 mit p(w1) = p(wz) = 0. weil u(0) = 0 und weil p(s) ist
konvex, schlieBen wir p(s) = 0 zum 0 < s < wy. Dies widerspricht p/(0) < 0.

A — Bist eine invertierbare Matrix, wenn a; # b Vj. Q8 = w(A — B)f also gleich (A — B)'Q6 = w#. Also ist o der Eigenwert von(A — B) '@ der Realteil
davon ist der grofite.

SchlieBlich wird Gleichung (36)

J
Ej:l 1,5

A= b—=2L
2;:1 anzl Tn,j

Im Zahler haben wir 7y ; =~ 6;(1/N)“~. Im Nenner haben wir

N 1
Z T ™ NGJ-/ z¢ ldz.
n=1 0

Damit — 1/ steigt mit N als N*.

Es ist zweifellos moglich, ein solches Ergebnis zu verallgemeinern, wenn die Umgebung beispielsweise durch eine stochastische Differentialgleichung bestimmt
wird

dg = f(E(t) + 0dB(2).

Lassen Sie uns definieren L* der Differentialoperator



(u© = 528 - L(s@uce).

Wir nehmen das an u(€) ist eine unverénderliche Wahrscheinlichkeit
+00
L'u=0, u>0, / u(§)d¢ = 1.

Im Fall von Langevins Gleichung haben wir also
k
16 = k& k>0, u(®)=4/—
o

Ro= (g 1 [ atcya) o= ([ aue de) o> 1.

Die durchschnittliche Extinktionszeit nimmt mit N as zu N“und o ist die einzige positive Zahl, fiir die der Differentialoperator gilt L* — w[a(-) — b] hat einen
Haupteigenwert gleich 0. Fiir die Konvexitét dieses Eigenwertes als Funktion von w siehe (Kato, 1982). Beachten Sie, dass der Assistent linearer Operator ist

Wir gehen davon aus, dass die Kontaktrate a(-) ist eine Funktion auf R mit mina(-) < b und

ot d? d
L= 7d_§2+f(§)d_§

und L1 = 0 wenn 1 bezeichnet die konstante Funktion gleich 1

10 Eine Umgebung, die sowohl periodisch als auch zufillig ist

Kehren wir zum Fall einer endlichen Menge von Umgebungen zuriick. Wir nehmen nun an, dass der Infinitesimalgenerator Q(t)

e ist eine periodische Funktion der Periode 7
« ist eine stetige oder stiickweise stetige Funktion

¢ ist mindestens iiber ein Intervall von ¢ irreduzibel
4P _ M(t)P. Wenn Sie folgen (Bacaér, 2015), gibt es dann ein einzigartiges Paar (), ) mit

Das System (4) - (5) nimmt die Form an <~ =

e A0
(70,5(t))o<n<n,1<j<J ist eine periodische Funktion der Periode 7~

. ﬂ(t) =
M(t) + 24X = M(t)m(e)

dt

1 N J
¥ 2 2 it
nzl J=1

o mi(t)>0,1<n<N,1<ji<J

AuBerdem,

Als (Bacaér und Ed-Darraz, 2014) definieren wir
1 (T

= [ Sy

> ay > bdann steigt die durchschnittliche Zeit bis zum Aussterben wieder exponentiell mit N mit einer Rate an

Wir vermuten, dass wenna; > ...
Ccj = b/aJ —-1- log(b/aJ)

Wenn andererseits aj < b Aber Ry > 1die Annéherung 7, ;(t) =~ y;(t, z) fiihrt zu verallgemeinern (38) in der Néhe von z = 0

By; 0
6_t] = (b*ay)a (zy; +ZQ1k
Eine Lésung der Form y;(t, z) = 6;(t)z* ! mit einer Funktion 6(t) = (6;(t)) T -periodisch, muss iiberpriifen
dé
—_— = t) —wD)O(t) .
@ = (@) - wD)()

Es gibt eine einzige reelle Zahl p(w) fiir welche €M7 ist der dominante Floquet-Multiplikator des Systems

dx
= = Q@) - wD)X.

Diese Matrix ist eine periodische Funktion der Periode 7. Die Koeffizienten auflerhalb der Diagonale sind positiv oder Null. Die Matrix ist iiber ein Intervall von ¢

nicht reduzierbar . Wir konnen zeigen, dass es eine einzigartige gibtw > 0 mit p(w) = 0. Wir verwenden wie in Abschnitt 9



* die Konvexitit von p(w)

* u(0)=0

e 1(0)=—2 [T 1Du(t)dt < 0 wenn Ry < 1
* p(w) — +oo wenn ay < b.

Beachten Sie, dass die Konvexitit von u(w) wird durch einfache Verallgemeinerung des Arguments von (Cohen, 1981) demonstriert. Wir gebrauchen

¢ Die logarithmische Konvexitét des Spektralradius von Matrizen mit Koeffizienten in der Menge der Null- oder logarithmisch konvexen Funktionen in @ wird
notiert &
o & ist durch Addition, Multiplikation und Ubergang zur Grenze stabil

(Kingman, 1961). Tatsachlich, Q(t) ist eine stiickweise kontinuierliche periodische Funktion, die iiber eine Treppenfunktion erreicht werden kann. @y, ist die
ungefdhre Matrix iiber das Intervall (7g, Tht1) Zum k = 0, ..., K — 1 mit 7o) = 0 und 7x = 7. Wenn die Matrix Q(t) war diese Treppenfunktion, e!)T wire gleich
dem spektralen Radius des Matrizenprodukts

Q1D (T 1) o0 ... 5 o(Qo-wD)(n—m).

Nach (Cohen, 1981) hat jede dieser Matrizen ihre Koeffizienten in &. Das Produkt der Matrizen ist also auch mit Koeffizienten in &. Sein spektraler Radius ist in
log-konvex.

weil
.
-~ fo Z‘j]:l m1,;(t) dt
7_ b
fo E},:l Zﬁ:l nj(t) dt

Wir schlieBen wie zuvor —1 /) steigt wahrscheinlich mit N alsN“.
Vielen Dank

Dieser Artikel wurde durch ein Treffen am Instituto de Ciencias Matemdticas in Madrid im Oktober 2014, durch Vorlesungen an der Universitdt Tlemcen im Mai
2015 und durch ein Seminar an der Universidade Nova de Lisboa im Juni 2015 angeregt .
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