
ランダム環境での流⾏のSIS確率モデル
 73（2016）847 866. 

http://dx.doi.org/10.1007/s00285-016-0974-8 
https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-01414037

、フランス、ボンディ
ピエール⼤学、マリーキュリー⼤学、

レコルデリエ、パリ、フランスnicolas.bacaer@ird.fr

まとめ

⼆状態連続時間のマルコフ連鎖であるランダムな環境では、流⾏のSIS確率モデルの絶滅までの平均時間は、
超臨界の場合、両⽅の場合、⼈⼝サイズに関して指数関数的に増加します。状態は有利であり、⼀⽅の状態が
伝搬に不利である⼀⽅、他⽅が好ましい場合は、べき法則に従います。

1はじめに

    であるNは、⼈⼝規模、想定さ定数。流⾏のSIS確率モデルでは、各個⼈は健康（S）または感染（I）です
（Nåsell、2011）。環境が2つの状態の連続時間でマルコフ連鎖に従うと想像してください。  （（ ）
は、状態jからの離脱率 です。環境jでは、各個⼈の接触率は 。瞬間t に感染した⼈の数がnで環境がjであ
る場合、tとt + dtの間でdtが無限に⼩さい状態で新たに感染する確率は 。個⼈の治癒率b > 0が
両⽅の環境で同じであるとします。⼈⼝の新しい治療法の確率はそれからあります 間トンとトン+ dt
の。このモデルは（Artalejo et al。、2013）によって研究されていますが、⼈⼝のサイズNが⼤きくなるほどで
はありません。さらに、それはマルコフ環境における誕⽣と死のプロセスの特別なケースです（Cogburn and
Torrez、1981）。

    定義しよう

だから  は、極⼩ジェネレーターですが、  （それぞれ ）は、環境1（それぞれ2）で費やされた時間の割
合です。線形化されたモデル、つまりパラメータのランダムな環境での誕⽣と死の線形プロセス  と 、
（Bacaërand Ed-Darraz、2014）は、ほぼ確実に絶滅が存在する場合に限り、 。⼀⽅、⾮線形SISモデル
の場合、パラメーターの値が何であっても消滅します。 。ただし、⼈⼝Nが⼤きい場合、次の場合、絶滅ま
での平均時間は⻑くなります。  そして⼩さい場合 。もし は、環境jで最初にn⼈の感染者が
いる平均時間 です。 、

また 。この記事の⽬的は、超臨界のケースで研究することです。 、⼈⼝サイズNが⼤き
くなる絶滅までの平均時間の挙動 。

J. Math. Biol.  −

Nicolas Bacaër
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qj j = 1, 2

aj > 0

aj n(1 − n/N) dt

b n dt

Q = ( ), u1 =
q2

q1 + q2
, u2 =

q1

q1 + q2
, R0 =

a1u1 + a2u2

b
.

−q1 q2

q1 −q2

Q u1 u2

aj b

R0 ≤ 1

R0

R0 > 1 R0 < 1 Tn,j

1 ≤ n ≤ N

Tn,1 =
1 + a1n(1 − n/N)Tn+1,1 + bnTn−1,1 + q1Tn,2

a1n(1 − n/N) + bn + q1
,

Tn,2 =
1 + a2n(1 − n/N)Tn+1,2 + bnTn−1,2 + q2Tn,1

a2n(1 − n/N) + bn + q2
.

(1)

(2)

T0,1 = T0,2 = 0 R0 > 1

http://dx.doi.org/10.1007/s00285-016-0974-8
https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-01414037


    接触率が⼀定の環境でだったと 、（Doering et al。、2005、表1）は、集団の感染した部分からの
絶滅までの平均時間x = n / N が増加すると、 、xとは無関係に、 、どこ

。⾔い換えれば、平均時間はとほぼ指数関数的に成⻑しているN。（Bacaër、2015）は、
成⻑パラメーターcの明⽰的な式がない場合でも、環境が周期的である場合に同様の結果を提案します。

    超臨界ランダム環境、すなわち 、次の記事は、2つのケースを区別する必要があることを⽰唆してい
ます。  弱い超臨界の場合 。⾮常に超臨界の場合 、絶滅までの平均時間は、
パラメーターを指定したNでほぼ指数関数的に増加すると推測します。 。より正確に
は、この平均時間の対数をNで割ると、次のように収束します。 。したがって、漸近的振る舞いは、環境が
状態2でブロックされたままである場合と同じです。つまり、これは、伝染病の伝播に最も好ましくなく、絶
滅が優先的に発⽣する場合です。

    ただし、  と 、その後、絶滅までの平均時間は次のように増加すると推測します  と

この場合、  に相当 。直感的に、⾮常に⻑い間、状態2に留まることが時々起こります。この継続
時間がτより⼤きい確率は、 。状態2では、Nラージの平均消滅時間は次のオーダーです。
（Doering et al。、2005）; これは準消滅⽅程式からも推測できます 。したがって、最終的に状
態2の期間中の絶滅の確率は次のオーダーになります。 。これは、絶滅までの平均時間が逆数の
桁であることを⽰唆しています。 。私たちの分析によると、⼤きさの次数は実際には  ωは（3）で与
えられます。

    また、  と  掛けられる  と 、その後  変わらないままですが  掛ける  ：このモデルで
は、環境変動性が増加すると、平均消滅時間が増加する傾向があります。

    この法律 J状態の 環境の場合、次の場合に⼀般化できるようです。

私たちは持っています

もしQが無限⼩⽣成され、もし uが持つ単⼀のベクトルであります

（BacaërおよびEd-Darraz、2014年）。AとBが対⾓⾏列を表すとする  と 。スペク
トル境界を検討する

どこに  ⾏列のスペクトルを⽰し、 複素数の実部。⽰す

次に、絶滅までの平均時間は次のように増加すると推測します。 。特定のケースでは すべてのjにつ
いて、数ωは単に⾏列の最⼤実部の固有値です 。この⾏列と、I = 2 に対して（3）で与えられる固
有値ωの式は、⼈⼝統計確率のない⺟集団モデルの（Sawyer and Slatkin、1981、式（14）および（20））にす
でにあります。未臨界のケース（ ）; この場合には、消滅までの平均時間は、しかしの対数として増⼤
N。
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    数⼈の著者が、ブラウンのランダム環境での⼈⼝モデルの平均消滅までのべき法則を発⾒しました
（Ludwig、1976; Leigh、1981; Lande、1993）。拡散⽅程式を出発点として使⽤します。ただし、（Gaveau et
al。、1996）および（Doering et al。、2005）は、この⽅程式がパラメーターcの不正確な式につながることを
⽰しています。実際、この⽅程式は常に準定常分布の裾をよく表すとは限りません。これは、絶滅プロセスを
研究するための最も重要な部分です。ただし、（Kamenev et al。、2008）は、パス積分を使⽤して⾊付きノイ
ズのあるランダムな環境での個体群の消滅の問題に対処したことに注意してください。

    セクション2では、モデルの準定常分布を⽰します。セクション3では、ブリルアン、クレイマー、ウェンツ
ェル（BKW）の⽅法を使⽤して、分布が急速に変化するパラメーターx = n / Nのゾーンで有効な近似を取得し
ます。セクション4では、分布がゆっくりと変化する領域で別の近似を使⽤します。セクション5では、拡散⽅
程式を使⽤して、以前の2つの近似を接続します。クンマーとトリコミの合流型超幾何関数は、特に（Meerson
and Sasorov、2008）が使⽤するガウス誤差関数をここで置き換えます。セクション6では、準定常分布に関連
する固有値を推定します。

    厳密に得られたこれらの近似はありませんが、セクション7では、数値シミュレーションを⽰します。これ
は、強超臨界の場合の指数則と弱超臨界の場合のべき則の指数の数値を確認するようです。セクション8で
は、いくつかの注釈を追加しています。特に、弱い超臨界状態で、マルコフ環境の場合と周期的環境の場合を
⽐較します。好ましい状態または不利な状態で同じ時間の割合を使⽤します。絶滅するまで、指数法則に次
ぐ。セクション9では、有限数の状態を持つマルコフ連鎖の場合を考慮し、他の⼀般化について説明します。

2準定常分布

時間tで 、環境jに  n⼈の感染者     がいる確率を考えます  。 。だから

定義しよう

 ：列ベクトル
 ：2次の対⾓⾏列

システム（4）-（5）の形式は

固有値Mはのものであり、QとのそれらR。Qの固有値は0であり、 。対⾓線の外側の⾏列Rの係数は
正またはゼロです。さらに、関連するグラフでわかるように、⾏列Rは既約です。ペロンとフロベニウスの定
理の帰結（Smith、1995、corollary 3.2）は、⾏列Rが単純で、他のすべての固有値の実部より厳密に⼤きく、関
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連する固有ベクトルを持つ実固有値λを持っていることを⽰しています。厳密にポジティブなコンポーネント
で。場合 1は、⾏ベクトルは[1,1、...、1]サイズの 2N、次いで

（Berman and Plemmons、1994、Theorem 6.2.3、L33）によれば、 。選ぶ
固有値λに関連付けられたMの固有ベクトル： 。つまり、

例として、固有ベクトルを正規化してみましょう

図1は  と n / Nの 関数として  2つのケース：  と 、ケース  と 
。固有ベクトルπはScilabソフトウェアで計算されます。のピーク  に近い 、感染した⼈々の
割合iの 平均場⽅程式について考えるときに期待するように

確かに この⽅程式の唯⼀の安定した平衡状態です。のピーク  に近い  もし  そして
近くに  もし 。
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図1.コンポーネント  と  のために N = 100の 場合、n / Nの関数としての固有ベクトルπ
の  と 。その他のパラメーター値：a） 、b） 

。

    定義しよう

。

線形システム（1）-（2）は、次の形式で記述できます。

システム（8）-（9）および（6）-（7）は、

ここで、星印*は、ベクトルまたは⾏列の転置を⽰します。通常のドット積をとることで、
。だから

つまり、  の線形結合です  のために  と 。以下では、主にλに関⼼があります。勉強す
る  数値シミュレーションを通じてセクション7で。

πn,1 πn,2 n ≥ 1

q1 = 1 q2 = 1 a1 = 10 > a2 = 5 > b = 2

a1 = 5 > b = 2 > a2 = 1

π̂ = (π1,1, π1,2, … , πN ,1, πN ,2)

T̂ = (T1,1, T1,2, … , TN ,1, TN ,2)

−1 = q1(Tn,2 − Tn,1) + a1n(1 − n
N

)(Tn+1,1 − Tn,1) + bn(Tn−1,1 − Tn,1) ,

−1 = q2(Tn,1 − Tn,2) + a2n(1 − n
N

)(Tn+1,2 − Tn,2) + bn(Tn−1,2 − Tn,2) .

(8)

(9)

−1
∗ = R∗T̂ , λπ̂ = Rπ̂,

⟨−1
∗, π̂⟩ = ⟨R∗T̂ , π̂⟩ = ⟨T̂ , Rπ̂⟩ = λ⟨T̂ , π̂⟩

−
1

λ
=

⟨T̂ , π̂⟩

⟨1∗, π̂⟩
.

−1/λ (Tn,j) n ≥ 1 j = 1, 2

(Tn,j)



3. BKW近似

    事件 。 と 、私たちはそれを推測します  もし 。たとえば、別のモ
デルの場合（MeersonおよびSasorov、2008）が⾏ったように、実際にそうであることを事後検証します。した
がって、（6）-（7）の左側は無視できます。のために 、次の形式のBKW近似（Bender and Orszag、
1978）を探しましょう

どこに 。オーダー2のテイラー開発  注⽂1の  それを⽰唆している

（6）に置き換えて、 

式O（N）ギブ

⾓括弧の最初の項は定数関数の場合のみnullです 。⾓括弧内の2番⽬の項をキャンセルするソリューショ
ンを選択してください

つまり

加法定数を除いて。これは意味します 。機能 O（1）の式で取得されます。

交換することにより  その表現により、

機能  で （7）から得られます。の形 異なる表現のバランスを取るために選択されました。確か
に、最⾼次数は

交換することにより  その表現により、

x > x1 = 1 − b/a1 R0 > 1 λ → 0 N → +∞

x > x1

πn,1 = e−NS(x)−Σ(x), πn,2 =
c(x)

N
e−NS(x)−Σ(x)

x = n/N S(x) Σ(x)

πn±1,1 ≃ e−NS(x)∓S ′(x)−
S′′(x)

2N −Σ(x)∓
Σ′(x)

N .

e−NS(x)−Σ(x)

0 ≃ a1N(x − 1
N )(1 − x + 1

N )eS ′(x)− S′′(x)
2N

+ Σ′(x)
N − a1Nx(1 − x)

+ bN(x + 1
N )e−S ′(x)− S′′(x)

2N
− Σ′(x)

N − bNx − q1 + q2
c(x)

N
.

0 ≃ Nx[eS ′(x) − 1][a1(1 − x) − be−S ′(x)].

S(x)

eS ′(x) =
b

a1(1 − x)
,

S(x) = s1(x) = x log(b/a1) + x + (1 − x) log(1 − x)

S ′′(x) = 1
1−x Σ(x)

0 ≃ a1N[x(1 − x) +
2x − 1

N
]eS ′(x)[1 +

S ′′(x)

2N
+

Σ′(x)

N
] − a1Nx(1 − x)

+ bN(x + 1
N

)e−S ′(x)[1 −
S ′′(x)

2N
−

Σ′(x)

N
] − bNx − q1 .

S(x)

Σ′(x) =
1

x
−

1/2

1 − x
+

q1

a1 − b
( 1

x − x1
−

1

x
) ,

Σ(x) = σ1(x) = log(x √1 − x[ x − x1

x
]

q1
a1−b

) .

c(x) πn,2 πn,2

0 ≃
c(x)

N
{Na2x(1 − x)[eS ′(x) − 1] + bNx(e−S ′(x) − 1)} + q1 .

S(x)



要約すると、 、

ある定数に対して 。特にの動作を考慮  との  のために  と  に近い 。定義しよう
。私たちは持っています 。テイラー開発は

だから

    事件  もし 。 対称的に、もし解決策を探しましょう

のために 。システム（6）-（7）は、上記のように、

加法定数を除いて、

要約すると、 、

ある定数に対して 。のために  と  に近い 、

    図2と3は  と  に応じて  のために  と システム（6）-（7）を
使⽤して計算されます。図には、近似（10）および（12）も濃い⻘と⾚で⽰されています。定数  （10）で
は、 n = N-1の近似と⼀致します。定数  （12）は、  以下のセクション5で説明します。
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q2

a2−b

, πn,1 ≃
q2 πn,2

N(a1 − a2)x2(x2 − x)
. (13)

−(log πn,1)/N −(log πn,2)/N n/N 1 ≤ n ≤ N , πn,i

k1

πn,1 k2 k1



図2.の例 。⿊で、他の曲線の下：  と  に応じて 。
のために  ：ダークブルー、近似値（10）  および（12）  ⽔⾊、拡散近似（25） 

。
のために  ：⾚で、近似値（10）  および（12）  ピンク⾊の拡散近似（31） 

。

図3.の例 。⿊で、他の曲線の下：  と  に応じて 。
のために  ：濃い⻘⾊で、近似値（10） ; 緑、近似（20）  ⽔⾊、拡散近似（25） 

。
のために  ：⾚で、近似値（10） ; 紫で、近似値（19）  ピンクの拡散近似（31） 

。

4変化が遅い領域での近似

    の近似を探しています  と  のために  もし  そしてのために  もし 
。これらの間隔で、 。システム（6）-（7）を検討し、連続近似を直接試してみましょう
、 、 。テイラー開発は

a1 > a2 > b −(log πn,1)/N −(log πn,2)/N x = n/N

πn,1 x > x1 x < x2;

x ≃ x1

πn,2 x > x1 x < x2;

x ≃ x2

a1 > b > a2 −(log πn,1)/N −(log πn,2)/N x = n/N

πn,1 x > x1 x < x1;

x ≃ x1

πn,2 x > x1 x < x1;

x ≃ x1

πn,1 πn,2 x2 < x < x1 a1 > a2 > b 0 < x < x1

a1 > b > a2 S(x) = 0

πn,1 ≃ y(x) πn,2 ≃ z(x) x = n/N

′ ′′



λ≈0の場合、これは拡散近似につながります

1 / Nを 無視すると、次の⽅程式が得られます。

（Slatkin、1978）の式（29）-（30）と同じ形式です。式（16）と（17）を追加すると、

したがって、⾓括弧の間の関数は⼀定です。xは因⼦なので、これは  この定数はゼロであること：

これは表現することができます  に応じて 。（17）で置き換えることにより、いくつかの操作の後に

いくつかの定数のためのC。この近似は、図3の紫⾊で⽰されています。定数Cは、 以下のセクション5に⽰
すように。次に、⽅程式（18）および（19）は、

この近似は、図3の緑⾊で⽰されています。  と 、私たちは

もし 、我々は⾒つかりX ≈0

覚えて  に相当 この場合。特に、の積分  の近くで 収束しています。もし
、次に（19）が⽰す

に近い  と 。

5拡散近似  と 

πn±1,1 = y(x ± 1/N) ≃ y(x) ±
y′(x)

N
+

y′′(x)

2N 2
.

0 ≃
d

dx
[(bx − a1x(1 − x))y] − q1y + q2z +

1

2N

d2

dx2
[(a1x(1 − x) + bx)y]

0 ≃
d

dx
[(bx − a2x(1 − x))z] − q2z + q1y +

1

2N

d2

dx2
[(a2x(1 − x) + bx)z].

(14)

(15)

0 ≃
d

dx
[(bx − a1x(1 − x))y(x)] − q1y(x) + q2z(x)

0 ≃
d

dx
[(bx − a2x(1 − x))z(x)] − q2z(x) + q1y(x) ,

(16)

(17)

d

dx
[(bx − a1x(1 − x))y(x) + (bx − a2x(1 − x))z(x)] ≃ 0 .

x → 0

(bx − a1x(1 − x))y(x) + (bx − a2x(1 − x))z(x) ≃ 0 . (18)

y(x) z(x)

1

z(x)

dz

dx
≃

q1

bx − a1x(1 − x)
+

q2

bx − a2x(1 − x)
−

b − a2(1 − 2x)

bx − a2x(1 − x)
,

z(x) ≃
C

bx − a2x(1 − x)
(
a1(1 − x) − b

x
)

q1
a1−b

(
b − a2(1 − x)

x
)

q2
a2−b

(19)

k1

y(x) ≃
C

a1x(1 − x) − bx
( a1(1 − x) − b

x
)

q1
a1−b

( b − a2(1 − x)

x
)

q2
a2−b

. (20)

x ≃ x1 x < x1

y(x) ∼
C

a1x1
( a1

x1
)

q1
a1−b

(
b − a2(1 − x1)

x1
)

q2
a2−b

(x1 − x)
q1

a1−b
−1

. (21)

a1 > b > a2

y(x) ∼ C (a1 − b)
q1

a1−b −1 (b − a2)
q2

a2−b x
−1+

q2
b−a2

−
q1

a1−b

z(x) ∼ C (a1 − b)
q1

a1−b (b − a2)
q2

a2−b −1
x

−1+
q2

b−a2
−

q1
a1−b .

(22)

(23)

R0 = a1q2+a2q1

b(q1+q2) > 1 q2

b−a2
> q1

a1−b z(x) 0+

a1 > a2 > b

z(x) ≃
C

a2 x2
(
a1(1 − x2) − b

x2
)

q1
a1−b

( a2

x2
)

q2
a2−b

(x − x2)
q2

a2−b
−1 (24)

x2 x > x2

x1 x2



    近くの状況 。 に近い  と 、（14）-（15）の拡散は無視できなくなりました。の遷移ゾーン
の分析  と  （21）と（24）の定数Cが定数とリンクできるようにする必要があります  （10）から 
（12）から。定義しよう 。次に、（14）の1次の導関数の係数は、1次のテイラー展開で近似
できます。

私たちは無視します  前に  もし  ：

と

エルミート微分⽅程式があります

シリーズ全体の形で解決策を探しています

再帰関係を得る

どこに 。したがって、2つの線形に独⽴したソリューションがあります。

どこに  と  定数であり、

クンマーの合流型超幾何関数です。（Maroni、1997、⽅程式（93））によれば、  もし 
ここで、Γはオイラーのガンマ関数です。だから

だから  （21）と同じ漸近的振る舞いをするとき 、ただし、

逆の場合 、（11）は、  特定の定数を掛けたものとして動作する必要があります 。合流型
超幾何関数の理論（Maroni、1997）は、

x1 x = x1 x = x2

x1 x2 k1 k2

x = x1 + ξ1/√N

0 ≃ (a1 − b)
d

dξ1
[ξ1y] − q1y + q2z + b(1 − b/a1)

d2y

dξ2
1

.

q2z q1y x ≃ x1

0 ≃
b

a1

d2y

dξ2
1

+ ξ1
dy

dξ1
+ (1 −

q1

a1 − b
)y .

η1 = ξ1√
a1

2b
, y(η1) = e−η2

1Y (η1) (25)

0 ≃ 1
2

d2Y

dη2
1

− η1
dY

dη1
−

q1

a1 − b
Y .

Y (η1) =
∞

∑
n=0

wnη
n
1 .

wn+2 =
2(n + 2α1)

(n + 2)(n + 1)
wn ,

α1 =
q1/2
a1−b

Y (η1) = γ1 Φ(α1, 1
2 ; η2

1) + γ2 η1 Φ(α1 + 1
2 , 3

2 ; η2
1) ,

γ1 γ2

Φ(α,β; z) =
∞

∑
n=0

α(n)zn

β(n)n!
, α(0) = 1, α(n) = α(α + 1)(α + 2) ⋯ (α + n − 1)

Φ(α,β; z) ∼
Γ(β)
Γ(α) e

z zα−β

z → +∞

Y (η1) ∼ eη
2
1 |η1|2α1−1(

γ1 Γ( 1
2 )

Γ(α1)
−

γ2 Γ( 3
2 )

Γ(α1 + 1
2 )

), η → −∞.

y(η1) = e−η2
1Y (η1) η1 → −∞

[√Na1

2b
]

q1
a1−b −1

(
γ1 Γ( 1

2 )

Γ(α1)
−

γ2 Γ( 3
2 )

Γ(α1 + 1
2 )

) =
C (b − a2(1 − x1))

q2
a2−b

a
1− q1

a1−b

1 x
1+ q1

a1−b
+ q2

a2−b

1

. (26)

η1 → +∞ Y (η1) η−2α1
1



このような漸近的な振る舞いを得るために ある定数Kについて。実際、次に、

つまり  のために 、どこ  によって定義されるTricomiの合流超幾何関数

（Maroni、1997、⽅程式（90））によれば、  もし 。だから  もし 
。

    同等のもの  次に（11）と⼀致しますが、

要約すると、関係（26）、（27）、および（29）は、 、 、  と  に応じて 。特に、
、  と 、⽅程式（26）は

ルジャンドル・ガウスの公式を使⽤して別の形式を取得できます 。

    近くの状況 。 もし 、同様の分析を（15）に近い 。私たちは無視します  前に 
。もし

そう

どこに  と 定数です。の動作  （24）と⼀致する

定義しよう

ある定数に対して  （マイナス記号に注意してください ）。だから  もし 。だ
から  のために 。これは（13）と⼀致しますが、

γ1 =
Γ( 1

2 )

Γ(α1 + 1
2 )

K, γ2 =
Γ(− 1

2 )

Γ(α1)
K (27)

Y (η1) = K(
Γ( 1

2 )

Γ(α1 + 1
2 )

Φ(α1, 1
2 ; η2

1) +
Γ(− 1

2 )

Γ(α1)
η1 Φ(α1 + 1

2 , 3
2 ; η2

1)) , (28)

Y (η1) = K Ψ(α1, 1
2 ; η2

1) η1 > 0 Ψ(α, β; z)

Ψ(α, β; z) =
Γ(1 − β)

Γ(α − β + 1)
Φ(α, β; z) +

Γ(β − 1)

Γ(α)
z1−βΦ(α − β + 1, 2 − β; z) .

Ψ(α, β; z) ∼ z−α z → +∞ Y (η1) ∼ K η−2α1

1

η1 → +∞

e−η2
1Y (η1)

K[√ Na1

2b
]

−
q1

a1−b

= k1
eNc1

√1 − x1

x
q1

a1−b
−1

1 . (29)

K γ1 γ2 C k1 Γ(− 1
2 ) = −2√π

Γ( 1
2 ) = √π Γ( 3

2 ) = √π

2

[√ Na1

2b
]

q1
a1−b −1

2π K

Γ(α1)Γ(α1 + 1
2 )

=
C (b − a2(1 − x1))

q2
a2−b

a
1−

q1
a1−b

1 x
1+

q1
a1−b +

q2
a2−b

1

. (30)

Γ(α1)Γ(α1 + 1
2 ) = √π

22α1−1 Γ(2α1)

x2 a2 > b x = x2 = 1 − b/a2 q1y

q2z

x = x2 + ξ2

√N
, η2 = ξ2√ a2

2b , z(η2) = e−η2
2Z(η2), α2 =

q2/2
a2−b ,

Z(η2) = δ1 Φ(α2, 1
2 ; η2

2) + δ2 η2 Φ(α2 + 1
2 , 3

2 ; η2
2) (31)

δ1 δ2 η2 → +∞

[√ Na2

2b
]

q2
a2−b

−1

(
δ1 Γ( 1

2 )

Γ(α2)
+

δ2 Γ( 3
2 )

Γ(α2 + 1
2 )

) =
C [a1(1 − x2) − b]

q1
a1−b

a
1−

q2
a2−b

2  x
1+

q1
a1−b

+
q2

a2−b

2

. (32)

δ1 =
Γ( 1

2 )

Γ(α2 + 1
2 )

K̂, δ2 = −
Γ(− 1

2 )

Γ(α2)
K̂ (33)

K̂ δ2 Z(η2) = K̂ Ψ(α2, 1
2 ; η2

2) η2 < 0

e−η2
2Z(η2) ∼ K̂ e−η2

2 |η2|−2α2 η2 → −∞

K̂[√ Na2

2b
]

−
q2

a2−b

= k2
eNc2

√1 − x2

x

q2
a2−b

−1

2 . (34)



上記のように、（32）と（33）は

したがって、定数 、 、  と 定数によって決定されるC。

6⾃分の価値

    覚えて 。この連⽴⽅程式のすべての⾏を追加することにより、 。でも
。だから

システムの最初の2⾏は

それらを追加することにより、

    最初に、  と 。（19）が⽰す

どこに  に依存しない正の定数です 。というピークを利⽤して  に近い  および関係
（25）、（28）および（30）、

どこに （上記および下記）はまだ独⽴している正の定数であるN。したがって、（36）の分⺟におけるNラ
ージの主要な項は、 。分⼦では、  と  どこに  と  （22）-（23）で与えら
れ、

つまり、 Nのべき乗則として増加し、その指数は

はじめに発表したとおり。さらに、ωが次の⽅向に収束していることがわかります。  もし 低い値でbに
収束します。

    ここで、 。簡単にするために、表記を導⼊しましょう  （⾮公式のシンボルと混同しないで
ください  上記で使⽤）  もし 。特に すべてのβに対して。次に、
x = 1 / Nの（12）は、 。また、

[√Na2

2b
]

q2
a2−b −1

2π K̂

Γ(α2)Γ(α2 + 1
2 )

=
C [a1(1 − x2) − b]

q1
a1−b

a
1−

q2
a2−b

2 x
1+

q1
a1−b +

q2
a2−b

2

 . (35)

k2 K̂ δ1 δ2

Mπ = λπ λ∑N
n=0(πn,1 + πn,2) = 0

λ < 0

N

∑
n=0

(πn,1 + πn,2) = 0.

λπ0,1 = −q1 π0,1 + q2 π0,2 + b π1,1 ,
λπ0,2 = −q2 π0,2 + q1 π0,1 + b π1,2 .

λ = b
π1,1 + π1,2

π0,1 + π0,2
= −b

π1,1 + π1,2

∑N
n=1(πn,1 + πn,2)

. (36)

a1 > b > a2 R0 > 1

1

N

N

∑
n=1

πn,2 ≃ ∫
x1

0
z(x) dx ≃ κ1 C

κ1 N πn,1 x = n/N = x1

1

N

N

∑
n=1

πn,1 ≃ ∫
+∞

−∞
y(η1) dη1 

dx

dη1
≃ κ2

K

√N
≃ κ3 CN

−
q1/2

a1−b , (37)

κj

πn,2 π1,1 ≃ y( 1
N ) π1,2 ≃ z( 1

N ) y(x) z(x)

λ ≃ −κ4

( 1
N

)
q2

b−a2
−

q1
a1−b

−1

N
≃ −κ4 N

−
q2

b−a2
+

q1
a1−b .

−1/λ

ω =
q2

b − a2
−

q1

a1 − b
> 0,

+ ∞ a2

a1 > a2 > b f ≈ g

≃ (log f)/N − (log g)/N → 0 N → +∞ N β ≈ 1

π1,1 ≈ π1,2



さらに、のピーク  に近い  その間  に近い 。したがって、（37）はまだ有効であり、

（31）、（33）、（35）は

しかし（34）と（35）は

したがって（36）は  と 。最後に、  パラメータでほぼ指数関数的に増加します 
。

7絶滅までの平均時間

    線形システム（8）〜（9）は、（Artalejo et al。、2013）によって提⽰された数値⼿法で解くことができま
す。この⽅法は、2次の正⽅⾏列のみを使⽤し、数値の不安定性を低減します。覚えて  と 。

    最初の例： 。 とりましょう  と 。図4aは  と  に応じて 。図4bは、
たとえば環境1のN⼈の感染者から始まる、絶滅までの平均時間はおおよそ指数関数的に増加することを⽰唆し
ています。 。線形回帰は 。注意してください  と 、それは⽰唆していま
す 。

π1,2 ≈ k2 e
−Ns2(1/N) ≈ k2 e

−s′
2(0) ≈ k2.

πn,1 x = n/N = x1 πn,2 x2

1

N

N

∑
n=1

πn,1 ≈ C,

1

N

N

∑
n=1

πn,2 ≃ ∫
+∞

−∞
z(η2) dη2 

dx

dη2
≃ κ5

K̂

√N
≃ κ5 CN

− q2/2
a2−b ≈ C .

C ≈ K̂ ≈ k2 e
Nc2 .

−λ ≈ e−Nc2 −1/λ ≈ eNc2 − 1/λ

c2

q1 = q2 = 1 b = 2

a1 > a2 > b a1 = 10 a2 = 5 Tn,1 Tn,2 x = n/N

TN ,1 ≈ ecN c ≃ 0.32 c1 ≃ 0.81 c2 ≃ 0.32

c = c2



図4.ケース 。a）  【実線】と  【点線】による  もし 。b） 
に応じて 。

    2番⽬の例：  と 。とりましょう  と 。だから 。図5aは  と 
 に応じて 。図5bは  に応じて 。べき乗則を⽰唆する直線が得られます 。線

形回帰によって得られる勾配は、 。この場合、 、これは測定された勾配に
よく対応しています。

a1 > a2 > b Tn,1 Tn,2 n/N N = 100 log TN ,1

N

a1 > b > a2 R0 > 1 a1 = 5 a2 = 1 R0 = 1.5 > 1 Tn,1

Tn,2 x = n/N log TN ,1 log N T ∼ κ N ω

ω ≃ 0.67 q2

b−a2
− q1

a1−b = 1 − 1
3 = 2

3



図5.ケース  と 。a）  と  に応じて  もし 。b）  に
応じて 。

8ノート

定期的なケースとの⽐較。

    ランダム環境と周期的環境の違いを強調するために、  と ながら、  と 。だか
ら  ：環境は平均して半分の時間を状態1に費やし、残りの半分は状態2に費やします。 べき
法則としてのNの関数として増加します。⼀⽅、同じSISモデルを検討しますが、定期的な環境（Bacaër、
2015）で考えてみましょう。 、  のために 、および  のために 

。このモデルでは、 消滅プロセスに関連するフロケ乗数です。図6は、  指数関数的に
成⻑します 。

a1 > b > a2 R0 > 1 Tn,1 Tn,2 x = n/N N = 100 log TN ,1

log N

a1 = 5 a2 = 1 q1 = q2 = 1 b = 2

u1 = u2 = 0.5 TN ,1

T = 1
q1

+ 1
q2

a(t) = a1 0 < t < u1T a(t) = a2

u1T < t < T eΛT − 1/Λ

N



図6.絶滅までの平均時間  ランダムな環境で  定期的に似た環境で。

    平均場⽅程式。 平均場の⽅程式は、次のように（Baca usefulr and Ed-Darraz、2014）

平衡状態（0,0）の近くで線形化されると、ヤコビ⾏列につながります

しかし、同時に

厳密に正の固有値。これにより、⾃明な平衡が不安定になります。
。

    別の制限。 得られた結果は、パラメータが 、  と Nが無限⼤に収束する間、固定されます。例えば物
事が明らかに異なる場合  と  ⼀定の⽐率で無限に収束する 。次に、モデルは、⼀定の環境で均質化さ
れたモデルに、平均接触パラメータでアプローチします。 。

    未臨界のケース。 未臨界のケースには対処しませんでした  と  さもなければ 
。絶滅までの平均時間の振る舞いは、⼀定の環境での場合とほぼ同じです。感染している⼈⼝の⼀定の割合か
ら始めて、平均時間は （Doering et al。、2005）。感染したフラクション1 / Nから開始して、平均時間は
逆に限界に向かって収束します。ランダムな環境の場合、これはデジタルシミュレーションが⽰唆することで
もあります。

9有限数の状態を持つマルコフ連鎖

    と  状態、極⼩ジェネレータが  そのようなものです  すべてのために 。この⾏列が
既約であり、それは 。もし 、その後、絶滅までの平均時間は、⼈⼝のサイズNにほぼ
⽐例して、 。実際、絶滅の可能性が最も⾼いのは環境Jです。

    ⼀⽅、  と 、メモ  と 。の近くで 、システム（16）-（17）は

TN ,1 −1/Λ

dI1

dt
= a1I1(1 − I1

N
) − bI1 − q1I1 + q2I2

dI2

dt
= a2I2(1 − I2

N
) − bI2 − q2I2 + q1I1,

( ).
a1 − b − q1 q2

q1 a2 − b − q2

R0 < 1

qj aj b

q1 q2 q1/q2

ā = a1u1 + a2u2

R0 < 1 a1 > b > a2 b > a1 > a2

logN

J Q Qj,j = −∑J

i=1 Qi,j j Q

a1 > a2 > ⋯ > aJ aJ > b

cJ = b/aJ − 1 − log(b/aJ)

b > aJ R0 > 1 πn,j ≃ yj(x) x = n/N x = 0



解決策を探しています  と  と  すべてのjについて、

のために 。したがって、序論の表記法では、⼀般化された固有値の問題があります。
、 。

    お⾒せします

対⾓⾏列です。実数sの場合、

正またはゼロであるすべての係数が対⾓線の外側にあります。さらに、この⾏列は既約です。ペロン
とフロベニウスの定理の推論によると（スミス、1995、推論3.2）、  の単純な固有値です  （⽀配
的な固有値と呼ばれます）そして固有ベクトルがあります  それらのすべてのコンポーネントは、

この固有ベクトルは正規化で⼀意です

同じ推論によると、ベクトルの存在  と  すべてのために  と  実際には 。した
がって、式  と  ユニークなソリューションがあります。

    存在に関して、私たちは最初に、極⼩ジェネレータが  に対応  ：私たちは持っています  そ
して私たちは注意します 右側の固有ベクトル。⾏ベクトル  の左側の固有ベクトルです 

 固有値0に関連付けられています。したがって、

単純な固有値摂動定理によれば、関数  で差別化可能です  と

でも  に相当 。だから 。また、  すべ
てのために 。もし 、私たちは持っています 。スペクトルの連続性により、

だから  もし 。なぜなら  と 、あると推定します  と 。

    ⼀意性については、まず機能が 凸状です。確かに、すべての実数について 、 、および 、
それがわかります  は、⾏列の⽀配的な固有値です 。（Cohen、
1981）の定理によれば、この固有値は以下です。 。これは凸性を証明します。今あると
仮定します  と 。なぜなら  そして  凸である、私たちは推測します

 のために 。これは⽭盾します 。

0 ≃ (b − aj)
d

dx
(x yj) +

J

∑
k=1

Qj,kyk . (38)

yj = θj x
ω−1 ω > 0 θj > 0

0 ≃ ω(b − aj)θj +
J

∑
k=1

Qj,kθk

1 ≤ j ≤ J

Qθ = ω(A − B)θ θ = (θ1, … , θJ)

∃! ω > 0, Qθ = ω(A − B)θ, θj > 0 ∀j.

D = A − B

μ(s) = max{R(λ);  λ ∈ σ(Q − sD)}.

Q − sD

μ(s) Q − sD

ϕ(s)

(Q − sD)ϕ(s) = μ(s)ϕ(s).

J

∑
j=1

ϕj(s) = 1.

θ θj > 0 j (Q − ωD)θ = 0 μ(ω) = 0

μ(ω) = 0 ω > 0

Q s = 0 μ(0) = 0

u = ϕ(0) 1 = [1, … , 1]

Q

1u =
J

∑
j=1

uj = 1.

μ(s) s = 0

μ′(0) = −1Du.

R0 > 1 1Du = ∑J
j=1(aj − b)uj > 0 μ′(0) < 0 (Q/s − D)ϕ(s) = (μ(s)/s)ϕ(s)

s > 0 s → +∞ Q/s − D → −D

μ(s)/s → max
j

(−Dj,j) = max
j

(b − aj) = b − aJ > 0.

μ(s) → +∞ s → +∞ μ(0) = 0 μ′(0) < 0 ω > 0 μ(ω) = 0

μ(s) ω1 ω2 0 < ε < 1

μ(εω1 + (1 − ε)ω2) Q − εω1D − (1 − ε)ω2D

εμ(ω1) + (1 − ε)μ(ω2)

ω1 > ω2 > 0 μ(ω1) = μ(ω2) = 0 μ(0) = 0 μ(s)

μ(s) = 0 0 ≤ s ≤ ω1 μ′(0) < 0



     が可逆⾏列である場合 すべてのj。だから  に相当 。だから
 は固有値です  その実部が最⼤です。

    最後に式（36）は

分⼦には、 。分⺟には  、

だから 増加するNとして 。

    環境が例えば確率微分⽅程式によって⽀配されている場合、そのような結果を⼀般化することは間違いなく
可能です

定義しよう  微分演算⼦

私たちは  不変確率です：

したがって、ランジュバンの⽅程式の場合、

接触率は  上の関数です  と  と

平均消滅時間は、Nとともに次のように増加します。 、どこ  微分演算⼦が対象とする唯⼀の正の数 
 の主固有値は0です。この固有値の凸性の関数として 、（加藤、1982）を参照。のアシスタ

ントオペレーターが  です

と  もし  1に等しい定数関数を⽰します。

10周期的でランダムな環境

    有限の環境セットの場合に戻りましょう。ここで、極⼩ジェネレータは

周期の周期関数です 
連続関数または区分連続関数です。
少なくともtの区間で既約です。

A − B aj ≠ b Qθ = ω(A − B)θ (A − B)−1Qθ = ω θ

ω (A − B)−1Q

λ = −b
∑J

j=1 π1,j

∑J
j=1 ∑

N
n=1 πn,j

.

π1,j ≃ θj(1/N)ω−1

N

∑
n=1

πn,j ≃ Nθj ∫
1

0

xω−1 dx.

− 1/λ N ω

dξ = f(ξ(t)) + σdB(t).

L∗

(L∗u)(ξ) =
σ2

2

d2u

dξ2
−

d

dξ
(f(ξ)u(ξ)).

u(ξ)

L∗u = 0, u > 0, ∫
+∞

−∞

u(ξ) dξ = 1.

f(ξ) = −k ξ, k > 0, u(ξ) = √ k

πσ2
e−kξ2/σ2

.

a(⋅) R min a(⋅) < b

R0 = ( lim
T→∞

1

T
∫

T

0

a(ξ(t)) dt)/b = (∫
+∞

−∞

a(ξ)u(ξ) dξ)/b > 1.

N ω ω

L∗ − ω[a(⋅) − b] ω

L∗

L =
σ2

2

d2

dξ2
+ f(ξ)

d

dξ

L1 = 0 1

Q(t)

T



システム（4）-（5）の形式 。（Bacaër、2015）に続いて、単⼀のカップルがいます。  と

 周期の周期関数です 

 のために  と 。

また、

独⾃の機能もあります -定期的  と

（Bacaërand Ed-Darraz、2014）として、

    私たちはそれを推測します 、その後、絶滅までの平均時間はNとともに指数関数的に増加
します

⼀⽅、  でも 、近似  の⼀般化（38）に⾄ります 

形の解決策 、関数付き  -定期的、チェックする必要があります

単⼀の実数があります  そのため  システムの⽀配的なフロケ乗数です

この⾏列は周期の周期関数です 。対⾓線の外側の係数は正またはゼロです。⾏列はtの区間で既約です。ユ
ニークなものがあることを⽰すことができます  と 。セクション9のように使⽤します

の凸 

 もし 
 もし 。

    の凸性に注意してください （Cohen、1981）の議論を単純に⼀般化することによって⽰されます。使⽤
しています

dP
dt = M(t)P (λ,π)

λ < 0

π(t) = (πn,j(t))0≤n≤N ,1≤j≤J T

λπ(t) +
dπ

dt
= M(t)π(t)

1

N

N

∑
n=1

J

∑
j=1

πn,j(t) = 1

πn,j(t) > 0 1 ≤ n ≤ N 1 ≤ j ≤ J

N

∑
n=0

J

∑
j=1

πn,j(t) = 0.

T u(t)

du

dt
= Q(t)u(t), uj(t) > 0,

J

∑
j=1

uj(t) = 1.

R0 = (
1

T
∫

T

0

J

∑
j=1

ajuj(t) dt)/b.

a1 > … > aJ > b

cJ = b/aJ − 1 − log(b/aJ).

aJ < b R0 > 1 πn,j(t) ≃ yj(t,x) x = 0

∂yj

∂t
≃ (b − aj)

∂

∂x
(xyj) +

J

∑
k=1

Qj,k(t)yk .

yj(t,x) = θj(t)xω−1 θ(t) = (θj(t)) T

dθ

dt
= (Q(t) − ωD)θ(t) .

μ(ω) eμ(ω)T

dX

dt
= (Q(t) − ωD)X.

T

ω > 0 μ(ω) = 0

μ(ω)

μ(0) = 0

μ′(0) = − 1
T

∫ T

0
1Du(t) dt < 0 R0 < 1

μ(ω) → +∞ aJ < b

μ(ω)



ゼロのセットの係数をもつ⾏列のスペクトル半径の対数凸またはωの対数凸関数 
 加算、乗算、および限界への遷移により安定している

（キングマン、1961年）。確かに、  は区分的連続周期関数であり、ステップ関数でアプローチできま
す。  区間の近似⾏列です  のために 、  と 。もし  この階段機能
でした  ⾏列の積のスペクトル半径に等しい

（Cohen、1981）によれば、これらの⾏列のそれぞれには、 。したがって、⾏列の積は、 。そのスペクト
ル半径はωの対数凸です。

    なぜなら

以前と同じように結論付けます おそらくと共に成⻑Nとして 。
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Éditions Techniques de l′Ingénieur,  Paris
Meerson B,  Sasorov PV (2008) Noise– driven unlimited population growth. Phys Rev E 78 :  060103
Nåsell I (2011) Extinction and quasi– stationarity in the stochastic logistic SIS model. Springer,  Berlin
Slatkin M (1978) The dynamics of a population in a Markovian environment. Ecology 59 :  249– 256
Sawyer S,  Slatkin M (1981) Density independent fluctuations of population size.
Theor Popul Biol 19 :  37– 57
Smith HL (1995) Monotone dynamical systems. American Mathematical Society,  Providence


