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الملخص

في بیئة عشوائیة ھي سلسلة ماركوف في وقت متواصل من دولتین ، فإن متوسط   وقت انقراض النموذج العشوائي SIS لوباء یزداد ، في
الحالة فوق الحرجة ، بشكل كبیر فیما یتعلق بحجم السكان إذا كان كلاھما الدول مواتیة ، ووفقاً لقانون السلطة إذا كانت إحدى الدول مواتیة بینما

كانت الأخرى غیر مواتیة للانتشار.

1 مقدمة

I)) ًأو مصابا (S) ًللوباء ، یكون كل فرد إما صحیا SIS یكون حجم السكان ، على افتراض أنھ ثابت. في النموذج العشوائي N دع    
) ھو معدل الخروج من الولایة j . في Nåsell ، 2011)). تخیل أن البیئة تتبع سلسلة ماركوف في وقت متواصل مع دولتین. ((
. إذا في وقت ر عدد المصابین ھو ن والبیئة ي ، واحتمال حدوث عدوى جدیدة بین ر و ر + البیئة j ، یكون معدل الاتصال لكل فرد
. افترض أن معدل الشفاء b > 0 للفرد ھو نفسھ في كلتا البیئتین. ومن ثم یكون دینارا مع دینارا متناه في الصغر، ھو
بین t و t + dt . تمت دراسة ھذا النموذج من قبل (Artalejo et al.، 2013) ولكن لیس إلى الحد احتمال الشفاء الجدید من السكان 

Cogburn and) من السكان كبیرًا. علاوة على ذلك ، فھي حالة خاصة لعملیة الولادة والوفاة في بیئة ماركوف N الذي یصبح فیھ حجم
.(Torrez، 1981

    دعونا نحدد

) ھي نسبة الوقت المنقضي في البیئة 1 (استجابة 2). للنموذج الخطي ، أي العملیة الخطیة ثم  ھو المولد اللامتناھي ، بینما  (ریب. 
، (باقر وإد الدراز ، 2014) یلاحظ أنھ من شبھ المؤكد أن ھناك انقراض إذا وفقط  للولادة والموت في بیئة عشوائیة من المعلمات و 

. ومع ذلك ، عندما یكون عدد . بالنسبة لنموذج SIS غیر الخطي ، من ناحیة أخرى ، ھناك انقراض مھما كانت قیمة المعلمة
ھو متوسط   الوقت مع n المصابین في . إذا السكان N كبیرًا ، یكون متوسط   الوقت للانقراض كبیرًا إذا وصغیرة إذا 

، البدایة في البیئة j ، ثم لـ 

، سلوك متوسط    . الھدف من ھذه المقالة ھو الدراسة في الحالة فوق الحرجة ، وھذا یعني إذا بالإضافة إلى ذلك 
الوقت حتى الانقراض عندما یصبح حجم السكان N كبیرًا.

(Doering et al. ، 2005 ، الجدول 1) یوضح أن متوسط   وقت الانقراض من جزء     في بیئة ثابتة بمعدل اتصال كان مع

. ، أین  ، بغض النظر عن x ، مثل  مصاب من السكان x = n / N یزید عندما
وبعبارة أخرى، فإن متوسط الوقت یتزاید أضعافا مضاعفة تقریبا مع N . (Bacaër، 2015) یقترح نتیجة مشابھة عندما تكون البیئة دوریة ،

حتى لو لم تكن ھناك صیغة صریحة لمعلمة النمو ج .
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، تشیر المقالة التالیة إلى أنھ یجب التمییز بین حالتین: حالة فوق الحرجة للغایة حیث      في بیئة عشوائیة فوق الحرجة ، أي مع 
، نفترض أن متوسط   الوقت . في حالة فوق الحرجة للغایة حیث  وحالة ضعیفة للغایة حیث 

. وبشكل أكثر دقة ، فإن لوغاریتم متوسط   الوقت حتى الانقراض یزداد بشكل كبیر تقریباً مع N مع معلمة 
. وبالتالي فإن السلوك المقارب ھو نفسھ كما لو كانت البیئة مغلقة في الحالة 2 ، وھذا یعني أن الأقل ملاءمة ، مقسومًا على N ، یتقارب إلى

لانتشار الوباء والذي یحدث فیھ الانقراض بشكل تفضیلي.

، ثم نفترض أن متوسط   الوقت للانقراض یزید كما  مع     ومع ذلك ، إذا  و 

. بشكل حدسي ، یحدث من وقت لآخر أن یبقى المرء في الحالة 2 لفترة طویلة جدًا. احتمالیة أن في ھذه الحالة،  ما یعادل 
(دورینغ وآخرون ، 2005) ؛ . في الحالة 2 ، متوسط   وقت الانقراض لـ N large ھو من تكون ھذه المدة أكبر من τ ھي

. لذا ، فإن احتمال الانقراض خلال فترة في الحالة 2 یكون في النھایة یمكن تخمین ذلك أیضًا من معادلة شبھ الانقراض
. وفقاً لتحلیلنا ، فإن ترتیب الحجم ھو . ھذا یشیر إلى أن متوسط   وقت الانقراض ھو من حیث حجم العكسي ، أي

في الواقع مع ω المعطى بواسطة (3).

، ثم  یبقى دون تغییر ولكن  مضروبة في  : في ھذا النموذج ،     لاحظ أیضًا أنھ إذا  و  مضروبة في  مع 
تمیل زیادة التقلبیة البیئیة إلى زیادة متوسط   وقت الانقراض.

    ھذا القانون في  یبدو أنھ قادر على التعمیم في حالة البیئة مع حالات J إذا

لقد فعلنا

إذا كان Q ھو المولد اللامتناھي وإذا كان u ھو المتجھ الوحید مع

. النظر في الحد الطیفي (بكار وإد الدراز ، 2014). دع A و B یدلان على المصفوفات القطریة و 

الجزء الحقیقي من العدد المركب. نظھر أین  یدل على طیف مصفوفة و 

لجمیع j ، الرقم simply ھو ببساطة القیمة الذاتیة لأكبر . في حالة معینة حیث ثم نفترض أن متوسط   الوقت للانقراض یزید كما 
. تم العثور على ھذه المصفوفة والتعبیر عن القیمة الذاتیة ω المعطاة بواسطة (3) لـ I = 2 بالفعل جزء حقیقي من المصفوفة

) ؛ في (سویر وسلاتكین ، 1981 ، المعادلتان (14) و (20)) لنموذج السكان دون العشوائیة الدیموغرافیة في حالة دون الحرجة (
. N في ھذه الحالة، فإن الوقت نفسھ حتى الانقراض ولكن یزید كما لوغاریتم

    لقد وجد العدید من المؤلفین قانوناً للسلطة في الوقت المتوسط   للانقراض في النماذج السكانیة في بیئة عشوائیة براونیة (لودفیج ، 1976 ؛
(Doering et al.، 2005) و (Gaveau et al.، 1996) لي ، 1981 ؛ لاند ، 1993). یستخدمون معادلة الانتشار كنقطة انطلاق. ومع ذلك

أظھروا أن ھذه المعادلة تؤدي إلى صیغة غیر دقیقة للمعلمة c . في الواقع ، لا تمثل ھذه المعادلة دائمًا بشكل جید ذیل التوزیع شبھ الثابت ،
وھو بالتحدید أھم جزء لدراسة عملیة الانقراض. لاحظ أن (Kamenev et al.، 2008) عالج مشكلة الانقراض بالنسبة للسكان في بیئة

عشوائیة مع ضوضاء ملونة باستخدام تكاملات المسار.

    یقدم القسم 2 التوزیع شبھ الثابت للنموذج. یستخدم القسم 3 طریقة Brillouin و Kramers و Wentzel (BKW) للحصول على
تقدیرات صحیحة في مناطق المعلمة x = n / N حیث یتغیر التوزیع بسرعة. یستخدم القسم 4 تقریباً آخر في المنطقة التي یختلف فیھا التوزیع

ببطء. یستخدم القسم 5 معادلة الانتشار لربط التقریبین السابقین: تستبدل الدالات المتغیرة للھندسة المتغیرة لـ Kummer و Tricomi ھنا
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وظیفة خطأ Gauss المستخدمة على وجھ الخصوص بواسطة (Meerson and Sasorov، 2008). یقدّر القسم 6 القیمة الذاتیة المرتبطة
بالتوزیع شبھ الثابت.

    لم یتم الحصول على أي من ھذه التقریبات بشكل صارم ، یقدم القسم 7 مع ذلك المحاكاة العددیة التي یبدو أنھا تؤكد القیمة العددیة للدعاة
للقانون الأسي في الحالة فوق الحرجة بقوة ولقانون القوة في الحالة فوق الحرجة الضعیفة. القسم 8 یضیف بعض الملاحظات. على وجھ

الخصوص ، نقارن في النظام الحرج الضعیف حالة البیئة الماركوفیة وحالة البیئة الدوریة بنفس النسبة من الوقت في حالة مواتیة أو غیر
مواتیة: الأول یؤدي إلى قانون السلطة في الوقت المتوسط حتى الانقراض ، والثاني لقانون أسي. القسم 9 ینظر في حالة سلسلة ماركوف مع

عدد محدود من الدول ویناقش التعمیمات الأخرى.

2 توزیع شبھ ثابت

. ثم : t  في الوقت j  ضع في اعتبارك احتمالیة وجود عدد من  المصابین في البیئة    

دعونا نحدد

 : متجھ عمود
 : مصفوفة قطریة من الرتبة الثانیة

النظام (4) - (5) من الشكل

. تكون معاملات المصفوفة R خارج القطر موجبة أو صفر. والقیم الذاتیة لل M ھي تلك Q وتلك R . والقیم الذاتیة لل Q ھي 0
Frobenius و Perron غیر قابلة للاختزال ، كما نرى مع الرسم البیاني المرتبط. النتیجة الطبیعیة لنظریة R علاوة على ذلك ، المصفوفة

(سمیث ، 1995 ، النتیجة الطبیعیة 3.2) تظُھر أن المصفوفة R لھا قیمة ذاتیة حقیقیة simple بسیطة ، أكبر بدقة من الجزء الحقیقي من جمیع
القیم الذاتیة الأخرى ، ومع المتحدثة الذاتیة المرتبطة بھا. بمكونات إیجابیة للغایة. إذا كان 1 ھو متجھ الخط [1،1 ،… ، 1] بالحجم 2N ، إذن

. یتم تحدید وفقاً لـ (Berman and Plemmons، 1994، Theorem 6.2.3، L33) ، لدینا 
. بعبارة أخرى ، :λ المرتبط بالقیمة الذاتیة M المتجھ الذاتي لـ

دعونا تطبیع المتجھ الذاتي من خلال فرض سبیل المثال
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، حالة حیث  و یظھر الشكل 1  و  كدالة لـ n / N لـ في حالتین: حالة  و 
كما قد یتوقع المرء عند التفكیر . یتم حساب المتجھ الذاتي with مع برنامج Scilab. ذروة قریب من 

في معادلة المجال یعني أن نسبة ط المصابین

ھي حالة التوازن المستقرة الوحیدة لھذه المعادلة. ذروة قریب من  إذا  وقریبة من  إذا  في الواقع 
.

 

. قیم من المتجھ الذاتي π كدالة n / N عندما N = 100 ،  و  الشكل 1. المكونات  و  ل 
. ب)  المعلمات الأخرى:

    دعونا نحدد

.

یمكن كتابة النظام الخطي (1) - (2) في النموذج

1

N

N

∑
n=1

(πn,1 + πn,2) = 1.

πn,1πn,2n ≥ 1R0 > 1a1 > a2 > bR0 > 1
a1 > b > a2πn,1x1 = 1 − b/a1

di

dt
= a1i(1 − i) − bi.

x1πn,2x2 = 1 − b/a2a2 > bx = 0
a2 < b

πn,1πn,2n ≥ 1q1 = 1q2 = 1
a1 = 10 > a2 = 5 > b = 2a1 = 5 > b = 2 > a2 = 1

π̂ = (π1,1,π1,2, … ,πN ,1,πN ,2)

T̂ = (T1,1,T1,2, … ,TN ,1,TN ,2)



الأنظمة (8) - (9) و (6) - (7) تظھر ذلك

حیث یشیر النجم * إلى تبدیل المتجھات أو المصفوفات. من خلال أخذ منتج النقطة المعتاد ، نحصل على
. لذا

. في ما یلي ، نحن مھتمون بشكل أساسي بـ λ. ندرس  في بعبارة أخرى ،  ھو مزیج خطي من  ل  و 
القسم 7 من خلال المحاكاة العددیة.

BKW 3. تقریب

. سوف نتحقق من الخلفیة ، كما فعلنا على سبیل ، نخمن ذلك  إذا  . مع     القضیة 
المثال (Meerson and Sasorov، 2008) لنموذج مختلف ، وھذا ھو الحال بالفعل. وھكذا یمكن إھمال الجانب الأیسر من (6) - (7). ل

، دعنا نبحث عن تقریب BKW (Bender and Orszag ، 1978) للنموذج

. تطویر تایلور من أجل 2 ل ومن أجل 1 ل  یقترح ذلك أین 

نحصل علیھ باستبدال (6) والتبسیط بواسطة 

التعبیرات في O (N) تعطي

. اختر الحل الذي یلغي المصطلح الثاني بین قوسین معقوفین المصطلح الأول بین قوسین معقوفین فارغ فقط للوظائف الثابتة 

ھذا یعني

: (O (1 یتم الحصول علیھا بالتعابیر الواردة في . الوظیفة باستثناء ثابت مضافة. ھذا یعني 
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N

)(Tn+1,2 − Tn,2) + bn(Tn−1,2 − Tn,2) .
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.

−1/λ(Tn,j)n ≥ 1j = 1, 2(Tn,j)

x > x1 = 1 − b/a1R0 > 1λ → 0N → +∞
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S ′′(x)

2N
+

Σ′(x)

N
] − a1Nx(1 − x)

+ bN(x + 1
N

)e−S ′(x)[1 −
S ′′(x)

2N
−

Σ′(x)

N
] − bNx − q1 .



بتعویض  من خلال التعبیر ، نحصل

تم اختیاره لموازنة التعبیرات المختلفة. في الواقع ، یعطي أعلى ترتیب تم الحصول علیھ من (7). شكل الوظیفة  في 

بتعویض  من خلال التعبیر ، نحصل

، باختصار ، نحن نتخمین 

. دعونا نحدد . النظر على وجھ الخصوص في سلوك و  ل  و  قریب  لثابت معین 
. یعطي تطور تایلور . لقد فعلنا

لذا

. بشكل متماثل ، دعونا نبحث عن حل إذا     القضیة  إذا 

. النظام (6) - (7) یؤدي ، كما سبق ، إلى ل 

باستثناء ثابت إضافي ، بینما

، باختصار ، نحن نتخمین 

، . ل و  قریب  لثابت معین 

S(x)

Σ′(x) =
1

x
−

1/2

1 − x
+

q1

a1 − b
( 1

x − x1
−

1

x
) ,

Σ(x) = σ1(x) = log(x √1 − x[ x − x1

x
]

q1
a1−b

) .

c(x)πn,2πn,2

0 ≃
c(x)

N
{Na2x(1 − x)[eS ′(x) − 1] + bNx(e−S ′(x) − 1)} + q1 .

S(x)

c(x) ≃
q1

(a1 − a2)x(x − x1)
.

x > x1

πn,1 ≃ k1 e−Ns1(x)−σ1(x), πn,2 ≃
q1 πn,1

N(a1 − a2)x(x − x1)
, (10)

k1πn,1πn,2x > x1xx1

c1 = b/a1 − 1 − log(b/a1)s′
1(x1) = 0

s1(x) ≃ s1(x1) + s′′
1(x1)(x − x1)2/2 ≃ −c1 +

a1

2b
(x − x1)2.

πn,1 ≃ k1
eNc1−N

a1
2b

(x−x1)2
x

q1
a1−b −1

1

√1 − x1 (x − x1)
q1

a1−b

, πn,2 ≃
q1 πn,1

N(a1 − a2)x1(x − x1)
. (11)

x < x2 = 1 − b/a2a1 > a2 > ba2 > b

πn,2 = e−NS(x)−Σ(x), πn,1 =
c(x)

N
e−NS(x)−Σ(x)

x < x2 = 1 − b/a2

S(x) = s2(x) = x log(b/a2) + x + (1 − x) log(1 − x)

Σ(x) = σ2(x) = log(x √1 − x[ x2 − x

x
]

q2
a2−b

), c(x) ≃
q2

(a1 − a2)x(x2 − x)
.

x < x2

πn,2 ≃ k2 e−Ns2(x)−σ2(x), πn,1 ≃
q2 πn,2

N(a1 − a2)x(x2 − x)
, (12)

k2x < x2xx2

πn,2 ≃ k2
eNc2−N

a2
2b

(x2−x)2
x

q2
a2−b −1

2

√1 − x2 (x2 − x)
q2

a2−b

, πn,1 ≃
q2 πn,2

N(a1 − a2)x2(x2 − x)
. (13)



محسوبة باستخدام     الشكلان 2 و 3 یظھران  و  بالاعتماد على  ل  مع 
یتزامن النظام (6) - (7). كما توضح الأشكال التقریبیة (10) و (12) باللون الأزرق الداكن والأحمر. الثابت یتم اختیار (10) بحیث 

مع تقریبھ لـ n = N-1 . الثابت في (12) یحددھا  كما ھو موضح في القسم 5 أدناه.

. باللون الأسود ، تحت المنحنیات الأخرى: و  الشكل 2. الشكل مع 
 . بالاعتماد على 

ل  : باللون الأزرق الداكن ، تقریب (10) لـ  و (12) ل  باللون الأزرق الفاتح ، التقریب المنتشر
 . (25) ل 

ل : باللون الأحمر ، تقریب (10) لـ  و (12) ل  باللون الوردي ، التقریب المنتشر (31) ل 
.

. باللون الأسود ، تحت المنحنیات الأخرى: و  الشكل 3. المثال مع 
 . بالاعتماد على 

؛ باللون الأخضر ، تقریب (20) ل باللون الأزرق ل : باللون الأزرق الداكن ، التقریب (10) لـ 
 . الفاتح ، التقریب المنتشر (25) ل 

لأ لأ

−(log πn,1)/N−(log πn,2)/Nn/N1 ≤ n ≤ N ,πn,i

k1πn,1

k2k1

a1 > a2 > b−(log πn,1)/N−(log πn,2)/N

x = n/N

πn,1x > x1x < x2;
x ≃ x1

πn,2x > x1x < x2;
x ≃ x2

a1 > b > a2−(log πn,1)/N−(log πn,2)/N

x = n/N

πn,1x > x1x < x1;
x ≃ x1



؛ باللون الأرجواني ، تقریب (19) ل باللون الوردي ، تقریب ل : باللون الأحمر ، التقریب (10) لـ 
. انتشاري (31) ل 

4 التقریب في مجال التباین البطيء
. خلال ھذه الفترات     نحن نبحث عن تقریب  و  ل  إذا  و ل  إذا 

. یعطي مع   ، . لنأخذ في الاعتبار النظام (6) - (7) ونحاول تقریباً تقریباً مستمرًا  ،
تطور تایلور

مع λ ≈ 0 ، یؤدي ھذا إلى تقریب الانتشار

بإھمال N / 1 ، نحصل على المعادلات

وھي من نفس شكل المعادلات (29) - (30) من (Slatkin، 1978). بإضافة المعادلتین (16) و (17) نجد

وبالتالي فإن الوظیفة بین الأقواس المربعة ثابتة. لأن x عاملاً ، ھذا یوحي بالعمل  أن ھذا الثابت صفر:

. من خلال استبدال (17) ، نحصل على بعد قلیل من التلاعب ھذا یسمح للتعبیر  بالاعتماد على 

كما ھو موضح في القسم 5 أدناه. بالنسبة لبعض مستمر C . یظھر ھذا التقریب باللون الأرجواني في الشكل 3. یتم تحدید الثابت C بواسطة
ثم تظھر المعادلتان (18) و (19) ذلك

، نحصل یظھر ھذا التقریب باللون الأخضر في الشكل 3. إذا  مع 

x x 0 نجد إذا 

πn,2x > x1x < x1;
x ≃ x1

πn,1πn,2x2 < x < x1a1 > a2 > b0 < x < x1a1 > b > a2

S(x) = 0πn,1 ≃ y(x)πn,2 ≃ z(x)x = n/N

πn±1,1 = y(x ± 1/N) ≃ y(x) ±
y′(x)

N
+

y′′(x)

2N 2
.

0 ≃
d

dx
[(bx − a1x(1 − x))y] − q1y + q2z +

1

2N

d2

dx2
[(a1x(1 − x) + bx)y]

0 ≃
d

dx
[(bx − a2x(1 − x))z] − q2z + q1y +

1

2N

d2

dx2
[(a2x(1 − x) + bx)z].

(14)

(15)

0 ≃
d

dx
[(bx − a1x(1 − x))y(x)] − q1y(x) + q2z(x)

0 ≃
d

dx
[(bx − a2x(1 − x))z(x)] − q2z(x) + q1y(x) ,

(16)

(17)

d

dx
[(bx − a1x(1 − x))y(x) + (bx − a2x(1 − x))z(x)] ≃ 0 .

x → 0

(bx − a1x(1 − x))y(x) + (bx − a2x(1 − x))z(x) ≃ 0 . (18)

y(x)z(x)

1

z(x)

dz

dx
≃

q1

bx − a1x(1 − x)
+

q2

bx − a2x(1 − x)
−

b − a2(1 − 2x)

bx − a2x(1 − x)
,

z(x) ≃
C

bx − a2x(1 − x)
(
a1(1 − x) − b

x
)

q1
a1−b

(
b − a2(1 − x)

x
)

q2
a2−b

(19)

k1

y(x) ≃
C

a1x(1 − x) − bx
( a1(1 − x) − b

x
)

q1
a1−b

( b − a2(1 − x)

x
)

q2
a2−b

. (20)

x ≃ x1x < x1

y(x) ∼
C

a1x1
( a1

x1
)

q1
a1−b

(
b − a2(1 − x1)

x1
)

q2
a2−b

(x1 − x)
q1

a1−b
−1

. (21)

a1 > b > a2



في ھذه الحالة. على وجھ الخصوص ، لا یتجزأ من على مقربة من  نذكر أن  ما یعادل 
ثم یظھر (19) متقارب. إذا

. قریب من  مع 

5 تقریب ناشر  و 

، لم یعد بالإمكان تجاھل الانتشار في (14) - (15). تحلیل المناطق الانتقالیة في و  . قریب من و      الوضع قریب 
. ثم یمكن من (12). دعونا نحدد یجب السماح للثابت C في (21) و (24) بربطھ بالثوابت من (10) و 

تقریب معامل مشتق الطلب 1 في (14) من خلال توسیع تایلور للترتیب 1

نحن نھمل  أمام  إذا  :

مع

لدینا معادلة تفاضلیة الھرمیت

نحن نبحث عن حل في شكل سلسلة كاملة

نحصل على علاقة التكرار

. وبالتالي لدینا حلان مستقلان خطیا أین 

أین  و  ھي ثوابت و

y(x) ∼ C (a1 − b)
q1

a1−b
−1

(b − a2)
q2

a2−b x
−1+ q2

b−a2
− q1

a1−b

z(x) ∼ C (a1 − b)
q1

a1−b (b − a2)
q2

a2−b
−1

x
−1+ q2

b−a2
− q1

a1−b .

(22)

(23)

R0 = a1q2+a2q1

b(q1+q2) > 1q2

b−a2
> q1

a1−bz(x)0+

a1 > a2 > b

z(x) ≃
C

a2 x2
(
a1(1 − x2) − b

x2
)

q1
a1−b

( a2

x2
)

q2
a2−b

(x − x2)
q2

a2−b −1 (24)

x2x > x2

x1x2

x1x = x1x = x2x1

x2k1k2x = x1 + ξ1/√N

0 ≃ (a1 − b)
d

dξ1
[ξ1y] − q1y + q2z + b(1 − b/a1)

d2y

dξ2
1

.

q2zq1yx ≃ x1

0 ≃
b

a1

d2y

dξ2
1

+ ξ1
dy

dξ1
+ (1 −

q1

a1 − b
)y .

η1 = ξ1√
a1

2b
, y(η1) = e−η2

1Y (η1) (25)

0 ≃ 1
2

d2Y

dη2
1

− η1
dY

dη1
−

q1

a1 − b
Y .

Y (η1) =
∞

∑
n=0

wnη
n
1 .

wn+2 =
2(n + 2α1)

(n + 2)(n + 1)
wn ,

α1 = q1/2
a1−b

Y (η1) = γ1 Φ(α1, 1
2 ; η2

1) + γ2 η1 Φ(α1 + 1
2 , 3

2 ; η2
1) ,

γ1γ2

Φ(α,β; z) =
∞

∑
n=0

α(n)zn

β(n)n!
, α(0) = 1, α(n) = α(α + 1)(α + 2) ⋯ (α + n − 1)



، ھي وظیفة كومر المتقنة للھندسة المفرطة. وفق (Maroni، 1997، المعادلة (93)) لدینا  إذا 
حیث Γ ھي دالة جاما أویلر. لذا

شریطة أن لذا  لدیھ نفس السلوك المقارب (21) عندما 

. تظُھر نظریة ، (11) یقترح ذلك  یجب أن تتصرف على أنھا ثابتة معینة مضروبة في  إذا كان على العكس 
وظائف الھندسة المتقاربة (ماروني ، 1997) أنھ من الضروري فرضھا

بالنسبة لبعض ثابت K للحصول على مثل ھذا السلوك مقارب. في الواقع ، لدینا بعد ذلك

، أین  ھي وظیفة ملتف للھندسة المفرطة لـ Tricomi التي تحددھا ھذا یعني  ل 

. . لذا إذا  حسب (Maroni، 1997، المعادلة (90)) لدینا  إذا 

    ما یعادل  ثم یتزامن مع (11) بشرط ذلك

 ، . على وجھ الخصوص ، لأن ،  و  بالاعتماد على   ، باختصار ، تحدد العلاقات (26) و (27) و (29) 
، المعادلة (26) تعطي  و 

.  Legendre-Gauss یمكن الحصول على نموذج بدیل باستخدام صیغة

. إذا . نحن نھمل  أمام  نقوم بتحلیل مشابھ مع (15) قریب من  . إذا     الوضع قریب 

ثم

Φ(α, β; z) ∼ Γ(β)
Γ(α) ez zα−βz → +∞

Y (η1) ∼ eη2
1 |η1|2α1−1(

γ1 Γ( 1
2 )

Γ(α1)
−

γ2 Γ( 3
2 )

Γ(α1 + 1
2 )

), η → −∞.

y(η1) = e−η2
1Y (η1)η1 → −∞

[√ Na1

2b
]

q1
a1−b −1

(
γ1 Γ( 1

2 )

Γ(α1)
−

γ2 Γ( 3
2 )

Γ(α1 + 1
2 )

) =
C (b − a2(1 − x1))

q2
a2−b

a
1− q1

a1−b

1 x
1+ q1

a1−b
+ q2

a2−b

1

. (26)

η1 → +∞Y (η1)η−2α1
1

γ1 =
Γ( 1

2 )

Γ(α1 + 1
2 )

K, γ2 =
Γ(− 1

2 )

Γ(α1)
K (27)

Y (η1) = K(
Γ( 1

2 )

Γ(α1 + 1
2 )

Φ(α1, 1
2 ; η2

1) +
Γ(− 1

2 )

Γ(α1)
η1 Φ(α1 + 1

2 , 3
2 ; η2

1)) , (28)

Y (η1) = K Ψ(α1, 1
2 ; η2

1)η1 > 0Ψ(α, β; z)

Ψ(α, β; z) =
Γ(1 − β)

Γ(α − β + 1)
Φ(α, β; z) +

Γ(β − 1)

Γ(α)
z1−βΦ(α − β + 1, 2 − β; z) .

Ψ(α, β; z) ∼ z−αz → +∞Y (η1) ∼ K η−2α1

1η1 → +∞

e−η2
1Y (η1)

K[√ Na1

2b
]

−
q1

a1−b

= k1
eNc1

√1 − x1

x
q1

a1−b −1

1 . (29)

Kγ1γ2Ck1Γ(− 1
2 ) = −2√π

Γ( 1
2 ) = √πΓ( 3

2 ) = √π
2

[√ Na1

2b
]

q1
a1−b −1

2π K

Γ(α1)Γ(α1 + 1
2 )

=
C (b − a2(1 − x1))

q2
a2−b

a
1−

q1
a1−b

1 x
1+

q1
a1−b +

q2
a2−b

1

. (30)

Γ(α1)Γ(α1 + 1
2 ) = √π

22α1−1 Γ(2α1)

x2a2 > bx = x2 = 1 − b/a2q1yq2z

x = x2 + ξ2

√N
, η2 = ξ2√ a2

2b , z(η2) = e−η2
2Z(η2), α2 =

q2/2
a2−b ,

Z(η2) = δ1 Φ(α2, 1
2 ; η2

2) + δ2 η2 Φ(α2 + 1
2 , 3

2 ; η2
2) (31)



ھي ثوابت. سلوك یتزامن مع (24) بشرط أن أین  و 

دعونا نحدد

. لذا ل  ). ثم إذا  لثابت معین  (لاحظ علامة الطرح 
. یتزامن ذلك مع (13) بشرط أن

كما ورد أعلاه (32) و (33) یعطي

. C ھي التي تحدد ثابت ،  و   ، إذن الثوابت 

6 القیمة الخاصة

. لذا . لكن . بإضافة كل خطوط نظام المعادلات ھذا نحصل علیھ     نذكر أن 

أول سطرین من النظام

بإضافتھا ، نجد

. لذلك (19) یظھر     دعونا ننظر أولاً في الحالة  مع 

. باستخدام حقیقة أن ذروة قریب من  والعلاقات (25) و (28) و (30) نجد أین  ثابت إیجابي مستقل عن 

δ1δ2η2 → +∞

[√Na2

2b
]

q2
a2−b

−1

(
δ1 Γ( 1

2 )

Γ(α2)
+

δ2 Γ( 3
2 )

Γ(α2 + 1
2 )

) =
C [a1(1 − x2) − b]

q1
a1−b

a
1−

q2
a2−b

2  x
1+

q1
a1−b +

q2
a2−b

2

. (32)

δ1 =
Γ( 1

2 )

Γ(α2 + 1
2 )

K̂, δ2 = −
Γ(− 1

2 )

Γ(α2)
K̂ (33)

K̂δ2Z(η2) = K̂ Ψ(α2, 1
2 ; η2

2)η2 < 0e−η2
2Z(η2) ∼ K̂ e−η2

2 |η2|−2α2

η2 → −∞

K̂[√Na2

2b
]

−
q2

a2−b

= k2
eNc2

√1 − x2

x
q2

a2−b −1

2 . (34)

[√Na2

2b
]

q2
a2−b

−1
2π K̂

Γ(α2)Γ(α2 + 1
2 )

=
C [a1(1 − x2) − b]

q1
a1−b

a
1−

q2
a2−b

2 x
1+

q1
a1−b

+
q2

a2−b

2

 . (35)

k2K̂δ1δ2

Mπ = λπλ∑N
n=0(πn,1 + πn,2) = 0λ < 0

N

∑
n=0

(πn,1 + πn,2) = 0.

λπ0,1 = −q1 π0,1 + q2 π0,2 + b π1,1 ,
λπ0,2 = −q2 π0,2 + q1 π0,1 + b π1,2 .

λ = b
π1,1 + π1,2

π0,1 + π0,2
= −b

π1,1 + π1,2

∑N
n=1(πn,1 + πn,2)

. (36)

a1 > b > a2R0 > 1

1

N

N

∑
n=1

πn,2 ≃ ∫
x1

0
z(x) dx ≃ κ1 C

κ1Nπn,1x = n/N = x1

1

N

N

∑
n=1

πn,1 ≃ ∫
+∞

−∞
y(η1) dη1 

dx

dη1
≃ κ2

K

√N
≃ κ3 CN

−
q1/2
a1−b , (37)



(فوق وتحت) لا تزال الثوابت الإیجابیة، والتي ھي مستقلة عن N . لذا فإن المصطلح السائد لـ N Large في مقام (36) ھو المصطلح أین 
. في البسط ، و  أین  و  تعطى من (22) - (23) ، نحصل على ذلك

یزداد مع N كقانون سلطة ، یكون أسھ بعبارة أخرى ، 

تتحول إلى b بقیم أقل. كما أعلن في المقدمة. علاوة على ذلك ، نلاحظ أن ω یتجھ نحو إذا 

. للتبسیط ، دعنا نقدم التعریف (یجب عدم الخلط بینھ وبین الرمز غیر الرسمي      الآن النظر في الحالة حیث 
للجمیع β. ثم (12) مع س = 1 / ن . بالخصوص المستخدمة أعلاه) إذا  إذا 

. بالإضافة إلى ذلك ، یظھر ذلك

. وھكذا (37) لا تزال صالحة وتظھر علاوة على ذلك ، ذروة  قریب من  بینما ھذا  قریب من 

بینما (31) و (33) و (35) یعطون

ولكن (34) و (35) تظھر

. . أخیرًا ، ینمو بشكل كبیر مع المعلمة  وھكذا (36) یعطي  و 

7 متوسط   الوقت للانقراض

    یمكن حل النظام الخطي (8) - (9) بالطریقة العددیة المقدمة من (Artalejo et al.، 2013). تستخدم الطریقة مصفوفات مربعة فقط من
. الترتیب 2 وتقلل من عدم الاستقرار العددي. نذكر أن و 

. یقترح الشكل 4 . ویبین الشكل 4 أ و  بالاعتماد على  . لنأخذ  و      المثال الأول: 
. یعطي ب أن متوسط   وقت الانقراض ، على سبیل المثال من الأشخاص المصابین بفیروس N في البیئة 1 ، یزداد بشكل كبیر:

. ، مما یوحي بذلك  . لاحظ ذلك  و  الانحدار الخطي

κj

πn,2π1,1 ≃ y( 1
N )π1,2 ≃ z( 1

N )y(x)z(x)

λ ≃ −κ4
( 1
N

)
q2

b−a2
−

q1
a1−b −1

N
≃ −κ4 N

−
q2

b−a2
+

q1
a1−b .

−1/λ

ω =
q2

b − a2
−

q1

a1 − b
> 0,

+ ∞a2

a1 > a2 > bf ≈ g≃
(log f)/N − (log g)/N → 0N → +∞N β ≈ 1

π1,1 ≈ π1,2

π1,2 ≈ k2 e
−Ns2(1/N) ≈ k2 e

−s′
2(0) ≈ k2.

πn,1x = n/N = x1πn,2x2

1

N

N

∑
n=1

πn,1 ≈ C,

1

N

N

∑
n=1

πn,2 ≃ ∫
+∞

−∞
z(η2) dη2 

dx

dη2
≃ κ5

K̂

√N
≃ κ5 CN

−
q2/2
a2−b ≈ C .

C ≈ K̂ ≈ k2 e
Nc2 .

−λ ≈ e−Nc2−1/λ ≈ eNc2− 1/λc2

q1 = q2 = 1b = 2

a1 > a2 > ba1 = 10a2 = 5Tn,1Tn,2x = n/N
TN ,1 ≈ ecN

c ≃ 0.32c1 ≃ 0.81c2 ≃ 0.32c = c2



. ب)  . الى) [خط صلب] و  [خط منقط] حسب  إذا  الرقم 4 الشكل 
. بالاعتماد على 

. ویبین الشكل 5 أ و  بالاعتماد . لذا . لنأخذ  و      المثال الثاني :  و 
. المنحدر . نحصل على خط مستقیم یقترح قانون السلطة . ویبین الشكل 5 ب  بالاعتماد على  على 

، والذي . في ھذه الحالة ، لدینا  ، الذي تم الحصول علیھ عن طریق الانحدار الخطي ، ھو 
یتوافق بشكل جید مع المنحدر المقاس.

a1 > a2 > bTn,1Tn,2n/NN = 100log TN ,1

N

a1 > b > a2R0 > 1a1 = 5a2 = 1R0 = 1.5 > 1Tn,1Tn,2

x = n/Nlog TN ,1log NT ∼ κ N ω

ω ≃ 0.67q2

b−a2
− q1

a1−b
= 1 − 1

3
= 2

3



. ب) . الى) و  بالاعتماد على  إذا  الرقم 5. الشكل  مع 
.  بالاعتماد على 

8 ملاحظات

مقارنة بالحالة الدوریة.

. ثم بینما  و      لإبراز الفرق بین البیئة العشوائیة والبیئة الدوریة ، دعنا نأخذ الحالة  و 
 : تنفق البیئة في المتوسط   نصف الوقت في الحالة 1 ، والنصف الآخر في الحالة 2. یوضح الشكل 6 على جانب واحد
:(Bacaër، 2015) نفسھ ولكن في بیئة دوریة SIS كقانون سلطة. من ناحیة أخرى ، ضع في اعتبارك نموذج N یزید كدالة لـ كیف 

ھو . بالنسبة لھذا النموذج ،  و  ل  ،  ل  دعنا نختار
. مضاعف فلوكیت المرتبط بعملیة الانقراض. یوضح الشكل 6 كیف ینمو بشكل كبیر مع 

a1 > b > a2R0 > 1Tn,1Tn,2x = n/NN = 100
log TN ,1log N

a1 = 5a2 = 1q1 = q2 = 1b = 2
u1 = u2 = 0.5

TN ,1

T = 1
q1

+ 1
q2

a(t) = a10 < t < u1Ta(t) = a2u1T < t < TeΛT

− 1/ΛN



الشكل 6. متوسط   الوقت للانقراض  في بیئة عشوائیة و  في بیئة تشبھ دوریة.

    معادلات المجال المتوسطة. قد یكون من المفید أن نتذكر باتباع (Bacaër and Ed-Darraz، 2014) أن متوسط   معادلات المجال

بمجرد أن تصبح خطیة بالقرب من حالة التوازن (0،0) ، تؤدي إلى المصفوفة الیعقوبیة

ولكن یمكن أن یكون لدینا في نفس الوقت

قیمة ذاتیة إیجابیة تمامًا ، بحیث یكون التوازن التافھ غیر مستقر ،
.

یتم إصلاحھا بینما N تتقارب إلى ما لا نھایة. الأمور تختلف بشكل ،  و      حد آخر. النتائج التي تم الحصول علیھا تعتبر أن المعلمات
. ثم یقترب النموذج من نموذج متجانس في بیئة ثابتة بمعامل واضح إذا على سبیل المثال  و  تتلاقى إلى ما لا نھایة ، بنسبة ثابتة 

. اتصال متوسط

. سلوك متوسط   وقت الانقراض     القضیة دون الحرجة. لم نعالج القضیة دون الحرجة مع  أو آخر 
(دورینج یكون تقریباً ھو نفسھ كما ھو الحال في بیئة ثابتة: بدءًا من جزء ثابت من السكان المصاب ، یكون متوسط   الوقت من ترتیب

وآخرون ، 2005). بدءًا من جزء مصاب N / 1 ، یتقارب متوسط   الوقت على عكس ذلك إلى حد. في حالة البیئة العشوائیة ، ھذا أیضًا ما
تقترحھ المحاكاة الرقمیة.

9 سلسلة ماركوف مع عدد محدود من الدول

. افترض أن ھذه المصفوفة غیر قابل للاختزال وذاك      مع  تذكر أن المولد اللامتناھي  مثل ھذا  للجمیع 
، ثم یزید متوسط   وقت الانقراض بشكل كبیر تقریباً مع حجم N من السكان ، بمعدل . إذا

.J والواقع أن الانقراض ھو على الأرجح في البیئة .

یصبح النظام (16) - . على مقربة من ، ملاحظة  مع      إذا ، من ناحیة أخرى  و 
(17)

TN ,1−1/Λ

dI1

dt
= a1I1(1 − I1

N ) − bI1 − q1I1 + q2I2

dI2

dt
= a2I2(1 − I2

N ) − bI2 − q2I2 + q1I1,

( ).
a1 − b − q1 q2

q1 a2 − b − q2

R0 < 1

qjajb

q1q2q1/q2

ā = a1u1 + a2u2

R0 < 1a1 > b > a2b > a1 > a2

logN

JQQj,j = −∑J
i=1 Qi,jjQ

a1 > a2 > ⋯ > aJaJ > b
cJ = b/aJ − 1 − log(b/aJ)

b > aJR0 > 1πn,j ≃ yj(x)x = n/Nx = 0



البحث عن حل  مع  و  لكل j ، نجد

. مع  . مع تدوینات المقدمة ، لدینا مشكلة القیمة الذاتیة المعممة  ل 

    سوف نظھر

ھي مصفوفة قطریة. لأي عدد حقیقي ق ،

كل معاملاتھ خارج القطر تكون موجبة أو صفریة. بالإضافة إلى ذلك ، ھذه المصفوفة غیر قابلة للاختزال. وفقاً للنتیجة الطبیعیة
لنظریة Perron و Frobenius (سمیث ، 1995 ، النتیجة الطبیعیة 3.2) ،  ھو قیمة eigenvalue بسیطة  (تسمى القیمة

الذاتیة السائدة) وھناك متجھ ذاتي  جمیع مكوناتھا إیجابیة للغایة

ھذا eigenvector فرید من نوعھ مع التطبیع

. وبالتالي فإن السؤال وفقاً للنتیجة الطبیعیة نفسھا ، وجود ناقل  مع  للجمیع  و  في الواقع یساوي 
ھو إظھار أن المعادلة مع  لدیھا حل فرید.

المتجھ الذاتي على     فیما یتعلق بالوجود ، نلاحظ أولاً أن المولد اللامتناھي  یتوافق مع  : لدینا  ونلاحظ 
الیمین. خط متجھ ھو المتجھ الذاتي على یسار  المرتبطة eigenvalue 0. وھكذا

وفقاً لنظریة اضطراب القیمة الذاتیة البسیطة ، الوظیفة  یختلف في  و

. بالإضافة إلى ذلك ، لدینا . لذا لكن  ما یعادل 
. من خلال استمراریة الطیف ، ، لدینا  . إذا  للجمیع 

. ، نستنتج أن ھناك  مع  . لان و  لذا  إذا 

، نحن نرى ذلك و   ، ھو محدب. في الواقع ، لجمیع الأرقام الحقیقیة     أما عن التفرد ، فلاحظ أولاً أن الوظیفة 
. وفقاً لنظریة (كوھین ، 1981) ، فإن ھذه  ھو القیمة الذاتیة السائدة للمصفوفة 

. ھذا یثبت التحدب. افترض الآن أن ھناك  مع  القیمة الذاتیة أقل من أو تساوي
. . ھذا یتناقض . لان ولأن  ھو محدب ، نستنتج  ل 

0 ≃ (b − aj)
d

dx
(x yj) +

J

∑
k=1

Qj,kyk . (38)

yj = θj x
ω−1ω > 0θj > 0

0 ≃ ω(b − aj)θj +
J

∑
k=1

Qj,kθk

1 ≤ j ≤ JQθ = ω(A − B)θθ = (θ1, … , θJ)

∃! ω > 0, Qθ = ω(A − B)θ, θj > 0 ∀j.

D = A − B

μ(s) = max{R(λ);  λ ∈ σ(Q − sD)}.

Q − sD

μ(s)Q − sD

ϕ(s)

(Q − sD)ϕ(s) = μ(s)ϕ(s).

J

∑
j=1

ϕj(s) = 1.

θθj > 0j(Q − ωD)θ = 0μ(ω) = 0
μ(ω) = 0ω > 0

Qs = 0μ(0) = 0u = ϕ(0)
1 = [1, … , 1]Q

1u =
J

∑
j=1

uj = 1.

μ(s)s = 0

μ′(0) = −1Du.

R0 > 11Du = ∑J
j=1(aj − b)uj > 0μ′(0) < 0

(Q/s − D)ϕ(s) = (μ(s)/s)ϕ(s)s > 0s → +∞Q/s − D → −D

μ(s)/s → max
j

(−Dj,j) = max
j

(b − aj) = b − aJ > 0.

μ(s) → +∞s → +∞μ(0) = 0μ′(0) < 0ω > 0μ(ω) = 0

μ(s)ω1ω20 < ε < 1
μ(εω1 + (1 − ε)ω2)Q − εω1D − (1 − ε)ω2D

εμ(ω1) + (1 − ε)μ(ω2)ω1 > ω2 > 0
μ(ω1) = μ(ω2) = 0μ(0) = 0μ(s)μ(s) = 00 ≤ s ≤ ω1μ′(0) < 0



. لذا  ھي القیمة للجمیع ي . لذا ما یعادل       ھي مصفوفة عكسیة إذا 
الذاتیة  الجزء الحقیقي منھا ھو الأكبر.

    وأخیراً تصبح المعادلة (36)

. في المقام ، لدینا في البسط ، لدینا 

. یزید مع N باسم لذا 

    من الممكن بلا شك تعمیم مثل ھذه النتیجة إذا كانت البیئة محكومة مثلاً بمعادلة تفاضلیة عشوائیة

دعونا نحدد  عامل التفاضل

نفترض ذلك  ھو احتمال ثابت:

لذا ، في حالة معادلة لانجفین ، لدینا

نفترض أن معدل الاتصال  ھي وظیفة قید التشغیل  مع  و

، أین  ھو الرقم الموجب الوحید الذي یستخدمھ عامل التفاضل  لھ قیمة یزداد متوسط   وقت الانقراض مع N كـ
انظر (كاتو ، 1982). لاحظ أن عامل التشغیل المساعد ھو eigenvalue تساوي 0. لتحدب ھذه القیمة الذاتیة كدالة لـ 

و  إذا  یدل على دالة ثابتة تساوي 1.

10 بیئة دوریة وعشوائیة

    لنعد إلى حالة مجموعة محدودة من البیئات. نفترض الآن أن المولد اللامتناھي

ھي وظیفة دوریة للفترة 
ھي وظیفة مستمرة أو مجزأة ،

. t غیر قابل للاختزال على الأقل على مدى

. بعد (Bacaër ، 2015) ، ثم ھناك زوجین واحد مع یأخذ النظام (4) - (5) الشكل 

A − Baj ≠ bQθ = ω(A − B)θ(A − B)−1Qθ = ω θω

(A − B)−1Q

λ = −b
∑J

j=1 π1,j

∑J
j=1 ∑

N
n=1 πn,j

.

π1,j ≃ θj(1/N)ω−1

N

∑
n=1

πn,j ≃ Nθj ∫
1

0

xω−1 dx.

− 1/λN ω

dξ = f(ξ(t)) + σdB(t).

L∗

(L∗u)(ξ) =
σ2

2

d2u

dξ2
−

d

dξ
(f(ξ)u(ξ)).

u(ξ)

L∗u = 0, u > 0, ∫
+∞

−∞
u(ξ) dξ = 1.

f(ξ) = −k ξ, k > 0, u(ξ) = √ k

πσ2
e−kξ2/σ2

.

a(⋅)Rmin a(⋅) < b

R0 = ( lim
T→∞

1

T
∫

T

0

a(ξ(t)) dt)/b = (∫
+∞

−∞

a(ξ)u(ξ) dξ)/b > 1.

N ωωL∗ − ω[a(⋅) − b]
ωL∗

L =
σ2

2

d2

dξ2
+ f(ξ)

d

dξ

L1 = 01

Q(t)

T

dP
dt = M(t)P(λ,π)



 ھي وظیفة دوریة للفترة 

.  ل  و 

بالإضافة إلى ذلك ،

غیر دوریة  مع ھناك أیضا وظیفة فریدة 

بصفتنا (Bacaër and Ed-Darraz، 2014) ، نحدد

، ثم یزید متوسط   وقت الانقراض مرة أخرى بشكل كبیر مع N ، بمعدل     نخمن أنھ إذا 

التقریب  یؤدي إلى التعمیم (38) في محیط  إذا ، من ناحیة أخرى  لكن 

الدوریة ، یجب التحقق ، مع وظیفة   حل النموذج 

ھناك رقم حقیقي واحد  التي  ھو المضاعف المھیمن فلوكیت للنظام

. المعاملات خارج القطر موجبة أو صفریة. المصفوفة غیر قابلة للاختزال على مدى t . یمكننا أن ھذه المصفوفة ھي وظیفة دوریة للفترة 
. نستخدم كما ھو الحال في القسم 9 نظھر أن ھناك فریدة من نوعھا مع 

محدب 

 إذا 
.  إذا 

یتجلى ذلك ببساطة في تعمیم حجة (كوھین ، 1981). نستعمل     لاحظ أن محدب 

λ < 0
π(t) = (πn,j(t))0≤n≤N ,1≤j≤JT

λπ(t) +
dπ

dt
= M(t)π(t)

1

N

N

∑
n=1

J

∑
j=1

πn,j(t) = 1

πn,j(t) > 01 ≤ n ≤ N1 ≤ j ≤ J

N

∑
n=0

J

∑
j=1

πn,j(t) = 0.

Tu(t)

du

dt
= Q(t)u(t), uj(t) > 0,

J

∑
j=1

uj(t) = 1.

R0 = (
1

T
∫

T

0

J

∑
j=1

ajuj(t) dt)/b.

a1 > … > aJ > b

cJ = b/aJ − 1 − log(b/aJ).

aJ < bR0 > 1πn,j(t) ≃ yj(t,x)x = 0

∂yj

∂t
≃ (b − aj)

∂

∂x
(xyj) +

J

∑
k=1

Qj,k(t)yk .

yj(t,x) = θj(t)xω−1θ(t) = (θj(t))T

dθ

dt
= (Q(t) − ωD)θ(t) .

μ(ω)eμ(ω)T

dX

dt
= (Q(t) − ωD)X.

T

ω > 0μ(ω) = 0

μ(ω)
μ(0) = 0

μ′(0) = − 1
T

∫ T

0
1Du(t) dt < 0R0 < 1

μ(ω) → +∞aJ < b

μ(ω)



التقارب اللوغاریتري لنصف قطر الطیف من المصفوفات مع المعامِلات في مجموعة الدالات الصفریة أو المحدبة في in ، لاحظ 
 مستقر عن طریق الجمع والضرب والانتقال إلى الحد

(كینجمان ، 1961). في الواقع، ھي وظیفة دوریة متواصلة مجزأة ، یمكن تناولھا من خلال وظیفة الخطوة.  ھي المصفوفة
. إذا كانت ھذه وظیفة الدرج ، مع  و  التقریبیة خلال الفاصل الزمني  ل 

 ستكون مساویة لنصف قطر الطیف لمنتج المصفوفات

. نصف . لذا فإن منتج المصفوفات ھو أیضا مع معاملات في وفقاً لـ (Cohen، 1981) ، فإن لكل من ھذه المصفوفات معاملاتھا في 
.ω قطرھا الطیفي ھو محدب لوغاریتم في

    لان

. ربما یزید مع N باسم نستنتج كما قبل ذلك 

شكر وتقدیر

    تم تحفیز ھذه المقالة من خلال اجتماع في معھد Ciencias Matemáticas في مدرید في أكتوبر 2014 ، من خلال محاضرات في
جامعة تلمسان في مایو 2015 وندوة في جامعة نوفا دي لشبونة في یونیو 2015.
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Q(t)Qk
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eμ(ω)T
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SS

λ = −b
∫ T

0
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j=1 π1,j(t) dt
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0
∑J

j=1 ∑
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