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Le modele stochastique SIS pour une épidémie
dans un environnement aléatoire *

Nicolas Bacaér T*

Résumé

Dans un environnement aléatoire qui est une chaine de Markov en temps
continu & deux états, le temps moyen jusqu’a extinction du modele sto-
chastique SIS pour une épidémie croit, dans le cas surcritique, exponen-
tiellement par rapport a la taille de la population si les deux états sont
favorables, et suivant une loi de puissance si 'un des états est favorable
alors que 'autre est défavorable a la propagation.

Zusammenfassung

In einer zufilligen Umgebung, die einer zeitkontinuierlichen Markovkette
mit zwei Zustanden folgt, wichst im superkritischen Fall der Erwartungs-
wert der Zeit bis zum Unterbruch einer stochastischen SIS Epidemie ent-
weder exponentiell hinsichtlich der Bevolkerungszahl wenn beide Zustande
glinstig sind, oder wie ein Potenzgesetz wenn ein Zustand giinstig ist
wahrend der andere ungiinstig fiir die Verbreitung der Epidemie ist.

1 Introduction

Soit N la taille de la population, supposée constante. Dans le modele stochas-
tique SIS pour une épidémie, chaque individu est soit susceptible (S) d’attraper
la maladie, soit infecté (I) (Nasell, 2011). Imaginons que l'environnement suive
une chaine de Markov en temps continu a deux états, ¢; (j = 1,2) étant le
taux de sortie de I’état j. Dans I’environnement j, le taux de contact de chaque
individu est a; > 0. Si a un instant ¢ le nombre de personnes infectées est n
et I'environnement est 7, la probabilité d’avoir une nouvelle infection entre ¢ et
t + dt, avec dt infiniment petit, est a; n(1 —n/N)dt. Supposons que le taux de
guérison b > 0 d’un individu soit le méme dans les deux environnements : la
probabilité d’une nouvelle guérison dans la population est alors bn dt entre t et
t + dt. Ce modele a été étudié par Artalejo et al. (2013) mais pas dans la limite
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ou la taille N de la population devient grande. C’est d’ailleurs un cas parti-
culier de processus de naissance et de mort dans un environnement markovien
(Cogburn et Torrez, 1981).

Posons

q1 —q2 -

— 2 1 ajuy + aguz
Q—< no® >, u=—2 yy=—0 gy =R TRE
a1+ q2 q1+ g2 b

Alors @) est le générateur infinitésimal, tandis que u; (resp. us) est la proportion
du temps passé dans 'environnement 1 (resp. 2). Pour le modele linéarisé, a
savoir le processus linéaire de naissance et de mort dans un environnement
aléatoire de parametres a; et b, Bacaér et Ed-Darraz (2014) notent qu’il y a
extinction presque siirement si et seulement si Ry < 1. Pour le modele non-
linéaire SIS en revanche, il y a extinction quelle que soit la valeur du parametre
Ry. Cependant, lorsque la population N est grande, le temps moyen jusqu’a
extinction est grand quand Ry > 1 et petit quand Ry < 1. Soit T}, ; ce temps
partant de n personnes infectées (0 < n < N) dans environnement j (j = 1, 2).
Alors pour tout 1 <n < N,

T = 1 + aln(l — n/N)TnJrLl + bnTn,Ll + q1Tn,2 (1)
" an(l—n/N)+bn+q ’

T , = 1 + CLQ’II(l — n/N)TnJrLQ + bnTn,LQ + QQTnJ (2)
" agn(l —n/N) +bn + qo '

De plus Tp1 = Tp2 = 0. L’objectif de cet article est d’étudier dans le cas
surcritique, c’est-a-dire quand Ry > 1, le comportement du temps moyen jusqu’a
extinction lorsque la taille de la population N devient grande.

Dans un environnement constant avec un taux de contact a tel que Ry =
2 > 1, Doering et al. (2005, Tableau 1) montrent que le temps moyen jusqu’a
extinction partant d’une fraction infectée de la population = n/N croit quand

N — o0, indépendamment de z, comme ﬁ %’eCN, ouc =bla—-1-

log(b/a). Autrement dit, le temps moyen croit & peu pres exponentiellement
avec N. Bacaér (2015) suggere un résultat similaire lorsque ’environnement
varie de maniere périodique, méme s’il n’y a pas de formule explicite pour le
parametre de croissance c.

L’article qui suit suggere que dans un environnement aléatoire surcritique,
c’est-a~dire avec Ry > 1, deux régimes doivent étre distingués : un régime for-
tement surcritique ol a3 > as > b et un régime faiblement surcritique ou
a3 > b > ag. Dans le cas fortement surcritique ot a; > ag > b (ce qui im-
plique d’ailleurs que Ry > 1), on conjecture que le temps moyen jusqu’a ex-
tinction croit a peu pres exponentiellement avec N avec un parametre ¢ égal a
ca = b/az — 1 — log(b/az). Plus exactement, le logarithme de ce temps moyen,
divisé par N, tend vers co. Le comportement asymptotique est donc le méme
que si 'environnement restait bloqué dans ’état 2, c’est-a-dire celui le moins
favorable a la propagation de 1’épidémie et celui dans lequel I'extinction a lieu
préférentiellement.



En revanche, si a; > b > ay et Ry > 1, alors on conjecture que le temps
moyen jusqu’a extinction croit comme N avec

q2 q1 (3)

_b—a2 al—b'

Dans ce cas, Ry > 1 équivaut a w > 0. De maniere intuitive, il arrive de temps en
temps que l'on reste dans I’état 2 pendant une durée tres longue. La probabilité
que cette durée soit supérieure a 7 est e~ %7. Dans 'état 2, le temps moyen
d’extinction pour N grand est de 'ordre de 7 ~ % (Doering et al., 2005);
cela se devine aussi avec 1’équation de quasi-extinction e~ (0=92)7 =1 /N. Donc
finalement la probabilité d’extinction lors d’une période dans 1'état 2 est de
Pordre de e=®7 ~ N~ 742 . Ceci suggere que le temps moyen jusqu’a extinction
est de 'ordre de grandeur de l'inverse, c’est-a-dire N 74 . Selon notre analyse,
Pordre de grandeur est en réalité N“ avec w donné par (3).

Notons d’ailleurs que si q; et g2 sont multipliés par 1+¢ avec € > 0, alors Ry
reste inchangé mais w est multiplié par 1 + € : dans ce modele, une variabilité
environnementale accrue tend a augmenter le temps moyen d’extinction.

Cette loi de puissance en N“ semble pouvoir se généraliser au cas d’un
environnement suivant une chaine de Markov irréductible a un nombre d’états

J quelconque avec a; > as > ... > ay, pourvu que b > ay et Ry > 1. Avec un
générateur infinitésimal @, on a Ry = (Z;’Zl a;u;)/b, u étant 'unique vecteur

tel que Qu = 0 et E;-le uj = 1 (Bacaér et Ed-Darraz, 2014). Notons A et B
les matrices diagonales diag(aq,...,as) et diag(b,...,b). Considérons la borne
spectrale pu(s) = max {R(\); A € 0(Q — s(A — B))}, ou o(-) désigne le spectre
d’une matrice et R(-) la partie réelle d’'un nombre complexe. On montre qu’il
existe un unique w > 0 tel que p(w) = 0. On conjecture alors que le temps moyen
jusqu’a extinction croit comme N“. Dans le cas particulier ot a; # b pour tout
J, le nombre w est simplement la valeur propre de plus grande partie réelle de la
matrice (A — B)~1Q. Cette matrice et 'expression de sa valeur propre w donnée
par (3) pour I = 2 se trouvent déja chez Sawyer et Slatkin (1981, Eq. (14) et
(20)) pour un modele de population sans stochasticité démographique dans le
cas sous-critique (Ry < 1) ; dans ce cas, le temps moyen jusqu’a extinction croit
cependant comme le logarithme de V.

Plusieurs auteurs ont trouvé une loi de puissance pour le temps moyen jus-
qu’a extinction dans des modeles de population en environnement aléatoire mais
avec un bruit blanc au lieu d’une chaine de Markov (Ludwig, 1976; Leigh, 1981;
Lande, 1993). Ils utilisent comme point de départ une équation de diffusion.
Cependant Gaveau et al. (1996) et Doering et al. (2005) ont montré que cette
équation conduit a une formule inexacte pour le parametre ¢ méme dans un en-
vironnement constant. En effet, cette équation ne représente pas toujours bien
la queue de la distribution quasi-stationnaire, qui est précisément la partie la
plus importante pour étudier le processus d’extinction. On notera cependant
que Kamenev et al. (2008) ont abordé le probléme de I’extinction pour des po-
pulations dans un environnement aléatoire avec un bruit coloré en utilisant des
intégrales de chemin.



La section 2 présente la distribution quasi-stationnaire du modele. La sec-
tion 3 utilise la méthode de Brillouin, Kramers et Wentzel (BKW) pour obtenir
des approximations valables dans les zones du parametre = n/N ou la dis-
tribution varie rapidement. La section 4 utilise une autre approximation dans
la zone ou la distribution varie lentement. La section 5 utilise une équation
de diffusion pour raccorder les deux précédentes approximations : les fonctions
hypergéométriques confluentes de Kummer et Tricomi remplacent ici la fonction
d’erreur de Gauss utilisée notamment par Meerson et Sasorov (2008). La sec-
tion 6 estime la valeur propre associée avec la distribution quasi-stationnaire.
Aucune de ces approximations n’ayant été obtenue de maniere rigoureuse, la
section 7 présente néanmoins des simulations numériques qui semblent confir-
mer la valeur numérique des exposants pour la loi exponentielle dans le cas
fortement surcritique et pour la loi de puissance dans le cas faiblement surcri-
tique. La section 8 ajoute quelques remarques. En particulier, on compare dans
le régime faiblement surcritique le cas d’un environnement markovien et celui
d’un environnement périodique avec la méme proportion du temps dans un état
favorable ou défavorable : le premier conduit & une une loi de puissance pour le
temps moyen jusqu’a extinction, le second a une loi exponentielle. La section 9
considere le cas d’une chaine de Markov avec un nombre fini d’états et évoque
d’autres généralisations. Enfin la section 10 se penche sur les environnements
a la fois périodiques et stochastiques, mimant ainsi les saisons et la variabilité
climatique.

2 La distribution quasi-stationnaire

Considérons la probabilité p,, ;(t) d’avoir n personnes infectées dans l'envi-
ronnement j au temps ¢. Alors

% =—[an(l—£)+bn+ q1] pn1 +b(n+ D)ppi1a
+a1(n—1)(1 = 21 )pn-1,1 + g2 Pn2 (4)

d];’;’2 =~ [aan(1 — &) +bn+ g2 pn2 +b(n + 1)ppii
+az(n—1)(1 - nT_l)pnfl,z + q1Pn,1- (5)
Soit P le vecteur colonne (po 1, po,2,P1,1,P1,2, - - - PN,1, PN,2). Considérons la ma-

trice diagonale d’ordre deux A, = diaglain(l —
posons B,, = diag[bn, bn]. Posons par ailleurs

asn(l — 2)]. De méme,

v N

Q B 0 0
0 Q—A —B By :
. Q] *
M= 0 Al Q—AQ—BQ . 0 = 0| R :
: - By
0 0 Av-1 Q- Bn



Le systeme (4)-(5) est de la forme 22 = MP. L’ensemble des valeurs propres

de M est la réunion de celles de @ et de celles de R. Les valeurs propres de
Q@ sont 0 et —(q1 + g2). Les coefficients de la matrice R en dehors de la diago-
nale sont positifs ou nuls. De plus la matrice R est irréductible, comme on peut
le voir avec le graphe associé. Un corollaire du théoreme de Perron et Frobe-
nius (Smith, 1995, Corollaire 3.2) montre que la matrice R a une valeur propre
réelle A qui est simple, strictement supérieure a la partie réelle de toutes les
autres valeurs propres, et avec un vecteur propre associé dont toutes les com-
posantes sont strictement positives. Par ailleurs, en notant 1 le vecteur ligne
[1,1,...,1] de taille 2N, on voit que 1R = [-b, —b,0,0,...,0,0]; d’apres Ber-
man et Plemmons (1994, Théoréme 6.2.3, L33), ceci implique que A < 0. Soit
T = (70,1,70,2,T1,1,T1,2, - - - » TN,1, TN,2) Un vecteur propre de M associé & la
valeur propre A : M7 = Ax, autrement dit,

/\7Tn)1 = — [aln(l - %) +bn+ ql} M1 + b(n+ 1)7Tn+1)1

+ar(n —1)(1 — 52 )Tn_11 + q2 Tn 2 (6)
ATy =— [aan(1 — %) +bn+ 2] T2 + b(n + 1) g1,
+az(n —1)(1 = 2 Tn_12 + 1 T (7)

Normalisons le vecteur propre en imposant par exemple que % Zf:’:l(ﬁml +
Tn,2) = 1. La figure 1 montre 7, 1 et m, 2 en fonction de n/N pour n > 1 dans
deux cas : un casou Ry > 1 et a; > as > b, un casou Ry > 1 et a; > b > as.
Le vecteur propre 7 est calculé avec le logiciel Scilab. Le pic de m,, 1 est proche
de z; = 1 —b/a1, comme on pourrait s’y attendre en pensant & I’équation de
champ moyen % = a1i(1 — ¢) — bi pour la proportion i de personnes infectées.
En effet x; est le seul état d’équilibre stable de cette équation. Le pic de 7, 2

est proche de o =1 — b/ag si az > b et proche de x = 0 si az < b.

3.5
2.59
Tn,2 Tn,1

1.54

0.5

z|=

12I=

FIGURE 1 — Les composantes m, 1 et m,2 pour n > 1 du vecteur propre m
en fonction de n/N lorsque N = 100, ¢ = 1 et g2 = 1. Autres valeurs des
parametres :a) a1 =10 > a2 =5>b=2;b) a1 =5>b=2>as = 1.

Posons 7 = (7‘1’1)1,7‘1’1)2,...,7TN71,7TN)2) et T = (Tl)l,Tl)g,...,TN)l,TN)g). Le



systeme linéaire (1)-(2) peut s’écrire sous la forme

—1=qi(Th2—Tn1)+ain(
—1=q2(Th1 — Tn2) + asn(

1= %) Tag1g —Top) +00(T11 —Tnp),  (8)
1= %) (Tog12 —To2) +n(Th12 —Th2). (9)
Les systemes (8)-(9) et (6)-(7) montrent que —1* = R*T et A\ = R#, oi1 I'étoile
* désigne la transposition de vecteurs ou de matrices. En prenant le produit
scalaire usuel, on obtient (—1*,#) = (R*T, 7y = (T, R) = X\(T, 7). Donc

1 (T,7)

X (@A)
Autrement dit, —1/A est une combinaison linéaire des (T, ;) pour n > 1 et

j = 1,2. Dans la suite, on s’intéresse surtout & A et on ne considere (T, ;) que
dans la section 7 au travers de simulations numériques.

3 Approximation BKW

Le cas ¢ > x1 = 1 —b/ay. Avec Ry > 1, on conjecture que A — 0 quand
N — 4o00. On vérifiera a posteriori, comme 'ont fait par exemple Meerson et
Sasorov (2008) pour un modele différent, que c’est bien le cas. Le coté gauche
de (6)-(7) peut ainsi étre négligé. Pour > 1, cherchons une approximation
BKW (Bender et Orszag, 1978) de la forme

_ e*NS(x)fE(z), Tng =

c\T
Tn1 EV) efNS(ac)fE(z)

ou & = n/N. Un développement de Taylor & ordre 2 pour S(x) et & 'ordre 1
—NS(@)FS5' (2) - S5 - () F 2
NS(z)—X(x)

pour X(z) suggere que Tp41,1 ~ € . On obtient en

remplacant dans (6) et en simplifiant par e~ que

0~aN(z—%)1—z+ %)es/(x)f%Jrsz —a1Nz(1 — )

_5"@) =@ c(z)
2N

—i—bN(:v—i—%)e_S/(w) - —bNx—ql—i—qu.

Les termes d’ordre N donnent
0~ Nz {esl(z) - 1} [al(l —z) —be 5@

Le premier terme entre crochets ne s’annule que pour les fonctions S(x) constantes.
Choisissons la solution annulant le second terme entre crochets, telle que ¢35 (*) =
ﬁ, c’est-a-dire

S(z) = s1(x) = xlog(b/ar) + x + (1 — x) log(1l — x)



a une constante additive pres. Ceci implique que S”(x) = ——. La fonction X (x)

11—z
s’obtient avec les termes d’ordre 1 :

2z — 1 / S" (z X (x
0~a1N [x(l—x)—i—T} &S (@) [14_ 2](\[)4_ ]E[)}_ale(l—ﬂi)
s S"(x)  X'(x)
S (x

En remplacant S(x) par son expression, on obtient

E’(x):§ 12 | _a < ! —1),

l—-2 a1—-b\x—21 =z

x

S(z) = o1(z) = log <x\/m [“ﬂ) .

La fonction ¢(x) intervenant dans m,, o s’obtient & partir de (7), la forme retenue
pour 7, o étant choisie de maniere a assurer la balance entre les différents termes.
En effet, les termes d’ordre le plus élevé donnent

0~ %x) {Nagx(l — ) [esl(m) - 1] +bNz (e_S/(””) - 1)} +q1-

En remplacant S(z) par son expression, on obtient

q1
(a1 —ag)x(x —x1)

c(x) ~

En résumé, on peut conjecturer que pour x > z,

—Nsi(z)—o1(x) ~ q1 Tn,1 10
2= N(ay —ag)z(z —z1)’ (10)

Tn,1 = kl e

pour une certaine constante k;. Considérons en particulier le comportement de
Tn,1 et de Ty, 2 pour « > x1 et x proche de z1. Posons ¢; = b/a; —1 —log(b/aq).
Comme s} (z1) = 0, un développement de Taylor a 'ordre 2 suggere que s1(x) ~
si(@1) + sV (z1)(x — 21)?/2 ~ —c1 + S (z — z1)?. Ainsi
ay 2 aqlfb —1
eNclfN%(zle) Ill q1 Tna
TTn,1 = k1 @ , T2 ™

M(:C—xl)rlfb N(ay —ag)z1(x —21)

(11)

Le cas © < 3 =1 —b/as lorsque a; > as > b. Symétriquement, si as > b,
cherchons une solution de la forme

— ¢~ NS(@)-S() c(z) o~ NS(2)-S(x)

Tn,2 n,1 —
pour < z3 =1 — b/as. Le systeme (6)-(7) conduit, comme ci-dessus, &

S(z) = sa(x) = xlog(b/az) + x + (1 — x) log(1l — x)



a une constante additive pres, tandis que

Y(x) = o2(x) = log <:v\/m [302 — x} J%) olz) > 02

x (a1 — ag)z(xe — )
En résumé, on peut conjecturer que pour x < z2,

—Nso(z)—02(x) ~ q2 Tp,2 12
) Tp,1 = N(a1 — (Lg)l’((bg — JI) ’ ( )

Tn,2 =~ k2 e

pour une certaine constante ko. Pour x < x2 et x proche de xo,

a2 —1
eNez—N 3¢ (z2—2)? zy2" q2 T2
T2 = ko = ;  Tpl X :

VI= 23 (33 — )7 N(a1 — az)wz(z2 — )

(13)

Les figures 2 et 3 montrent —(logm, 1)/N et —(logm, 2)/N en fonction de
n/N pour 1 < n < N, avec m,,; calculé en utilisant le systeme (6)-(7). Les
figures montrent aussi les approximations (10) et (12) en bleu foncé et rouge.
La constante k; dans (10) est choisie de sorte que m, 1 coincide avec son ap-
proximation pour n = N — 1. La constante ko dans (12) est déterminée par kq
comme cela est expliqué dans la section 5 ci-dessous.

0.35,
0.3
0.25]
0.2
0.15]
0.1
0.051

-0.05

FIGURE 2 — L’exemple avec a; > a2 > b. En noir, sous les autres courbes :
—(logmp,1)/N et —(logm, 2)/N en fonction de + = n/N. Pour 7,1 : en bleu
foncé, approximations BKW (10) pour & > z; et (12) pour & < z3; en bleu clair,
approximation diffusive (25) pour z ~ z;. Pour 7, 2 : en rouge, approximations
BKW (10) pour = > z1 et (12) pour x < z2; en rose, approximation diffusive
(31) pour = ~ z.



0.25,

0.21

0.151

0.11

0.051

-0.05
0

FIGURE 3 — L’exemple avec a; > b > as. En noir, sous les autres courbes :
—(logmy,,1)/N et —(logm, 2)/N en fonction de = n/N. Pour 7,1 : en bleu
foncé, approximation BKW (10) pour « > 1 ; en vert, approximation (20) pour
x < x1; en bleu clair, approximation diffusive (25) pour x ~ x;. Pour 7,2 : en
rouge, approximation BKW (10) pour « > a1 ; en violet, approximation (19)
pour z < z7 ; en rose, approximation diffusive (31) pour x ~ ;.



4 Approximation dans la zone de variation lente

Il reste a trouver une approximation de 7,1 et m,2 pour zo < = < 23
lorsque a1 > as > b, et pour 0 < z < x7 lorsque a; > b > as. Sur ces intervalles,
S(z) = 0. Considérons le systeme (6)-(7) et essayons directement 1’approxima-
tion continue m, 1 ~ y(z), T2 ~ z(x), avec x = n/N. Un développement de
Taylor donne mp11,1 = y(x £ 1/N) ~ y(x) + % + % Avec A ~ 0, cela
conduit a 'approximation diffusive

d 1 d?
0 > [(bx —arz(1l — :C))y] -1y + g2z + IN 222 [(alx(l —x)+ b:v)y] (14)
02 (b0 — a1~ 2)2) a2+ 01y + gy (a1 — ) +b2)2]. (15)
| (bz —azx 2))z] — @2z + @y + oo (a2 x x)z|.
En négligeant les termes de diffusion d’ordre 1/N, on obtient les équations

d

0 =—=[(br — arz(l = 2))y(z)] — q1y(@) + 22 (2) (16)
d

0 =——[(bx — aza(l — 2))2(2)] — g22(2) + quy(x), (17)

qui sont de la méme forme que les équations (29)-(30) de Slatkin (1978). En
additionnant les équations (16) et (17), on trouve
d
. [(bx — a1z(1 — 2))y(x) + (b — agz(l — x))z(x)] ~0.
La fonction entre crochets est donc constante. Comme x est en facteur, cela
suggere en faisant x — 0 que cette constante est égale a zéro :
(b — a12(1 — x))y(z) + (bx — agx(1 — z))z(x) ~ 0. (18)

Cela permet d’exprimer y(z) en fonction de z(z). En remplagant dans (17), on
obtient apres quelques manipulations que

1 %N Q1 n q2 B b—ax(1 —2z)
2(x)der  br—ajz(1—x) br—asx(l—x) br— ax(l—1x)

(o) = C (al(l—:zr)—b>aflb (b—ag(l—x))a;m” (19)

T b —agz(l —x) x x

)

pour une certaine constante C. Cette approximation est représentée en violet
sur la figure 3, la constante C' étant déterminée par k; comme cela est indiqué
dans la section 5 ci-dessous. Puis les équations (18) et (19) montrent que

q1

(o) = C <a1(1_a¢)_b>m <b_a2(1_a¢))% )

arz(l —x) — bx x x

Cette approximation est représentée en vert sur la figure 3. Lorsque x est proche
de x1 avec x < x1, on obtient

y(a) ~ 2 Gﬂﬁwﬁﬂ&iﬁyﬁwvwﬁﬁﬁ (21)

a1 T1 Z1

10



Lorsque a; > b > ag, on trouve pour = proche de 0

y(@) ~ Clar = B)a 71 (b —ag)m v o T w (22)
z(x) ~ C (a1 — b)% (b— ag)%_l e (23)
Rappelons que Ry = % > 1 équivaut a 32~ > L dans ce cas. En

particulier, I'intégrale de z(z) au voisinage de 0% est convergente. Si a; > az > b,
alors (19) montre que

a1 a2

o)~ & (“1(1_$2)_b)a1b (@)b (@ — 2g) ™51 (24)

a2 T2 2 Z2

pres de zo avec x > xs.

5 Approximation diffusive pres de r; et 9

La situation prés de x;. Presde z = x1 et x = 9, le terme de diffusion dans
(14)-(15) ne peut plus étre négligé. L’analyse des zones de transition en z; et
x2 doit permettre de relier la constante C' intervenant dans (21) et (24) avec les
constantes k; de (10) et ko de (12). Posons # = x1 4 &;/v/N. Alors le coefficient
de la dérivée d’ordre 1 dans (14) peut étre approché par un développement de
Taylor d’ordre 1, ce qui conduit a

d?y

0~ (a1 — b)i [&1y] — ry + g2z + (1 — b/al)d_é.g .
1

&y

Le terme g2z est négligeable devant g1y lorsque x ~ x1, ce qui donne

b d? d
0:——Z+§1—y+<1— an >y
1 al—b

Les changements de variable et d’inconnue

m=ayfa. o) =y (25)

conduisent a ’équation différentielle de Hermite

Ozldz_y_md_y_ & )
2 dn? dn  a;—b

Cherchant une solution sous la forme d’une série entiere Y (1) = >°07 w,n},
on obtient la relation de récurrence

no

_2(n+2aq)
O = ) (1)

11



N 2 . . . e 4. . 4
ou o = ;111 i 5- On a ainsi deux solutions linéairement indépendantes, I'une avec

des puissances paires de 71, I’autre avec des puissances impaires :

Y(m) =m (a1, 5:77) +v2m ®lar + 3, 3:07)

ol 1 et 2 sont des constantes et

=, alm)n

(I)(avﬁ;z)zz ﬂ(n)n|7 a(O) =1, a(n):a(a+1)(a+2)(a+n_1)

n=0
est la fonction hypergéometrique confluente de Kummer. D’apres Maroni (1997,
Eq. (93)), on a ®(a, f;2) ~ % e* 2278 quand z — +oo, ou T est la fonction
Gamma d’Euler. Ainsi
7 F(%) 72 F(%)

Y ~ el |y |21~ ( — ) , — —o0.
() |1 Ma)  Tlar+ D) n

Donc y(m) = e_"fY(nl) a le méme comportement asymptotique que (21)
lorsque 71 — —o0, pourvu que

/ mer ! _a2
Na, | " Y1 I‘(%) e I‘(%) _ C(b—ay(1 - Il))a;b 26)
2b F(al) 1—‘(041 —+ %) 1—'1;71717 $1+%+agzb .
1

a;

Quand au contraire 171 — +oo, (11) suggére que Y (1) doit se comporter
comme une certaine constante multipliée par 7, 21 T3 théorie des fonctions
hypergéométriques confluentes (Maroni, 1997) montre qu’il faut imposer

r'(3) _ I(-3)
F(ali-%) K, 2= r(af)

M= K (27)

pour une certaine constante K pour obtenir un tel comportement asymptotique.
En effet, on a alors

N (=1
Vim) = K (g #on o) + o mblen + 5. 3] L 29

c’est-a-dire Y (1) = K ¥(aq, 3;n%) pour 1 > 0, ot ¥(a, B;2) est la fonction
hypergéometrique confluente de Tricomi définie par

ra-s rp-1
\\J )= "7 S—
D’aprés Maroni (1997, Eq. (90)), on a bien ¥(a, 8;2) ~ 2~% quand z — +o0.

Donc Y (n1) ~ Kny** quand 1, — +oo. L'équivalent de e~"Y () coincide
alors avec (11) pourvu que

(o, B;2) + ZP0(a—-f+1,2-B;2).

__a
Na -t eNe o
KlMQ—bl] :klﬁxll b (29)
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En résumé, les relations (26), (27) et (29) déterminent K, 71, 72 et C en fonction
de k1. En particulier, puisque I'(—3) = —2y/7, I'(3) = V7 et I'(3) = @,
I’équation (26) donne

1

_a1 _
Nay | " 2 K _C(b—ax(1- xl))% (30)
V "2 Dla)D(ar+3) o Hastas

a Ly

Une forme alternative peut étre obtenue en utilisant la formule de Legendre-
Gauss I'(on)T'(ay + 3) = 22(1% (2011).

La situation prés de z2. Lorsque az > b, une analyse similaire peut étre

faite preés de x = x2 = 1 — b/ag en partant de (15) et en négligeant le terme ¢y

devant ¢oz. Posons z = xg—l—j—%, ne = &an/5%, 2(n2) = e_"gZ(ng), et ap = gj—ﬁ.

Alors
Z(n2) = 61 ®(az, 33m3) + 6212 P2 + 5, 3:113) (31)

ou 01 et do sont des constantes. Le comportement pour 7o — +0o coincide avec
(24) pourvu que

%Lg_l _a1
Naz b (51 P(%) + 621—‘(%) ) _ C[al(l —.%'2) _b]alib (32)
V 20 T(az) ' D(as+1) -5 rastas

ay )

Posons

5 = K, & =-— K (33)

['(as)

INGPES %)

pour une certaine constante K (noter le signe moins dans d3). Alors Z(n2) =
K U(ay, ;m3) quand 2 < 0. Donc e’”gZ(ng) ~ Ke”75|172|72°‘2 pour 7z — —00.
Ceci coincide avec (13) pourvu que

__ a2
. Na @2t elNe2 12
K[,/z—b?] :kQ\/T_mezb , (34)

Comme ci-dessus, (32) et (33) donnent

1

_a2 .
Nop] ™77 ok Cln(lom) -y
2b D(a)T(az +5)  Jomss Matetat
2

ay

Ainsi les constantes ko, K , 01 et d2 sont déterminées par la constante C.

6 La valeur propre

Rappelons que M7 = Aw. En additionnant toutes les lignes de ce systeme
d’équations, on obtient A Zf:fzo(ﬁn_; + 7p,2) = 0. Or A < 0. Donc Eﬁfzo(ﬂ'nJ +
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Tn,2) = 0. Les deux premieres lignes du systéme sont
A1 = —q1 To,1 + @22 + b7 1,
ATg2 = —q2mo2 + q1 To,1 + 0712
En les additionnant, on trouve
T, + T2 T, + T2

PUPY JL N R AR AL S L (36)
To,1 + 70,2 Yone1 (Tt + T 2)

Considérons d’abord le cas olt a3 > b > ag avec Ry > 1. Alors (19) montre
que

1

N
DALY
— ) Mpo z(z)dr ~ K, C
V&

ou k1 est une constante positive indépendante de N. En utilisant le fait que le
pic de 7,1 est proche de z = n/N = z7 et les relations (25), (28) et (30), on
trouve

e dzx K _as
_Zﬂ'nl_/_ (nl)dnl d—mzﬁg\/—ﬁgfich al*b, (37)

ol les k; (ci-dessus et ci-dessous) sont encore des constantes positives indé-
pendantes de N. Ainsi le terme dominant pour N grand dans le dénominateur
de (36) est celui impliquant 7, 2. Comme au numérateur 711 et m1 2 peuvent
étre approchés par y(4) et z(4) ol y(x) et z(x) sont donnés par (22)-(23), on
obtient que

a2 a9 __ 1

1 \o—az "a1-0o a
1 _ a3 a1
Ay —gy N~ gy N e tas
N
Autrement dit, —1/A croit avec N comme une loi de puissance d’exposant
p- — o5 > 0, ainsi qu'annoncé dans 'introduction. On remarque

d’ailleurs que w tend vers +oo lorsque as tend vers b par valeurs inférieures.

w =

Considérons maintenant le cas ol a; > as > b. Pour simplifier, introduisons
la notation f = g (& ne pas confondre avec le symbole informel ~ utilisé ci-
dessus) si (log f)/N — (logg)/N — 0 quand N — +4o0. En particulier N? ~
1 pour tout 8. Alors (12) avec z = 1/N montre que 1 ~ 712. De plus,
T1.9 & ky e N2(U/N) x|y 752(0)  ky. Par ailleurs, le pic de 7, 1 est proche de
x = n/N = z; alors que celui de 7, 2 est proche de x2. Ainsi (37) est encore
valable et montre que 25:1 7,1 ~ C, tandis que (31), (33) et (35) donnent

e dx K az/2
Zﬂn2 / (772)d772_’\’li5\/__/§50]\] ax-b ~ (O

Mais (34) et (35) montrent que C' ~ K ~ ks eN¢. Ainsi (36) donne —\ ~ e~ Ne2
et —1/\ ~ eV°2. Finalement, —1/\ croit & peu prés exponentiellement avec un
parametre cs.
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7 Le temps moyen jusqu’a extinction

Le systeme linéaire (8)-(9) peut étre résolu avec la méthode numérique
présentée par Artalejo et al. (2013). Elle n’utilise que des matrices carrées
d’ordre 2 et réduit l'instabilité numérique. Rappelons que ¢; = g2 = 1 et que
b=2.

Premier exemple : a; > ay > b. Prenons a; = 10 et ay = 5. La figure 4a
montre T), 1 et T, 2 en fonction de z = n/N. La figure 4b suggere que le
temps moyen jusqu’a extinction, partant par exemple de N personnes infectées
dans I’environnement 1, croit & peu prés exponentiellement : Ty 1 ~ Y. Une
régression linéaire donne ¢ ~ 0.32. Noter que ¢; ~ 0.81 et ¢ ~ 0.32, ce qui
suggere bien que ¢ = ca.

1.25e144 354

1.2e144 (Tn.laTn.Z 30-logTN,1
1.15e144
1.1e141 251
1.05e141 201
le14
9.5613 154
9e134 101
g5e13] .
8e13-
7.5e13' . . . N N
02 04 06 08 1 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

FIGURE 4 — Le cas a1 > ag > b. a) T, 1 [ligne pleine] et T}, 2 [ligne pointillée] en
fonction de n/N lorsque N = 100. b) log T’v1 en fonction de N.

Deuxiéme exemple : a; > b > ay et Ry > 1. Prenons a; = 5 et ay = 1.
Donc Ry = 1.5 > 1. La figure 5a montre T}, 1 et T}, 2 en fonction de z = n/N.
La figure 5b montre logT,; en fonction de log N. On obtient une ligne droite
suggérant une loi de puissance T" ~ x N“. La pente, obtenue par régression
linéaire, est w ~ 0.67. Dans ce cas, on a b32a2 — % =1- % = %, ce qui
correspond bien a la pente mesurée.

8 Remarques

Comparaison avec le cas périodique. Pour mettre en évidence la différence
entre un environnement aléatoire et un environnement périodique, reprenons le
casoua; =b et ap =1, tandis que g1 = g2 =1 et b =2. Alors u; = us = 0.5 :
I’environnement passe en moyenne la moitié du temps dans ’état 1, 'autre
moitié dans 1'état 2. La figure 6 remontre d’un coté comment T ; croit en
fonction de N comme une loi de puissance. D’un autre coté, considérons le
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log TN

—_—— T T 4.5

3.5

2.5

n/N 15 log N
06 08 1 T3 4 5 6 7 8

FIGURE 5 — Le cas a1 > b > ag avec Ry > 1. a) T,,1 et T}, 2 en fonction de
x =n/N lorsque N = 100. b) logTn 1 en fonction de log N.

méme modele SIS mais dans un environnement T-périodique (Bacaér, 2015) :
choisissons T' = qil + q%, a(t) = ay pour 0 < t < u1T, et a(t) = ag pour u; T <
t < T. Pour ce modele, soit e le multiplicateur de Floquet associé au processus

d’extinction. La figure 6 montre comment —1/A croit exponentiellement avec
N.

N
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

FIGURE 6 — Le temps moyen jusqu’a extinction Tn,; dans un environnement
aléatoire et —1/A dans un environnement périodique ressemblant.

Les équations de champ moyen. Il n’est peut-étre pas inutile de rappeler
suivant Bacaér et Ed-Darraz (2014) que les équations de champ moyen

dI
d—tl = CL1[1(1 — Iﬁl) — bIl - qlll + QQIQ
dI.

d_; =aslb(1— &) - bl — oo + qu 11,
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une fois linéarisées pres de ’état d’équilibre (0, 0), conduisent & la matrice jaco-

bienne
ar—b—q q2
q1 az —b—qo '

Mais cette matrice peut avoir une valeur propre strictement positive, de sorte
que ’équilibre trivial est instable, alors que Ry < 1.

Autre limite. Les résultats obtenus considerent que les parametres g;, a;, et b
sont fixés tandis que N tend vers 'infini. Les choses sont évidemment différentes
si par exemple on laisse aussi g1 et g2 tendre vers 'infini avec un rapport ¢1/¢2
fixé. Le modele se rapproche alors d’un modele homogénéisé en environnement
constant avec un parametre de contact moyenné a = ajuy + asus.

Le cas sous-critique. On n’a pas abordé le cas sous-critique Ry < 1 avec
a; > b > ay oub > a; > as. Le comportement du temps moyen jusqu’a
extinction est alors sensiblement le méme que dans un environnement constant :
partant d’une fraction fixe de la population qui est infectée, le temps moyen est
de Tordre de log N (Doering et al., 2005). Partant d’une fraction infectée telle
que 1/N, le temps moyen tend au contraire vers une limite. Dans le cas d’un
environnement aléatoire, c’est aussi ce que suggerent les simulations numériques.

9 Chaine de Markov avec un nombre fini d’états

Avec J états, rappelons que le générateur infinitésimal @ est tel que @;; =
— Z’ijzl Q;,; pour tout j. Supposons que cette matrice ) soit irréductible et
que a; > ag > --- > ay. On peut conjecturer que si ay > b, alors le temps
moyen jusqu’a extinction croit a peu pres exponentiellement avec la taille NV
de la population avec un taux ¢y = b/ay — 1 —log(b/ay). C'est en effet dans
I’environnement J que l'extinction est la plus probable.

Si en revanche b > ay et Ry > 1, notons m, ; ~ y;(z) avec x = n/N. Au
voisinage de x = 0, le systéme (16)-(17) devient

d J
0 (b—aj)——(xy;) + > Qjrvk- (38)

dzr
k=1

En cherchant une solution de la forme y; = 6; 2% ~1

tout j, on trouve

avec w > 0 et 6; > 0 pour

J
0 w(b—a;)f; + ) Qjubh
k=1
pour 1 < j < J. Avec les notations de I'introduction, on a donc le probleme
de valeur propre généralisé Qf = w(A — B)6, avec 0 = (61,...,0;). Il Sagit de
montrer qu’il existe un unique nombre w > 0 tel que ce probléme ait une solution
avec §; > 0 pour tout j. Posons D = A — B. C’est une matrice diagonale.

17



Pour tout nombre réel s, rappelons que p(s) = max{f(A\); A € o(Q — sD)}.
La matrice Q — sD a tous ses coeflicients en dehors de la diagonale qui sont
positifs ou nuls; de plus, cette matrice est irréductible. D’aprés un corollaire
du théoreme de Perron et Frobenius (Smith, 1995, Corollaire 3.2), u(s) est une
valeur propre simple de Q —sD (appelée valeur propre dominante) et il existe un
vecteur propre ¢(s) dont toutes les composantes sont strictement positives tel
que (Q—sD)@(s) = p(s)@(s). Ce vecteur propre est unique avec la normalisation
ijl ¢i(s) = 1. D’apres le méme corollaire, I'existence d'un vecteur 6 tel que
6; > 0 pour tout j et (Q —wD)O = 0 équivaut en fait & u(w) = 0. Il s’agit donc
de montrer que 1’équation pu(w) = 0 avec w > 0 a une unique solution.

Concernant l’existence, on remarque d’abord que le générateur infinitésimal
Q@ correspond & s = 0 : on a u(0) = 0 et 'on note u = ¢(0) le vecteur propre
a droite. Le vecteur ligne 1 = [1,...,1] est un vecteur propre a gauche de Q
associé a la valeur propre 0. Ainsi 1u = Z}‘le u; = 1. D’apres le théoréme
de perturbation des valeurs propres simples, la fonction p(s) est dérivable en
s =0et 4/ (0) = =1Du. Or Ry > 1 équivaut & 1Du = Ej:l (a; —b)u; > 0.
Donc p/(0) < 0. Par ailleurs, on a (Q/s — D)¢(s) = (u(s)/s)¢(s) pour tout
s > 0. Lorsque s — +o00, on a Q/s — D — —D. Par continuité du spectre,
w(s)/s = max;(—D; ;) = max;(b —a;) =b—ay > 0. Donc pu(s) = +oo quand
s = +o00. Comme £(0) =0 et 1/(0) < 0, on en déduit qu'il existe w > 0 tel que
p(w) = 0.

Quant & l'unicité, remarquons tout d’abord que la fonction u(s) est convexe.
En effet, pour tous les nombres réels wy, we, et 0 < € < 1, on voit que p(ewr +
(1 —&)ws) est la valeur propre dominante de la matrice @ — w1 D — (1 — &)waD.
D’apres un théoréeme de Cohen (1981), cette valeur propre est inférieure ou égale
aep(wr) + (1 — e)p(we). Ceci prouve la convexité. Supposons maintenant qu’il
existe wy; > wa > 0 tels que p(wi) = p(wz) = 0. Comme p(0) = 0 et u(s) est
convexe, on en déduit que p(s) = 0 pour tout 0 < s < wy. Ceci contredit le fait
que 1/ (0) < 0. CQFD.

Lorsque a; # b pour tout j, la matrice A — B est inversible. Ainsi Q8 =
w(A — B)f équivaut a (A — B)71Q0 = w6. Donc w est la valeur propre de
(A — B)71Q dont la partie réelle est la plus grande.

Enfin I’équation (36) devient

J
Zj:l 1,5
7 N :
Zj:l D on=1Tn.

. _ . . N
Au nulmerateur, ona m ; ~ 0;(1/N)“~1. Au dénominateur, on a > = _, T, ; ~
NO; fo 2%~ dx. Donc —1/\ semble bien croitre avec N comme N“.

Il est sans doute possible de généraliser un tel résultat au cas ot ’environ-
nement est gouverné par exemple par une équation différentielle stochastique
d¢ = f(&(t)) + odB(t). Soit L* Popérateur différentiel défini par (L*u)(§) =
a2 d3u

T d%(f({)u({)) Supposons que u(§) soit une probabilité invariante :

L*u=0,u>0et fjof u(€) d§ = 1. Ainsi, dans le cas de I’équation de Lange-
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vin avec f(€) = —k& et k> 0, on a u(€) = /L5 e *7/7" Supposons que le

Kixea
contact a(-) soit une fonction sur R telle que mina(-) < b et

Ry = (%E‘;o = / ") dt) /b= ( / :o a(€) u(€) ds) /b> 1.

On conjecture alors que le temps moyen d’extinction croit avec N comme N¥,

ol w est I'unique nombre positif tel que 'opérateur différentiel L* —w(a(-)—b] ait

une valeur propre principale égale a 0. Pour la convexité de cette valeur propre en
2 2

fonction de w, voir Kato (1982). Noter que I'adjoint de L* est L = - j—fz—l—f(ﬁ)d%

et que L1 = 0 si 1 désigne la fonction constante égale a 1.

10 Un environnement a la fois périodique et aléatoire

Revenons au cas d’un ensemble fini d’environnements et supposons désor-
mais que le générateur infinitésimal Q(t) soit une fonction périodique de période
T, continue ou continue par morceaux, et irréductible au moins sur un inter-
valle de t. Le systéme (4)-(5) prend la forme 22 = M(t)P. Suivant Bacaér
(2015), il existe alors un unique couple (A, ) tel que A < 0, tel que 7(t) =
M (t)7(t), tel que 25:1 ijl T, () = 1, et tel que my, () > 0O pour 1 <n <
Netl<j<J Deplus, Eﬁfzo E;‘]:1 Tn,; (t) = 0. Il existe aussi une unique fonc-
tion T-périodique u(t) telle que % = Q(t)u(t), u;(t) > 0, et Z}‘le u;(t) = 1.
Suivant Bacaér et Ed-Darraz (2014), on pose Ry = (+ fOT Z;’Zl a;u;(t)dt)/b.

On conjecture que si a3 > ... > ay > b, alors le temps moyen jusqu’a
extinction croit encore exponentiellement avec N avec un taux ¢y = b/ay —
1 —log(b/ay). Si en revanche ay < b mais Ry > 1, 'approximation continue
7n,j (t) = y;(t, z) conduit & généraliser (38) au voisinage de x = 0 par

J
6yj 0
ot (b— aj)a_x(xyj) + ;Qj,k(t)yk .
Une solution de la forme y;(¢t, ) = 0;(t)z*~*
qui est T-périodique, doit vérifier
o
dt

, avec une fonction 0(t) = (6;(t))

(Q(t) —wD)O(t) .-

Il existe un unique nombre réel u(w) tel que et T

soit le multiplicateur de
Floquet dominant du systeme % = (Q(t) —wD)X, qui est T-périodique, avec
une matrice a coeflicients hors diagonale positifs ou nuls et irréductible sur un
intervalle de ¢. On peut montrer qu’il existe un unique w > 0 tel que p(w) =0
en utilisant, comme dans la section 9, la convexité de p(w), u(0) = 0, le fait
que 4/(0) = —= OT 1Du(t)dt < 0 si Ry < 1, et le fait que u(w) — 400 lorsque
ay <b.
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Noter que la convexité de p(w) se démontre en généralisant simplement Par-
gument de Cohen (1981), qui se base sur la log-convexité du rayon spectral des
matrices a coefficients dans I’ensemble G de fonctions nuls ou log-convexes en w,
et sur le fait que G est stable par addition, multiplication, et passage a la limite
(Kingman, 1961). En effet, la fonction périodique continue par morceaux Q(t)
peut étre approchée par une fonction en escalier, disons par une matrice @y sur
lintervalle (7, 7k41) pour K =0,..., K —1 avec 1o = 0 et 7 = T. Si Q(¢t) était
cette fonction en escalier, e#(“)7 serait égal au rayon spectral du produit de
matrices e(Qx-1-wD) Tk =Ti-1) ... x (Qo=wD)(m1=70) D’apres Cohen (1981),
chacune de ces matrices a ses coefficients dans &. Donc la matrice produit est
aussi a coefficients dans & et son rayon spectral est log-convexe en w.

Finalement, comme

-
fo Ej:l 1,5 (t) dt
T —J N )
fo Ej:l Zn:l T, (t) dt

on conclut comme avant que —1/\ croit sans doute avec N comme N¥.

A=—b
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