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Résumé —Nous proposons ici une nouvelle méthode multi-échelle pour calculer la réponse des
structures hétérogenes non linéaires. Par rapport aux approches existantes basées sur des calculs
simultanés aux deux échelles, I'approche découple les calculs microscopiques et
macroscopiques. Pour cela, la fonction densité d’énergie effective est calculée en des points
discrets de l'espace du chargement macroscopique. Des méthodes d'interpolation pour les
grandes dimensions permettent ensuite d'accéder aux contraintes et au tenseur élastique tangent.

Mots clés— Méthodes multi-échelles, matériaux non linéaires, potentiels explicites numériques

1 Introduction

Le calcul de structures non linéaires est un problenmeldmental pour les sciences de
I'ingénieur. Cependant lorsque le matériau constituant la structure est hétérogéne, il est
nécessaire de réaliser une homogénéisation du comportement non linéaire macroscopique. Les
difficultés par rapport au cas linéaire sont nombreuses : la forme générale de la loi de
comportement n’est pas connue, et 'homogénéisation non linéaire nécessite de résoudre des
équations aux dérivées partielles non linéaires avec des coefficients aléatoires ou périodiques
pour des conditions aux limites associés a un nombre théoriquement infini de cas de chargement
macroscopiques. Un trés grand nombre de travaux analytiques et numériques ont été consacrés a
ce probléme au cours des dernieres décennies, mais les limitations restent nombreuses.

Nous proposons ici une approche numérique nouvelle permettant le calcul des structures
hétérogenes non linéaires [1]. Par rapport aux approches existantes, cette technique offre les
avantages suivants : a) le calcul multi échelles est réalisé de maniere « séquentielle » et non
« simultanée » : il est alors possible, pour une miscrostructure donnée, d’effectuer des calculs
sur un nombre infini de structures et de cas de chargements macroscopiques, sans nouveaux
calculs locaux. Il est également possible de considérer plus gu'une échelle de description
microstructurale, ce qui aujourd’hui est inconcevable en terme de temps de calculs avec les
approches disponibles ; b) les calculs préparatoires permettant l'identification de la loi
macroscopique et le calcul de structures sont découplés. Une fois les calculs préliminaires
effectués (qui sont d’ailleurs totalement parallelisables), le temps lié au calcul de structure est
du méme ordre de grandeur qu’un calcul élément fini classique lorsque la loi macroscopique est
donnée sous forme analytique.

L'idée centrale de cette technique est de calculer numériquement des valeurs discrétes d'un
potentiel dont la loi macroscopique dérive et d’interpoler ses valeurs dans I'hyperespace des



déformations macroscopiques pour accéder aux tenseurs des contraintes et au tenseur élastique
tangent par dérivation de la fonction continue construite. Les détails de la technique sont fournis
ci-dessous.

2 Rappels d’homogénéisation non linéaire

Soit un volume élémentaire représentatif (v.e.r.) dédems un domain® et de bordQ
associé a une microstructure. On suppose que le v.e.r. est constifpiéades, chacune définie

dans un domain®,. L’opération de moyenne sur le volume feetde Q, est notée<.> et <>r ,
respetivement. Soit)((r)(x) la fonction caractéristique associée a une phase r telle que
X7 (x) =1 dansQ, et ¥ (x) = 0 ailleurs. Dans chaque phase, nous supposons qu’un

potentiel de déformation élastique)“)(a), ou fonction densité d'énergie est connu. Nous

considérons ici le cas des petites perturbations, le ters&ant le tenseur des déformations
linéarisé. Le potentiel local est alors défini par

N 1)
wix,g) =Y X" ()" ()
r=1
La loi de comportement locale peut alors étre déterminée par :
oa(X,€) (2)

o(X,g) = %

ou o est le tenseur des contraintes de Cauchy satisfaisant les équations d’équilibre. Nous
définissons les grandeurs macroscopiques, ou effectives, comme les moyennes sur le volume du

v.e.r., soientg = <a> eto = <c>. Afin de résoudre le probléme local, des conditions aux limites
doivent étre imposées saf). Par exemple, les conditions aux limites périodiques sont données
sous la forme :

u-ex périodique sur 0t on anti-périodique sur 0Q 3)

Pour un état de déformation macroscopiguée probléme non linéaire peut étre résolu par
exemple par un calcul élément fini. La loi de comportement macroscopique est donnée sous la
forme

d(w(x,€)) _ 0eo(E) 4)

oe Ot
L'idée centrale de ce travail est de proposer une forme numériqueapoan vue de calculer
efficacement la loi de comportemetat= f (g) dans un calcul de structure classique de type
éléments finis.

6 (X,€) =

3 Méthode des potentiels explicites numeériques
Pour la suite, nous adoptons les notations suivant€s= &,,, &, =&,,, &; =&,

§4=\/§§23, 55=\/§§13, 56=\/§§12. Les mémes notations sont utilisées pour les

composantes des contraintes. Les composantes des contraintes et du tenseur élastiqlie tangent
sont alors données par :

_ _ 0w - 0’w ®)
g, :aT et Ly=———
g, 08,08,
Dans le cas général, le potentiel de déformation élastique est une fonction scalaire dans
un espace a six dimensions :

gl

=w(51,z‘2,...,2”6) ®)



Cependant, on peut étre amené a étudier un probléme sous certaines hypothéses, par exemple
dans le planx, — X, . Dans ce casic dépend seulement dg, €, et &, et les valeurs de et

sont alors prises dans I'ensemble {1,2,6}. Nous présentons ici la méthode dans le cadre général,
mais celle-ci peut étre adaptée facilement pour des problémes faisant intervenir moins de
composantes de déformations macroscopiques.

3.1 Représentation discréte du potentiel

Dans un premier temps, nous discrétisons un domaike dans l'espace des
déformations macroscopiques a six dimensiBn&ne discrétisation non réguliére peut étre
envisagée. Nous présentons ici le cas d’'une discrétisation E en une grille réguliére, par souci de

simplicité. Pour cela, chaque axg, est gradué uniformément. Des valeurs minimales et
maximales de&, doivent étre choisies, restreintes par I'nypothese des petites déformations.
Nous introduisons un ensemble de poi{ﬁg ,{l”,...,c,‘n‘:} définis sur I’intervallet?é”i”,‘?;"a"],
avea?;“i“ =¢; <& <.< frﬁa =&,

Le domaine A = |g™ & |x g™ g |x ..x |g1™ £7*| de E est ainsi discrétisé en un
ensenble fini de points, appelés nceuds. Si lI'on considére une grille réguliére, nous

posongd =m, + 1=m, + 1=...=m, +1. Pour un probléme faisant intervedicompmsantes
de déformations macroscopiques, le domaimentientp® nceuds.

Nous é&aluons ensuitecc en chaque nceud dé par la méthode des éléments finis. Une
représentation du domaine discrétfsést illustrée dans la figure 1.
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Figure 1 - Schématisation de I'espace discrétisé des déformations macroscopiques. Différentes
déformées d’'un v.e.r. sont représentées en différents nceuds du domaine.

Soient les composantes de déformations macroscop(eﬁjeéé,...,{i)en un nceud,i,..i,.

Nous designons par le suite I'évaluation du potentiel effectif en ce pointE)@;ie.
L’ensemble des valeurs évaluées dans les différentes nceuds est associé a une hypermatrice
W = [Z)liz i6]' Aprés avoir calculé les valeurs Wé en résolvanp” problémes éléments finis, il

est dors possible d’accéder aux composantes du tenseur des contraintes et du tenseur élastique
tangent par interpolation des valeurs dévis



3.2 Méthodes d’interpolation

L'interpolation doit étreC? afin d’obtenir une représentation continue du tenseur élastique
tangent pour le calcul des structures dans le cadre d’une méthode de résolution de Newton-
Raphson. Dans [1] nous avons proposé deux techniques d’interpolation. La premiére technique
est basée sur une méthode de spline cubiques multidimensionelles [2]. Cette premiére approche
est bien adaptée lorsqleest défini sur un espace de faibles dimensions. Pour les dimensions
plus grandes, ce type d'interpolation est extrémement colteux aussi bien en temps de calcul
gu’'en taille mémoire. Une seconde technique d'interpolation, bien adaptée aux espaces de
grandes dimensions, est décrite ci-dessous.

Nous utilisons une décomposition en produits tensoriels [3] de I'hypermé¥tice

. R
W=>¢;0¢,0...0¢;

r=1
ou (pI (i=1 ; r=1,...,R) sont des vecteurs a valeurs réelles asso€jéstaR est un entier.

©®)

Les vecteurs(pi sont déterminés en résolvant un probléeme des moindres carrés pour une valeur
de Rdonnée :
R 2 ©®)
- 0:0¢,0 Hoegf r=1.R,j=1.6
r=1
Pour atteindre une précision donnée, R peut étre augmenté jusqu’a ce que
R
> ¢ 0¢,0...09g<o
r=1
avecod un parameétre de tolérance. Le probléme (7) étant non linéaire par rapport aux inconnues
(prj , une procédure itérative est nécessaire pour le résoudre. Un algorithme efficace et simple a

i nrf

@]

(®)

metre en ceuvre est I'algorithme des moindres carrés alternés [4]. Une fois les vqxf]teurs
détaminés, nous obtenons une représentation en variables séparéesades la forme :

- = = $ r(E\A (E s (5)
w(gl 782""’56) = Z@ (51)¢2 (52)'¢6 (56)

- n
ou @' (&) :Z‘NK(Ej ){(aj’}ksont les valeurs interpolées dg]. Ici N¢ est une fonction

cubique spline unidimensionnelle. Les contraintes peuvent alors étre approximées par :

R (5)
S T

Les composantes du tenseur élastique tangent peuvent étre obtenues de la méme facon, par
dérivées seconde du potentiel continu construit :

S (%)
Loy € 8nEs) =D { |—|¢y( )} ( £5) 3¢ (£,) ) .

siaz
r=1\ (y#a#p 0&

Eaﬁ €1:85101E6) = Z({H @ (& )}a %( )] sia=pf

a




4 Exemple numérique
Dans cet exemple, une structure décrite dans la figast @nstituée d’'un matériau hétérogene,
dont le v.e.r. est également représenté. Le potentiel local dans chaque phase du v.e.r. est un

potentiel de type loi puissance. Les détails peuvent étre trouvés dans [1]. L’hyperiNaaste
calaulée suivant la procédure décrite ci-dessus. Les contraintes et le module tangent élastique
approximés, dérivées de la fonction continue interpolée, sont utilisés dans l'algorithme de
Newton-Raphson pour déterminer I'équilibre de la structure. Pour évaluer la qualité de la
méthode, nous comparons note solution avec un calcul Eléments finis multi-niveaux [5]. Les
résultats de la figure 2 montrent que les résultats sont en trés bonne adéquation avec le calcul
multi-niveaux utilisé comme solution de référence.
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Figure 2 - Structure hétérogenes, maillage, et volume élémentaire représentatif.

vonMis. Stress
0.027187
0.0254484
0.0237096
0.0219708
0.0202321
0.0184933
0.0167545
0.0150158
0.013277
0.0115382
0.00979948
0.00806072
0.00632195
0.00458319
0.00284442

Figure 3 - Structure hétérogénes, maillage, et volume élémentaire représentatif.
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