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Résumé- Dans cet article, nous présentons la formulation théorique et I'évaluation d’un nou-
vel élément fini du premier ordre pour les plagues composites multicouches. Il est basé sur un
modéle variationnel en déplacement que nous considérons comme discrét, dans la mesure ou I'on
introduit localement et de maniére discréte des hypothéses cinématiques et mécaniques. Ce modeéle
gque nous appelons DDM (Discrete Displacement Mindlin) fournit un élément fini géométrique-
ment simple (un quadrilatére a 4 noeuds et 3 ddl par noeud) et efficace par I'existence de courbures
de flexion linéaires, issues d'une représentation quadratique des rotations de la normale ala surface
moyenne. Nous avons introduit localement des hypothéses modifiées de Mindlin dans I'élément
DKMQ proposé par Katili, pour prendre en compte le caractére multicouche des composites. Il
prend en compte les effets de CT a travers I'épaisseur et reproduit les résultats de plaques minces,
quelque soit I'élancement (absence de verrouillage en CT).

mots clés— Eléments finis spéciaux, plaques multicouches, Modéle DDM

1 Présentation de I'élément DMQPmMI;

Le nouvel élément de plaque, baptisé (Discrete Mindlin QuadhitdtPlate multilayer), est
une extension aux cas multicouches du modéle isotrope DKMQ proposé par Katili [2]. L'élément
DMQPmI(Fig. 1) possede quatre nceuds et 3ddl par noeugByi, Byi) : le déplacement transversal
suivant I'axe z et les deux rotations de la normale a la surface moyenne dans les deux plans
X—zety—z

2 Champ des déplacements :

Le champ des déplacements virtuels correspondant, suppasénpegiles deux configuratiof
etC, est défini par :
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FiG. 1: Géométrie de I'élément DMQP
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w, By, By sont respectivement le déplacement transversal et les dewonstale la normale dans
les plansx-zety-z Nous proposons d’approcher les rotatiihet, a l'aide d’'une interpolation
quadraique incompléte qui fera apparaitre des accroissements de rotAfflapsur les quatre
bords é&mentairesASs, sont les variables associées a la représentation quadratigiet|,.
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3 Champs des déformations

On se limitera au cas d’'une plague de Reissner/Mindlin en flexionTes&hs la prise en
compte du comportement membranaire. Seules les courbures de fgXiat les déformations

de CT seront considérées dans I'étude. Pour plus de détail sur I'aspect théorigue du modeéle,
I'auteur pourra consulter [5].

1. Courbures de flexion :

00 =Bl g} = [Bog] (Un}+ [Bueg] 105 ®

2. Déformations naturelles de CT. Utilisation de la méthode des défanations de
substitution (méthode ANS)

Nous définissons les déformations cartésiennes déygfTen fonction des déformations isopara-

métriques{yg} que nous interpolons linéairement, deux a deux, sur les bords élémentaires (Fig.
2).



FiG. 2: Déformations de CT de bords

{Vo}Z{ Yz }: [ j11 jlz]{ Véz:%1(1—’7)%{5"'%(1""7)&’557 } 4)
Wz 21 22 Ynz=35(1—&)Vnze+35(1+E) Vnee
Yszss Ynee, Yez7: YnzsSont les déformations de CT isoparamétriques definies sur legqdatr

tés (5, 6, 7, 8) respectivement. Elles sont reliées aux déformations tangentielles dg,bgrdysr, Vs
par :

Vers = +5Ves: Vnzo =+ 2V Vegr = — 2Vt Vnzs = — 2V %)

Les débrmations naturelles ou isoparamétriques de Bggg sont projetées sur lekegrés de
liberté élémentairegU,} et {ABsk} sous une forme discrete, définie par une intégrale de contour
le long de chaque coté:

Lk
/(ysk— Vsk)ds = O (Hyp. dnématique (6)
0
Ysk = (W,s + Bs)k (7)
VokLk = Wj — Wi -+ 5 (Bsi + Bsj) + ZLkABsk (8)

L'application de I'hypothése cinématique (8) sur le cktéonduit a un élément a 8 nceuds
avecdes degrés de libertédditionnels aux nceuds milieux des cotés. Celui-ci possede encore les
rotations{ABsx} commeddl dont I'utilisation est peu pratique car elle nécessite des maillages
éléments finis adaptés. Ce probléme a été signalé dans les travaux de Zienkiewicz et ses collabo-
rateurs [7, 3] ainsi que ceux de Ayad et al.[1]. Nous avons opté pour une méthode heuristique qui
consiste a utiliser une deuxieme hypothése modifiée de Mindlin, dans le but d’extraire ces mémes
rotations{ALsx} et de les éliminer en les substituant dans I'expression des déformations de bords
{ysk}. Nous avons introduit une hypothése mécanique modifiée de Mindlin qui permet de prendre
en conpte le caractére multicouche des plaques composites. Elle s’écrit comme suit :

/ (Vsk—< Ho, HE, >{ :II_-S }) ds=0 (hyp. mécanique (9)
0 n

HIv. etHY. sontdeux termes de comportement en CT de la matrice injlégge”, avec



Had = [RJ[HJ[AJ 2 ;  ([Hd : la matrice de comportement de CT
B 1 | cosB  sinbk

Rd=1RI= [ sinBc  —coshk }
Nous dilisons les relations d'équilibre sur la surface moyenne pour détérminer les efforts tran-

chants{T} en fonction des moments fléchissa(ity) = < Ms Mp Mg > Elles s’écrivent de la
fagon suivante :

Ts =Mss+Msnn; Tn = Msns+ Mnn (20)

Nous définissons les déformatiofigk} en fonction des dérivées secondesest 3, par
l'intermédiaire des équations d'équilibre (10), et de deux lois de comportement, en flexion et en
cisaillement. Nous obtenons :

. . 8
Ysk = (Hgl](\;{lell‘f‘ Hgngflfi) Bsss i Bsss= _FABSK (11)
k
La comrbinaison des deux équations (8 et 11) donne :
3 Wi —Wj  Bsi+ Bsj
ABsk= - 12
B 2+3%m|< B 12

(g( 8<Hf11 Ekzll +Hs¢13 Cklz) est ke facteur d'influence du CT. L'équation (12) appliquée

aux différents cotes élémentaitesonduit aux résultats suivants :

(o) = [ o+ [A0] = [Ap] A a3)

La matrice [AQ'] est de dimension (4x4) et la matripis) est de dimension (4x20).

4 Validation numérique

Plague composite a 9 couches simplement supportée sous chargatmublement sinusoidal
g = gosin(mx/L)sin(my/L) MPa

Ce probleme a été proposé et traité par Pagano et Hatfield [4]. Le matériau de base est un
composite unidirectionnel fortement orthotrope. Nous avons étudié une stratification a 9 couches
0°/90°/0°/90°/0°/90°/0°/90°/0°. Les épaisseurs totales de couches a 0° et 90° sont égales, et les
couches de méme orientation ont toutes la méme épaisseur. Pour des raisons de symétrie, seul le
quart de la plaque est maillé avec un maillage (6 x 6). Les données physiques du probléeme sont
telles que :

(E]_/Ez =25;v=025; G]_z = Glg = 0.5E2, ng = 0.25E2)

Les vdeurs des déplacements et des contraintes sont données sous la forme adimensionnelle
suivante(S= ) :

T . mQ [E1+ E2(1+2vp3)]
(Oxx Txz) = CIO—SZ (Oxx Slxz) ; W= lZS4hOpW’ Q=4Gp2+ (1+ vi2v21)

(14)
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FiG. 3: Plaque carrée simplement supportée sous chargement sah@oidiches. Déplacement
au centre de la plaque en fonction de L/h
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FiG. 4: Plaque carrée simplement supportée sous chargement sinudaidaches. Distribution
des contraintes a travers I'épaisseur

La figure 3 montre la convergence du déplacementvers la solutiorfClassical Plate Theo-
ry” [6] dans le cas des plaques minces. Sur la figure 4, nous présentons la distribution a travers
I'épaisseur des containtes plar@spour L/h=10 et de CTy, pour trois élancements différents de
L/h. Lafigure 4-b montre une bonne corrélation des contraintgsour L/h=10 avec les résultats
de Pagao.

5 Conclusion:

En conclusion, le modéle DMQ® de pbhgue multicouche donne globalement des résultats
satisfaisants sur la fleche et sur les contraintes. Les travaux actuels consistent, le développement
du modéle DMPQmI avec une théorie d’ordre supérieure.
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