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Résumé : L'objet de ce travail est la mise en ceuvre d’'une nouvelle approche qui évite
certaines difficultés liées a la génération de maillage, pour but de libérer le maillage du respect
scrupuleux des surfaces représentant la structure. L’approche envisagée s’appuie sur la méthode
des éléments finis étendus XFEM basée sur le concept de partition de I'unité. L’idée principale
extraite de cette méthode est effectivement d'utiliser une discrétisation de I'espace ambiant
comme support des fonctions de forme et de réaliser des calculs de structures par éléments finis
a I'aide de la technique de représentation de surfaces par des fonctions implicites (Level sets).

Mots clés XFEM, Level Set, Conversion Explicite-Implicite, Représentation géométrique.

1. Introduction

Depubk une dizaine d’'années, de nouvelles méthodes numériques, alternatives a la méthode
des éléments finis, ont été développées. Celles-ci tendent toutes a contourner les difficultés liées
au maillage en construisant une partie ou la totalité de I'approximation par d’autres approches
gue la discrétisation spatiale par éléments. Parmi ces méthodes, on trouve la méthode des
éléments finis étendus (XFEM) [1], basée sur la partition de l'unité [2] couplée a la technique
des Level sets (courbes de niveau) [3]. Les deux techniques utilisées permettent de réaliser une
représentation fonctionnelle du domaine indépendamment du maillage, tout en gardant la
robustesse de la méthode des éléments finis. Ainsi, le choix de cette représentation consiste a
modeéliser le mouvement ou la déformation des surfaces de la structure en évitant de
nombreuses et fastidieuses opérations de remaillage qui introduisent des difficultés numérique.



La méthode XFEM a pour intérét, dans ce domaine, de s’affranchir des difficultés du
maillage dues aux frontiéres entre le matériau et le vide. L'utilisation de Level Set capable de
décrire des géométries complexes apparait pour la 1ére fois dans I'article de Moés et al. [4] dans
le cadre de 'homogénéisation, ils ont démontré certains avantages dans le cas d'utilisation
d’'une seule fonction Level Set par sa simplicité d'usage et dans la possibilité qu'elle puisse étre
dotée d'une stratégie de raffinement géométrique local pour objectif est de respecter le plus
fidélement possible la géométrie de la structure. Cependant, il existe tout de méme des
inconvénients a utiliser ce type de représentation. En effet :

« malgré le caractére tres utile des différentes fonctions existantes représentant les entités
géométriques de base (tels que : plan, cylindre, etc...), en plus de celles qui nous permettant
de construire le Level Set par des opérations booléennes (intersection, union et différence), il
n'est pas possible de représenter toutes les formes d’objets possibles.

« la représentation dépend fortement du raffinement du maillage utilisé pour construire le
Level Set et donc relativement capable de bien préserver les angles et les arétes des surfaces
(construites par une seule fonction Level Set).

Afin d'augmenter ce panel de forme et de surmonter les difficultés de la représentation des
singularités de nature géométrique (des structures contenant des coins, des rainures, des congés
de raccordement, etc...), nous proposons une modélisation volumique d’objets géométriques 3D
de la maniére suivante :

« Décomposition de la surface frontiere d’un objet CAO en faces

« Chaque face est associée a une fonction mathématique: géométrie exacte

« Chaque fonction mathématique (fonction paramétrique) est associée a un Level Set

* Représentation implicite de la géométrie par une technique de sous-découpage

« Imposition des conditions aux limites sur les surfaces représentées implicitement

e Calcul éléments finis par la méthode XFEM

2. Conversion d’'une représentation paramétrique vers une représentation
Level S¢
Dans I'approche XFEM, la position d’un trou par exemple est indépendante de la topologie
du mallage. Elle est basée sur la représentation de la matiere par des courbes de niveau d’'une
fonctiong(x,t)ou t est un parametre décrivant I'évolution spatiale de la frontiere. Une

frontierer (t) 0 O°en mouvement peut étre représentée par la fonction de niyesiko . 0 ou
ro={x00°/p(xt)=0}

Dans le cas du trou la fonction de Level Set est donnée pat) =+ min(jx-x | -r.) X; estvec
la posgtion de Il'origine etr. est le rayon du trou, ou le signe est positif (négatify est a
I'intérieur (extérieur) du contour défini paft), ce qui permet de définir un intérieur et un

extérieur. La fonction de niveau est calculée aux noeuds et interpolée par les fonctions de forme
en fonction de ses valeurs aux nceuds. Cependant cette représentation ne permet d'étudier que
des formes représentables sous forme de fonctions Level Set connues de fagon analytique, ce
qui restreint les possibilités aux formes des surfaces complexes. Pour remédier a ce probleme, il
est tout-a-fait évident qu'il faut préférer la représentation implicite directement d’'une fonction
explicite. Afin de représenter une surface au moyen de Level Set, la distance par rapport a
chaque point doit étre calculée pour construire la fongtiote qui peut se révéler relativement

colteux. Cependant, on peut imaginer de construire l'iso-zéro de la fonction de niveau en
partant d’'une courbe ou d’'une surface représentées par une fonction paramétrique et engendré
des Level Sets de type “droite” en 2D et “plan” en 3D a l'intérieur des éléments du maillage.
Cela signifie que la fonction de niveau sera approximée par des segments de droite en 2D et de
plan en 3D a l'intérieur des éléments et par conséquent le Level Set résultant est interpolé entre
les nceuds d'une bande de maillage qui contient le niveau zéro. Les figures suivantes (Figure 1)
illustrent les Level Sets construits a partir des fonctions paramétriques de type sinusoidal :



Figure 1: Exemple de Level Set complexe en 2D et 3D : interpolation effectuée sur
une bande de maillage autour du niveau zéro.

3. Présentation de I'approche proposée pour représenter un objet implicitement

Les représentations géomeétriques proposées par Moés et al. [4] sont fondées par des
frontiéres représentées par un unique Level Set, et la frontiére résultante décrite par une
combinaison de fonctions de base. Ce choix s’inscrivait particulierement bien pour une premiére
approche en raison de la facilité que présente la mise en ceuvre de cette méthode. Cependant,
celle-ci est peu performante puisque des maillages relativement fins sont souvent nécessaires
pour obtenir une représentation géométrique satisfaisante et n’est pas du tout adaptée pour
représenter les bords et les arétes des surfaces. De plus, la précision de la représentation des
surfaces avec les éléments XFEM est fonction de la courbure de celles-ci.

Dans l'approche que I'on propose, consiste a :

» décrire chaque surface de la structure par un Level Set provenant d’une unique fonction

* interpoler la fonction de chaque Level Set avec les fonctions de forme du maillage
d’'une maniére séparée

e traiter les intersections et le découpage des éléments de maillage par I'intermédiaire des
Level Sets résultants

e combiner plusieurs Level Sets entre eux en appliguant des opérations booléennes
(union, intersection et différence)

3.1 Modélisation des surfaces matériau-vide avec les éléments XFEM

Une application directe de la méthode XFEM concerne la modélisation des interfaces
matériau-vide, cette extension permet la présence du vide et de la matiere dans un élément du
maillage. Dans ce cas particulier, le champ de déplacement doit prendre en compte une
discontinuité (de type déplacement) au passage de l'interface, pour cela l'interpolation du champ
va étre modifiée en utilisant une fonction spécifique V(x) prenant 0 comme valeur dans le vide
et 1 dans la matiere. Dans le cas particulier des interfaces matériau-vide, le champ est donné par
la relation suivante :

X = Z yUNV(x) avec  V(x) :{

1 si Xdmatiére
0 si xOvide

3.2 Inté&gration numérique par sous-découpage
L'intégration numérique des termes de rigidité et de second membre d'un élément traversé
par une surface est réalisée par une technique qui consiste a sous-découper un élément de part et



d’autre de la surface. En conséquent, l'intégrale de I'élément XFEM est subdivisée en une
somme d’intégrales sur les sous-éléments. Dans notre approche, I'ordre de découpage d’'un
élément de maillage dépend du nombre des Level Sets interpolés entre ses nceuds et cette
découpe ne sert qu'a des fins d'intégrations, elle est purement virtuelle et aucun nceud n’est
ajouté au maillage. Cette technique de sous-découpage pourrait étre développée comme une
amélioration de la technique la plus utilisée, qui consiste a augmenter le niveau de sous-
découpage des éléments de maillage (c’est-a-dire sous-découpage des sous-éléments). Avec
cette approche, plutét que d’augmenter le niveau de raffinement du maillage pour représenter
les détails de la structure, il est possible d’agir plus finement en utilisant plusieurs niveaux de
sous-découpage. Chaque élément (ordre de sous-découpage 0) peut étre découpé en sous-
éléments (ordre de sous-découpage 1). Utiliser les sous-éléments reviendrait a utiliser des
éléments plus petits (ordre de sous-découpage 2) et ainsi de suite. La (Figure 2) montre
'avantage de notre technique pour représenter correctement les détails d’'une piece (fichier
CAD) d’'une maniére implicite indépendamment de la topologie du maillage.

(a)

(b)

Figure 2: (a) Représentation du domaine a l'intérieure d’'un élément par des opérations booléennes.
(b) Représentation correcte du domaine (succession de Level sets de droite en 2D) :
la courbur est idéalement représenavec des éléments linéai

3.3 Exemples de représentation de formes avec plusieurs Level Sets

Le but de ces exemples est de montrer la capacité de I'approche utilisée pour remédier au
probleme de dépendance de la représentation au raffinement du maillage et pour représenter les
bords et les arétes des surfaces. La figure suivante (Figure 3) illustre le résultat de I'approche
utilisée pour construire le domaine résultant par une combinaison des Level Sets en passant par
les étapes décrites auparavant.

(b)




Figure 3: Représentation 3D des solides par combinaison de Level Sets, indépendamment de la topologie
du maillage. (a) Les iso-zéro des Level Sets associés a chaque face de la structure
(b) Représentation du domaine délimité par l'intersection des Level Sets

Aprés avoir introduit cette représentation implicite d’un objet complet, nous décrirons les étapes
pour imposer les conditions aux limites sur la surface de I'objet, pour but d’effectuer le calcul
éléments finis.

4. Impostion des conditions aux limites sur des surfaces représentée implicitement

L'im position des conditions aux limites de type Neumann dans I'approche XFEM semble étre bien
maitrisée et les ordres de convergence établis. Dans le cas des conditions aux limites de type Dirichlet
nous utiliserons I'algorithme de réduction de I'espace des multiplicateurs de Lagrange proposé par Béchet
et al. [5] dans le cadre de I'imposition de conditions de Dirichlet sur une intetfad@ure ci-dessous
monte I'imposition correcte des conditions aux limites sur des surfaces représentées par des Level Sets.

(@)

Figure 4: lllustration des endroits qui concerne l'intégration numérique de second membre et la restriction
du choix de I'espace des multiplicateurs de Lagrange.
(a) Condition au limite délimité par les iso-zéro des autres Level Sets (face supérieure de la
structure Fig. 3(b))

Aprés avoir introduit une représentation implicite d’un objet complet et imposer les conditions
aux imites d’'une maniére correcte sur les surfaces de la structure, nous abordons I'étape finale
de notre approche : réaliser les calculs éléments finis.

5. Validation de I'approche proposée par des calculs éléments finis

Le bu de ce cas test est de valider la qualité de I'approche proposée au travers d’'un
exemple numérique tridimensionnel. Nous proposons d’étudier un probléme de Poisson dans un
cube unité avec une solution analytigue connue. Les surfaces de la géométrie utilisée sont
représentées implicitement et le calcul est réalisé indépendamment du maillage.

Les résultats en terme de convergence de l'erreur en énergie par rapport a I'énergie exacte et en
potentiel par rapport a la solution exacte du probleme sont représentés sur la figure ci-dessous :
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Figure 5: Solution du probleme de Poisson en 3D et convergence de I'erreur en énergie et du potentiel.
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Lestaux de convergences calculés sont en bon accord avec ceux des éléments finis classique.
Cependant, la méthode proposée montre une principale difficulté liée a 'imposition de deux
types de conditions aux limites a I'intérieur d’'un élément aux endroits des coins et les arétes des
surfaces.

6. Conclsions

Nous avons présenté une approche baptisgaculs de structures basés sur la technique
des Level Sets et la méthode de partition de I'uhigst considérée comme une extension de la
méthode XFEM, dont les améliorations permettent un traitement complet d’'un objet. Nous
avons élargi les représentations disponibles des Level Sets en utilisant des fonctions
paramétriques. Ensuite, nous avons présenté les performances de cette technique en terme de
représentation des structures d’'une maniéere implicite en 2D et 3D.

Les conditions aux limites sont mises en place de sorte que la simulation se fait en toute
indépendance du maillage. Ensuite, la validation de cette approche a été réalisée sur un exemple
numeérique en 3D. Les résultats satisfaisants nous ont conduits a envisager de transcrire des
fichiers CAD en Level Sets automatiqguement pour objectif principal d'aller de la CAO vers le
calcul.
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