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2 Chaire de la Fondation EADS ’Techniques Avancées en Calcul des Structures’

Résumé — Une approche multiéchelle appelée « Théorie Variationnelle des rayons Complexes »
(TVRC) a été récemment proposée pour le calcul de structures faiblement amorties dans le do-
maine des moyennes fréquences. Cette méthode est une approche ondulatoire, car elle utilise un
ensemble d’ondes planes pour approximer la solution. L’objectif de ce travail est d’étendre la
méthode au problemes d’acoustique en 3-D. Mais en comparaison avec les problemes 2-D, cette
dimension supplémentaire engendre un colit de calcul élevé. Pour pallier ce probleme nous pro-
posons une procédure adaptative de calcul basée sur un indicateur d’erreur. Le probleme peut étre
ainsi discrétisé efficacement en terme de directions de propagation des ondes, car seules les ondes
ayant une participation énergétique significative dans la solution sont prises en compte.

Mots clés — acoustique, procédure adaptative, TVRC.

1 Introduction

Les méthodes des éléments finis (FEM) et des éléments de frontieres (BEM) sont classique-
ment utilisées pour résoudre des problémes d’acoustique. Toutefois, I’utilisation de fonctions po-
Iyndmiales conduit a la construction de gros modeles numériques et, en pratique, limite 1’applica-
tion de ces techniques prédictives au domaine des basses fréquences. En outre, I’effet de pollution
[1] nuit a Ia robustesse de la FEM quand le nombre d’onde augmente. En effet, pour les grands
nombres d’onde, le degré de raffinement du maillage nécessaire pour maintenir I’erreur commise
par le cacul raisonnablement petite requiert un grand nombre de noeuds, ce qui rend prohibitif le
co(it des calculs dans le domaine des moyennes fréquences.

Pour pallier les problemes liés a la méthode classique des éléments finis, de nombreuses tech-
niques ont été proposées, comme par exemple les méthodes de bases réduites [12], ou encore la
Galerkin FEM [5]. Par rapport a la méthode classique, ces techniques permettent de réduire le cofit
des calculs de facon drastique. Toutefois, la gamme de fréquences traitées par ces méthodes reste
limitée aux basses fréquences.

D’autres approches approximent la solution du probleme de vibrations (ou d’acoustique) par
des fonctions oscillantes qui sont solutions exactes de 1’équation d’équilibre. Ces méthodes in-
cluent, par exemple, une utilisation particuliere de la méthode de partition de I’unité (PUM) [13],
la méthode variationnelle ultra-faible (UW VF) [2], 1a Discontinuous Galerkin Method (DGM) [4],
la Wave Boundary Element Method (WBEM) [9], ou encore la Wave Based Method (WBM)[3].
La Théorie Variationnelle des Rayons Complexes (TVRC), succintement présentée dans ce papier,



appartient a cette catégorie de techniques numériques, que nous qualifieront d’approches « ondu-
aux problemes de vibrations dans le domaine moyennes fréquences, qui s’averent trop onéreux si
I’on utilise 1a FEM ou la BEM. Elle est basée sur formulation variationnelle du probléme qui a été
développée dans le but de permettre aux approximations faites dans chaque élément d’étre a priori
indépendantes les unes des autres. Ainsi, dans chaque sous-domaines, tout type de fonctions de
forme peut étre utilisé, ce qui donne une grande flexibilité et robustesse a la méthode. Ces dernieres
années, la méthode a été développée avec succes pour les vibrations structurales [7, 10, 8]. Une
premiére utilisation de la TVRC pour résoudre des problemes de Helmholtz en 2-D a récemment
été proposée dans [11]. Les travaux en cours sont axés vers une extension de la méthode au 3-D
qui engendre colts de calcul élevés. Par conséquent, nous proposons une stratégie adaptative de
calcul basée sur un indicateur d’erreur permettant de discrétiser de fagon adpatée le portrait d’am-
plitudes. Le principal inconvénient d’une telle représentation est la quasi-non-unicité de la solution
(dans un sens numérique). En effet, différentes distributions d’amplitudes conduisent a des solu-
tions numériquement équivalentes. Pour pallier ce probléme, nous proposons une technique de
régularisation.

2 Présentation de la TVRC

2.1 Probleme de référence en acoustique linéaire
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Figure 1 — Probleme de référence.

Par souci de simplicité, nous présentons ici le probleme d’une cavité acoustique fermée Q
séparée en 2 sous-cavités € et Q; par une interface notée I' (voir figure 1). Sur le bord des ces
sous-cavités sont appliquées trois types de conditions aux limites (Dirichlet, Neuman et Robin).
Le probleme de référence consiste i trouver les champs de pression acoustique (p1, p2) € H'(Q;) x
H'(Q,) tels que :

Ape+k*pe=0 dansQ,, ec{l,2} ()
= 9,0
Pe = Pde Sur opale PL—pr= 0 surT
-Lv(pe) = Vde sur ane, ec {1’2} (2)

v + 2L, =0 r
Pe=ZeLo(pe) = hae  sur 70 L)+ Lulp2) =0 sur

ol k = w/co désigne le nombre d’onde (avec cg la vitesse du son et w la pulsation), £, est I’opé-
rateur vitesse défini par £,(0.) = i/(oow)V (O.) .n,, (avec n, la normale sortante au domaine Q,,
po la masse volumique du fluide et i = V=1 I’unité imaginaire pure), pg. la pression imposée
sur 8,9, vq. la vitesse imposée sur 8,£2,, hy. I’excitation imposée sur 9z€2, et Z, une fonction
d’impédance complexe dont la partie réelle introduit de 1’amortissement dans le modele. (1) est
I’équation de Helmholtz homogene.



2.2 Reformulation et discrétisation du probleme

La TVRC repose sur une formulation faible du probleme de référence qui permet aux approxi-
mations faites sur chaque sous-cavité d’étre a priori indépendantes. Ceci donne a la TVCR une

. 5. . ~ eye . (e)
grande souplesse puisque n’importe quel type de fonctions de forme peut étre utilisé. Soit SO,a J

I’espace des fonctions p,. satisfaisant (1) (Sffid ={p. € H' (Q,) | Ap. + kzpe =0 dans Q.}). Le
probleme aux dérivées partielles (1)-(2) est équivalent au probléme variationnel suivant : trouver

(p1.p2) € 321) X Sizd) tel que

R f e = Dae)-Ly[0pe]ds + f Gl d=vae)6ped
{e:ZI;Z aer(p Pae) -Lu[6pelds E;Z ane( [Pel —Vie).0pcds

+> f (1= Ze L) [pel = hae) Lo 6pe) + (Lo = 1/Zo) [pel + haeZe) Spe) ds

e=1,2 929,

1
*3 fr((pl —p2).L[6p1 —0p2]1+ L,[p1 + p2].(0p1 +5p2)) ds} =0,

V(p1.6p2) € S0 x ST, 3)
otl O et R {O} désignent respectivement le conjugué et la partie réelle de la quantité complexe
O. La preuve de cette équivalence est une extension directe de la démonstration figurant dans
[6]. Notons que I’existence et ’unicité de la solution sont assurées si et seulement si R (Z,) > 0,
car c’est cette quantité qui introduit de 1’amortissement dans le modele. Notons également que
la continuité faible des champs au niveau de I’interface I' est directement prise en compte dans
la formulation (3). Aucune technique de pénalisation ou de multiplicateurs de Lagrange ne sont
requises pour assurer cette continuité, ce qui montre la souplesse et la robustesse de la TVRC.

La TVRC cherche une solution du probléme sous la forme :

pe(x) = fc Ak dc, 4

ou k, est le vecteur d’onde tel que e X yérifie exactement (1), et C, désigne la courbe décrite par le
vecteur d’onde Kk, quand ce dernier parcoure toutes les directions du plan (en 2-D). En prenant k, =
k[cos@,sind], 6 € [0,2x] (C, est alors un cercle), on a I’ensemble des rayons propagatifs parcourant
toutes les directions du plan (voir figure 2(a)). L’expression (4) présente deux échelles : une échelle
lente constituée par la distribution des amplitudes A.(k.) qui varie a priori lentement quand le
vecteur d’onde k. varie, ce qui en d’autres termes signifie que cette distribution oscille lentement,
et une échelle rapide constituée par le terme e’ <X caractérisant le phénomene vibratoire et qui varie
rapidement avec Kk, et la variable spatiale x. Cette échelle est prise en compte de facon analytique.
L’ approximation (4) est discrétisée de la facon suivante :

L,
i = | Alte®rdc, = ) o f e*erd, 5)
C. = ct

ot A représente 1’approximation de A,, C. une discrétisation angulaire du cercle C, et a?e) la
valeur de A" supposée constante sur le secteur angulaire C’. Une telle discrétisation est représentée
sur la figure 2(b) : le cercle C, est approximé par huit secteurs angulaires C', et dans chacun de
ces secteurs la distribution d’amplitude est approximée par la valeur constante age). En injectant
(5) dans la formulation variationnelle (3), on aboutit a la construction d’un systeme linéaire de
(L1 + Lp) équations algébriques dont la solution est le vecteur des (L] + L) amplitudes généralisées

a= [alT alll :
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(a) Exemple de fonction de forme : un rayon propagatif (b) Discrétisation des jamplitudes des rayons
propagatifs

Figure 2 — Exemple de fonction de forme et discrétisation du portrait d’amplitudes.
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En résolvant (6) et en injectant le résultat dans (5), on obtient une solution approchée du
probleme d’acoustique.

2.3 Régularisation des amplitudes

L’ approximation (5) posséde un propriété paradoxale. En effet, la solution p’(x) peut étre re-
présentée par des portraits d’amplitudes A”(6) trés différents, ce qui représente un inconvénient
majeur de la méthode. En conséquence de cette propriété, la matrice TVRC est trés mal condition-
née. C’est aujourd’hui un aspect bien connu des approches ondulatoires présentées en introduc-
tion. Bien que la convergence de la méthode en fonction du nombre de degrés de liberté (ddls) soit
exponentielle [11], elle s’accompagne également d’une rapide inflation du nombre de conditionne-
ment. Pour obtenir une solution significative en terme de distribution d’amplitudes, une technique
de régularisation est utilisée. Au lieu de résoudre (6), nous cherchons la solution régularisée a,,
du probléme suivant

[ Ky +4,H; K2 ][ ai ., ]:[ fi } %

K> Ky +1,H; as,, f

ou I’opérateur H, peut étre vu comme la norme de la dérivée seconde des amplitudes généralisées
a, par rapport a la variable angulaire 6, et A, est un paramétre régularisation qui controle le poids
du terme de régularisation. Soit b un vecteur dans CLe, H, est construit comme suit

2 Le-1

)6

i=2

2by = b1 —bit P
AG?

6b*.H,.b = C(mes(Q,)k)| 6

‘2]91 —by—by,
A§?

‘21% —by—by, 1|
5
AG?

®)
ou A6 désigne I’écart angulaire de chaque faisceau. La matrice représentant H, est creuse et symé-
trique et son cofit de calcul est négligeable. Pour illustrer 1’efficacité de cette technique, la figure
3 montre des solutions TVRC obtenues avec et sans régularisation. Le choix du parametre 4, ne
sera pas discuté ici.

2.4 Vers une stratégie adaptative de calcul

Une fois le comportement des amplitudes maitrisés, il devient possible de mettre en place une
démarche adaptative de calcul. Le choix retenu ici s’appuie sur un indicateur d’erreur défini a
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(b) Portraits d’amplitudes Aﬁ , pour nddls=32 (a gauche), 64 (au milieu), 600 (a droite).
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Figure 3 — Comparaison entre des solutions du systeme (6) (a), et des solutions régularisées du
systeme (7) (b).

I’échelle de la sous-cavité. La stratégie se déroule en trois étapes notées E :
E1. une premiere analyse globale utilisant une discrétisation grossiére des portraits d’ampli-
tudes est effectuée.
E2. des calculs utilisant une discrétisation tres fine sont effectués a 1’échelle de la sous-cavité,
en applicant sur les bords de cette dernicre la trace des champs calculés a I’ étape précédente.
A ce niveau est défini un indicateur d’erreur a la solution. Les énergies potentielles (e, =

1/(4poco) er plpMdQ,) associées a trois solutions sont calculées en applicant sur le bord
de Q, la pression, la vitesse normale et les deux (Ia TVRC permet en effet de traiter les
problémes dits « mal posés » en ajoutant un terme a (3)), et I’'indicateur est défini par :

Vo (v P
2e,, (ep +ep,

€))

fo. = 2eh" + (e +ebh)
Cet indicateur permet de vérifier la compatibilité des champs de pression et de vitesse cal-
culés a I’étape E1. En fonction de sa valeur, on revient éventuellement a 1’étape précédente,
ou alors on calcule une discrétisation adaptée qui est un intermédiaire entre deux grilles
pré-définies.
E3. une analyse globale utilisant les grilles calculées a 1’étape précédente est effectuée.
Cette procédure peut étre éventuellement rendue itérative pour atteindre le degré de précision
voulu. La figure 4 montre le taux de convergence de la procédure adaptative comparé a celui
utilisant une discrétisation réguliere des portraits d’amplitudes.

3 Conclusion

Ce papier présente le premier développement d’une stratégie adaptative de calcul dans le cadre
des approches ondulatoires. Cette stratégie sera plus amplement présentée et illsutrée avec des
exemples 2-D.
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Figure 4 — Comparaison des taux convergences entre une discrétisation réguliere et en utilisant la
procédure adptative de calcul.
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