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Résumé— On propose un algorithmepermettant de construire une approximation par chaos
polynomial (CP)creuxde la réponse d’un modèle mécanique, dont les paramètres d’entrée sont
aléatoires. On obtient au final une représentation par CP contenant peu de termes, pouvant être
estimés par régression à partir d’un faible nombre d’évaluations du modèle, autrement dit à un
coût de calcul réduit. La méthode est appliquée à l’analyse de fiabilité d’une ossature de bâtiment.

Mots clés— Analyse de fiabilité, chaos polynomial creux, procédure itérative.

1 Introduction

Les développements parchaos polynomial (CP) permettent de représenter de manière explicite
la réponse d’un système mécanique dont les paramètres d’entrée sont des variables aléatoires. Les
coefficients du CP peuvent être calculés efficacement au moyen de méthodesnon intrusivestelles
que la régression des moindres carrés [1]. Cependant, le nombre d’évaluations du modèle (e.g.
modèle aux éléments finis) - autrement dit le coût de calcul - augmente avec la taille du CP, qui
s’accroît elle-même considérablement avec le nombre de variables d’entrée lorsque l’on applique
le schéma usuel de troncature (i.e.on retient tous les polynômes dont le degré n’excède pas un
p donné). Pour résoudre ce problème, on utilise une stratégie de troncature basée sur leprincipe
de hiérarchie des effets, selon lequel la plupart des modèles dépendent principalement des effets
principaux et des interactions simples. Les développements par CP correspondants contiennent un
faible nombre de termes par rapport à une représentationpleine. De plus, une versionanisotrope
est développée pour réduire encore davantage la taille du métamodèle. Elle repose sur une sélection
des variables aléatoires d’entrée associées à desindices de sensibilitéimportants [2].

À partir de ces stratégies de troncature, on propose une procédure iterative visant à détecter
progressivement un faible nombre de termes importants dans la décomposition par CP, ce qui
conduit à une représentationcreuse. Par ailleurs, leplan d’expériencesest systématiquement en-
richi de sorte à ce que le problème de régression soit bien posé [3]. On utilise dans ce but des
techniques d’échantillonnage séquentielles, telles que les suites de nombresquasi-aléatoires[4].
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2 Développement par chaos polynomial de la réponse d’un modèle

On considère un systèmemécanique décrit par un modèle numériqueM qui peut être ana-
lytique ou plus généralement algorithmique (e.g.modèle aux éléments finis). On suppose que ce
modèle dépend deM paramètres incertains que l’on représente par des variables aléatoiresindé-
pendantes{X1, . . . ,XM}T, regroupées dans un vecteur aléatoireX. On suppose connue la densité
jointe fX(x) deX. La réponse du modèle notéeY =M (X) est alors elle aussi aléatoire. On consi-
dère dans ce travail une réponse scalaireY de variance finie. On montre queY peut s’exprimer
comme suit [5] :

Y = M (X) = ∑
α∈NM

aαψα(X) (1)

Ce développement est appeléreprésentation par chaos polynomial(CP) deY. Lesaα sont des co-
efficients déterministes inconnus et lesψα sont des polynômes multivariés qui sont orthonormaux
par rapport à la densitéfX(x), i.e.E

[
ψα(X)ψβ(X)

]
= 1 si α = β et 0 sinon.

On considère un ensemble de réalisations deX notéX = {x(1), . . . ,x(N)} et appeléplan d’ex-
périences(PE). On noteY = {M (x(1)), . . . ,M (x(N))} l’ensemble des évaluations du modèle
correspondantes. Les coefficients du CP peuvent être estimés par régression des moindres car-
rés [1]. Cette méthode requiert le choixa priori d’une troncature de CP, autrement dit d’un
ensemble fini non videA = {α0, . . . ,αP−1} ⊂ N

M, dit ensemble de troncature, qui contient les
multi-indices de la base polynomiale retenue{ψα0, . . . ,ψαP−1}. L’approximation par CP asso-
ciée est notéeYA ≡ M A (X). En pratique, on tronque souvent le développement par CP en re-
tenant les polynômes de degré inférieur ou égal àp, ce qui conduit à l’ensemble de troncature
A M,p = {α ∈ N

M : ‖α‖1 ≡ ∑M
i=1 αi ≤ p}, de cardinalitéP =

(M+p
p

)
. Le nombre de termes du CP

augmente donc fortement avecp et M. Par conséquent, la taille minimale du PE (i.e.le coût de
calcul) requise pour obtenir une solution précise du problème de régression s’accroît considéra-
blement.

3 Stratégie de troncature du chaos polynomial basée sur le principe
de hiérarchie des effets

3.1 Schéma isotrope

On propose une stratégie de troncature du CP basée sur leprincipe de hiérarchie des effets[6],
selon lequel la plupart des modèles dépendent principalement des effets principaux et des interac-
tions simples. On définit ainsi des ensembles de troncature à partir denormes q, 0< q < 1 :

A M,p
q =




α ∈ N
M : ‖α‖q ≡

(
M

∑
i=1

αq
i

)1/q

≤ p




 (2)

Les normesq pénalisent d’autant plus les interactions d’ordre élevé queq est faible. On note que
le choixq = 1 correspond au schéma de troncature usuel présenté dans la section précédente.

La stratégie proposée conduit ainsi à un développement par CP qui contient un faible nombre
de coefficients inconnus, qui peuvent donc être calculés à partir d’un nombreN réduit d’évalua-
tions du modèle. Il est possible de réduire davantage le coût de calcul en prenant en compte le fait
que toutes les variables d’entrée du modèle n’ont pas le même impact sur la réponse, comme le
montrent les analyses de sensibilité [2].
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3.2 Schéma anisotrope

Étant donné un développement par CP, on définit tout d’abord lesindices de sensibilité totaux
de la réponse du modèle à chacune des variables d’entréeXi par :

ST
i = ∑

α∈I i
a2

α (3)

où I i est l’ensemble de tous les multi-indices deN
M dont lai-ème composante est non nulle, c’est-

à-direI i = {α ∈ N
M : αi > 0}. Les quantitésST

i représentent approximativement la part de la
variance de la réponse qui est expliquée par la variance de la variableXi (voir [2] pour plus de
détails).

On cherche ici à tronquer le CP tout en favorisant les variables d’entrée qui correspondent à
desST

i importants. On définit dans ce but un ensemble de poidsw = {w1, . . . ,wM} par :

wi =
∑M

j=1ST
j +max1≤k≤M ST

k −ST
i

∑M
j=1ST

j

, i = 1, . . . ,M (4)

Onconsidère alors les normesanisotropeset les ensembles de troncature suivants :

‖z‖q,w =

(
M

∑
i=1

|wizi |
q

)1/q

, A M,p
q,w ≡ {α ∈ N

M : ‖α‖q,w ≤ p} (5)

Le schéma de troncature anisotrope proposé peut ainsi conduire à une réduction notable du nombre
de termes du CP, et donc à une forte diminution du nombre d’évaluations du modèle.

4 Chaos polynomial creux adaptatif

À partir de la stratégie de troncature décrite dans la section précédente, on définit un algo-
rithme permettant une construction pas-à-pas d’un CPcreux, en détectant automatiquement les
termes significatifs [3]. Une description synthétique de la procédure est présentée en Figure 1. On
sélectionne un PE initialX basé sur des suites de nombresquasi-aléatoires[4], et l’on rassemble
les évaluations du modèle correspondantes dans un vecteurY . Si l’on choisit la sratégie de tron-
cature anisotrope, on initialise les poids comme suit :w = {1, . . . ,1}. On approxime tout d’abord
la réponse du modèle par un CP de degrép = 0, i.e. A = {0}, et l’on calcule des estimateurs
de précisionR2 et Q2. R2 est lecoefficient de déterminationcouramment utilisé en régression, et
Q2 est un estimateur basé sur une technique de validation croisée qui est relativement robuste au
phénomène de surapprentissage (voir [3] pour plus de détails). Ensuite, on enrichit la base du CP
en ajoutant des termes candidats de la base, de norme(q,w) croissante. On ne retient au final que
les termes qui conduisent à une augmentation significative duR2, i.e. plus qu’une valeur-seuilε1

(étape ascendante). Par ailleurs, on retire tous les termes dont l’élimination de la base courante ne
diminue pas significativement leR2, i.e.moins qu’une valeur-seuilε2 (étape descendante). Si l’on
choisit la sratégie de troncature anisotrope, on calcule les indices de sensibilité (3) et on actualise
les poids (4).

Lorsque l’on enrichit la base du CP (i.e.l’ensemble de troncatureA ), le nombreP de termes
retenus peut s’approcher de la tailleN du PE, d’où un mauvais conditionnement du problème de
régression à résoudre. Pour éviter ce problème, on ajoute des points au PE de sorte à satisfaire
la règle heuristiqueN ≥ 2P. Dans ce but, il est nécessaire d’adopter une stratégieséquentielle
d’échantillonnage. LorsqueN > 2P, l’ensemble de troncatureA est réinitialisé au singleton{0} et
l’on redemarre la procédure d’enrichissement de la base du CP. On stoppe l’algorithme dès qu’une
précision-cibleQ2

cible est atteinte.
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Figure 1 – Procédure itérative pour construire un chaos polynomial creux

5 Application à l’analyse de fiabilité d’une ossature de bâtiment

5.1 Présentation du problème

On considère le modèle d’ossature de bâtiment illustré en Figure 2. La réponse d’intérêt est le
déplacement horizontalu au noeud situé en haut à droite de la structure.

Figure 2 – Problème de l’ossature de bâtiment

Les 3 chargesappliquées, les 2 modules d’Young, les 8 moments d’inertie et les 8 sections
droites des poutres constituant la structure sont supposées aléatoires. Ces variables sont réunies
dans le vecteur aléatoireX = (P1,P2,P3, ..., I6, ..., I13,A14, ...,A21) de tailleM = 21. Les propriétés
des variables aléatoires sont indiquées dans le Tableau 5.1.

De plus les variables aléatoires sont corrélées. SoitFi(xi) la fonction de répartition marginale
de la variableXi . On posêξ = {ξ̂i = Φ−1(Fi(Xi)), i = 1, ...,M}. Lesξ̂i sont des variables aléatoires
gaussiennes standard, corrélées comme suit :
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Les moyennes et les écart-types des sections droites, moments d’inertie et modules d’Youngsont ceux des distributions

gaussiennes originelles avant la troncature

Tableau 1 – Propriétés des variables aléatoires

– lesξ̂i associées à la section droite et au moment d’inertie d’un même élément sont corrélées
parρ = 0,95 ;

– les autreŝξi correspondant aux propriétés géométriques sont corrélées parρAi ,I j = ρIi ,I j =
ρAi ,A j = 0,13 ;

– lesξ̂i reliées aux 2 modules d’Young sont corrélées parρ = 0,9 ;
La réponse du modèle peut finalement s’exprimer comme une fonction de variables gaussiennes
standardindépendantesξi au moyen d’une transformation de Nataf [7].

5.2 Analyse de fiabilité

On étudie la fiabilité de l’ossature vis-à-vis de la fonction d’état-limite suivante :

g(X) = umax−M (X) , umax= 6,1cm (6)

La probabilité de défaillance associée s’écritPf = P[g(X) < 0]. On estime cette quantité en rem-
plaçant la réponse par des approximations par différents types de CP sur des bases de polynômes
d’Hermite normalisés, d’où une fonction d’état-limiteanalytique. Cette dernière est post-traitée
en utilisant la méthode FORM suivie d’un tirage d’importance (50 000 tirages sont effectués). On
utilise des PE basés sur des suites quasi-aléatoires de Sobol’ [4] pour estimer les coefficients du
CP par régression. Pour une juste comparaison, on utilise des PE de tailleN = 2card(A ) dans
le cas du CP plein. Les valeurs-seuilsε1 et ε2 sont fixées respectivement à 0,005(1−Q2

cible) et
0,001(1−Q2

cible). En effet, ces valeurs donnent de bons résultats d’après l’expérience des auteurs.
À titre de validation, on estimePf par simulation de Monte Carlo directe du problème (54 438 éva-
luations du modèle sont effectuées de sorte à avoir un coefficient de variation inférieur à 1%). Les
résultats en termes d’indices de fiabilité généralisésβ = Φ−1(Pf ) sont donnés dans le Tableau 5.2.

Il apparaît que toutes les approximations par CP donnent des estimateurs deβ avec des erreurs
relatives inférieures à 2% par rapport au résultat de référence. Le CP creux isotrope associé à la
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Référence CP plein CP creux -Q2
cible = 0,999

p = 3 ISOq = 1 ISOq = 0,75 ANISq = 0,75
Indice de fiabilité 3,56 3,66 3,66 3,64 3,66

# évaluations du modèle 54 438 4 048 1 500 900 500
# termes du CP - 2 024 213 149 144

ISO et ANIS signifient respectivementisotropeandanisotrope

Tableau2 – Estimations de l’indice de fiabilité généralisé par les différentes approximations par
chaos polynomial

normeq = 1 permet un gain en coût de calcul d’un facteur 3 par rapport au CP plein. Le coût
est encore réduit en utilisant une normeq = 0,75, avec un gain de facteur 4,5. Le CP anisotrope
utilisé avec la normeq = 0,75 se révèle le plus efficace, avec un gain de facteur 8. On note que la
procédure itérative proposée fournit des CP très creux, avec un nombre relatif de termes du CP de
10% (resp. 7%) par rapport au CP plein quand on utilise la normeq = 1 (resp.q = 0,75).

6 Conclusion

On propose une méthode pour construire de manière itérative un développement creux par
CP de la réponse d’un modèle mécanique dont les paramètres sont aléatoires. Elle repose sur un
schéma original de troncature basé sur l’utilisation de normesq (0 < q < 1) isotropes ou aniso-
tropes. Un algorithme est présenté pour réduire le nombre de coefficients inconnus du CP, ce qui
conduit à une représentation creuse. Par ailleurs, le PE est systématiquement enrichi de sorte à ce
que les problèmes de régression soient bien posés. Les coefficients retenus du CP peuvent finale-
ment être efficacement évalués par régression au moyen d’un faible nombre d’évaluations du mo-
dèle, comparé à celui qui serait requis pour calculer un développement plein par CP. L’exemple de
l’ossature montre que la stratégie proposée peut être appliquée à des analyses de fiabilité, condui-
sant à un gain d’un facteur 8 en coût de calcul par rapport aux CP usuels. La sensibilité de la
procédure à la valeurq de la norme sera étudiée dans de prochains travaux.
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