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Résumé— On propose un algorithmpermettant de construire une approximation par chaos
polynomial (CP)creuxde la réponse d’'un modéle mécanique, dont les parameétres d’entrée sont
aléatoires. On obtient au final une représentation par CP contenant peu de termes, pouvant étre
estimés par régression a partir d'un faible nombre d’évaluations du modéle, autrement dit a un
co(t de calcul réduit. La méthode est appliquée a I'analyse de fiabilité d’'une ossature de batiment.

Mots clés— Analyse de fiabilité, chaos polynomial creux, procédure itérative.

1 Introduction

Les développements panaos polynomial (CP) permettent de représenter de maniere explicite
la réponse d’'un systéme mécanique dont les paramétres d’entrée sont des variables aléatoires. Les
coefficients du CP peuvent étre calculés efficacement au moyen de méatioodatrusivegelles
gue la régression des moindres carrés [1]. Cependant, le nombre d’évaluations du modéle (e.g.
modéle aux éléments finis) - autrement dit le colt de calcul - augmente avec la taille du CP, qui
s’accroit elle-méme considérablement avec le nombre de variables d’entrée lorsque I'on applique
le schéma usuel de troncature (ioa retient tous les polynémes dont le degré n'excéde pas un
p donné). Pour résoudre ce probléme, on utilise une stratégie de troncature baséwisaipke
de hiérarchie des effets, selon lequel la plupart des modéles dépendent principalement des effets
principaux et des interactions simples. Les développements par CP correspondants contiennent un
faible nombre de termes par rapport a une représentpksime. De plus, une versianisotrope
est développée pour réduire encore davantage la taille du métamodéle. Elle repose sur une sélection
des variables aléatoires d’entrée associées indiees de sensibiliténportants [2].

A partir de ces stratégies de troncature, on propose une procédure iterative visant a détecter
progressivement un faible nombre de termes importants dans la décomposition par CP, ce qui
conduit a une représentatioreuse. Par ailleurs, lglan d’expériencesgst systématiquement en-
richi de sorte a ce que le probléme de régression soit bien posé [3]. On utilise dans ce but des
techniques d’échantillonnage séquentielles, telles que les suites de nojédsealéatoireg4].



2 Developpement par chaos polynomial de la réponse d’'un modéle

On considére un systenmécanique décrit par un modéle numérigquequi peut étre ana-
lytigue ou plus généralement algorithmique (empdéle aux éléments finis). On suppose que ce
modéle dépend del paramétres incertains que I'on représente par des variables aléaidies
pendanteg Xy,...,Xu}", regroupées dans un vecteur aléatdiréOn suppose connue la densité
jointe fx (x) de X. La réponse du modéle not¥ée= a (X) est alors elle aussi aléatoire. On consi-
dére dans ce travail une réponse scaldie variance finie. On montre qlitfepeut s’exprimer
comme suit [5] :

Y=a(X)= Y aa(X) D)
acNM
Ce développement est appedprésentation par chaos polynom{@P) deY. Lesay sont des co-
efficients déterministes inconnus et lgg sont des polyndmes multivariés qui sont orthonormaux
par rapport & la densitt (x), i.e. E [Wa (X)Pg(X)] = 1 sia =P et 0 sinon.

On considére un ensemble de réalisationXdwtéx = {xV),... xN)} et appeléplan d’ex-
périences(PE). On notey = {a (xV)),...,a (xN))} Irensemble des évaluations du modéle
correspondantes. Les coefficients du CP peuvent étre estimés par régression des moindres car-
rés [1]. Cette méthode requiert le chaxpriori d’'une troncature de CP, autrement dit d’'un
ensemble fini non vider = {ao,...,0p_1} € NM, dit ensemble de troncature, qui contient les
multi-indices de la base polynomiale retenfq,,...,Wq, ,}. L'approximation par CP asso-
ciée est notéd, = a;(X). En pratique, on tronque souvent le développement par CP en re-
tenant les polyndmes de degré inférieur ou égpl ae qui conduit a 'ensemble de troncature
aMP={aeNM: |ja|1 =M, ai < p}, de cardinalitd® = (MP). Le nombre de termes du CP
augmente donc fortement avpcet M. Par conséquent, la taille minimale du PE (leecolt de
calcul) requise pour obtenir une solution précise du probleme de régression s’accroit considéra-
blement.

3 Stratégie de troncature du chaos polynomial basée sur le principe
de hiérarchie des effets

3.1 Schéma isotrope

On propose une stratégie de troncature du CP baséemumdge de hiérarchie des effgi],
selon lequel la plupart des modéles dépendent principalement des effets principaux et des interac-
tions simples. On définit ainsi des ensembles de troncature a paniraes g, 6< g < 1:

M 1/q
AgP=JaeN": [afq= (_Zaﬁ) <p 2
1=

Les normeg pénalisent d’autant plus les interactions d’ordre élevégyest faible. On note que
le choixg = 1 correspond au schéma de troncature usuel présenté dans la section précédente.

La stratégie proposée conduit ainsi a un développement par CP qui contient un faible nombre
de coefficients inconnus, qui peuvent donc étre calculés a partir d'un ndWnigeuit d'évalua-
tions du modéle. Il est possible de réduire davantage le colt de calcul en prenant en compte le fait
gue toutes les variables d’entrée du modeéle n’ont pas le méme impact sur la réponse, comme le
montrent les analyses de sensibilité [2].



3.2 Schéma anisotrope

Etant donné un d@oppement par CP, on définit tout d’abord iledices de sensibilité totaux
de la réponse du modéle a chacune des variables d’'eqtpse :

S=Ya 3

€T

ou 7; est I'ensemble de tous les multi-indicesifé dont lai-eme composante est non nulle, c’est-
a-direr; = {a € NM : @; > 0}. Les quantité§' représentent approximativement la part de la
variance de la réponse qui est expliquée par la variance de la vaxiableir [2] pour plus de
détails).

On cherche ici a tronquer le CP tout en favorisant les variables d’entrée qui correspondent a
desS importants. On définit dans ce but un ensemble de peigs{w;, ..., wy} par:

oy rmanaem S - §
- M ;T ’
2j=195

i=1,....M (4)

Onconsidére alors les normagisotropest les ensembles de troncature suivants :

M 1/q
wmw=<zmmw> . Agw ={aeN":||allqw< p} (5)
1=

Le schéma de troncature anisotrope proposé peut ainsi conduire a une réduction notable du nombre
de termes du CP, et donc a une forte diminution du nombre d’évaluations du modéle.

4 Chaos polynomial creux adaptatif

A partir de la stratégie de troncature décrite dans la section précédente, on définit un algo-
rithme permettant une construction pas-a-pas d’'uncf@Bx, en détectant automatiguement les
termes significatifs [3]. Une description synthétique de la procédure est présentée en Figure 1. On
sélectionne un PE initiat basé sur des suites de nombgessi-aléatoireg4], et I'on rassemble
les évaluations du modele correspondantes dans un vectesirl'on choisit la sratégie de tron-
cature anisotrope, on initialise les poids comme swit= {1,...,1}. On approxime tout d’abord
la réponse du modéle par un CP de degr€ 0, i.e. 2 = {0}, et I'on calcule des estimateurs
de précisiorR? et Q?. R? est lecoefficient de déterminatioczouramment utilisé en régression, et
Q? est un estimateur basé sur une technique de validation croisée qui est relativement robuste au
phénoméne de surapprentissage (voir [3] pour plus de détails). Ensuite, on enrichit la base du CP
en ajoutant des termes candidats de la base, de nogavg croissante. On ne retient au final que
les termes qui conduisent & une augmentation significati@®due. plus qu’'une valeur-seud;

(étape ascendante). Par ailleurs, on retire tous les termes dont I'élimination de la base courante ne
diminue pas significativement R?, i.e. moins qu’une valeur-seuib (étape descendante). Sil'on
choisit la sratégie de troncature anisotrope, on calcule les indices de sensibilité (3) et on actualise
les poids (4).

Lorsque I'on enrichit la base du CP (ileensemble de troncature), le nombreP de termes
retenus peut s’approcher de la taiNedu PE, d’ou un mauvais conditionnement du probléme de
régression a résoudre. Pour éviter ce probléme, on ajoute des points au PE de sorte a satisfaire
la regle heuristiqué\ > 2P. Dans ce but, il est nécessaire d’adopter une straségjeentielle
d’échantillonnage. Lorsque > 2P, I'ensemble de troncature est réinitialisé au singletof0} et
I'on redemarre la procédure d’enrichissement de la base du CP. On stoppe I'algorithme dés qu’une

précision-cibleQZ, . est atteinte.



Sélection d'un plan d’expériences X

Collecte des évaluations du modéle dans |f
!

)
Initialisation: p=0, A={0}, w,=1(i=1,.M) |
Enrichissement de labase duCP: p=p+1 Enrichissement du

£ G A 4 d ai plan X si sataille v
tape ascendante: ajout dans A des termes dont la actinfiriaure s

(g, w)-norme est inférieure ou égale 3 p et non proposés 2.card(.A)
dans les itérations précédentes qui augmentent : =
significativement le coefficient de détermination R ?

Etape descendante: retrait de /A des termes dont la
(g, w)-norme est inférieure ou égale a p et qui diminuent
R ? de maniére non significative

Calcul des indices §7; (i = 1,...,M)

Actualisation des poids w; [i=1,... M)

!

STOP si la précision-cible Q% (estimateur par
validation croisée de type leave-one-out)

Figure 1 — Procédure itérative pour construire un chaos polynomial creux

5 Application a I'analyse de fiabilité d’'une ossature de batiment

5.1 Présentation du probléme

On considére le modéle d'ossature de batiment illustré en Figure 2. La réponse d'intérét est le
déplacement horizontalau noeud situé en haut a droite de la structure.

Figure 2 — Probleme de 'ossature de batiment

Les 3 chargesppliquées, les 2 modules d'Young, les 8 moments d’inertie et les 8 sections
droites des poutres constituant la structure sont supposées aléatoires. Ces variables sont réunies
dans le vecteur aléatoide= (P, P2, Ps, ..., l6, ..., 113,A14, ..., Ap1) de tailleM = 21. Les propriétés
des variables aléatoires sont indiguées dans le Tableau 5.1.

De plus les variables aléatoires sont corrélées.[50if) la fonction de répartition marginale
de la variableX. On posef: {a = YR(X)),i=1,..,M}. Lesé; sont des variables aléatoires
gaussiennes standard, corrélées comme suit :



Les moyennes et les écart-types des sections droites, moments d'inertie et modules ddftwsyx des distributions
gaussiennes originelles avant la troncature

Tableau 1 — Propriétés des variables aléatoires

— les&; associées a la section droite et au moment d’inertie d'un méme élément sont corrélées

parp=0,95;
— les autres; correspondant aux propriétés geometriques sont correlees pae py,1; =
PaaA = 0,13;

— lesg&; reliées aux 2 modules d’Young sont corréléesgpar0,9;
La réponse du modéle peut finalement s'exprimer comme une fonction de variables gaussiennes
standardndépendante§; au moyen d’une transformation de Nataf [7].

5.2 Analyse de fiabilité

On étudie la fiabilité de I'ossature vis-a-vis de la fonction d’état-limite suivante :
g(X) = Umax— M (X> ,  Umax= 6,1cm (6)

La probabilité de défaillance associée s’éBxit=P[g(X) < 0]. On estime cette quantité en rem-
placant la réponse par des approximations par différents types de CP sur des bases de polynémes
d’Hermite normalisés, d’ou une fonction d’état-limamalytique. Cette derniére est post-traitée
en utilisant la méthode FORM suivie d’un tirage d'importance (50 000 tirages sont effectués). On
utilise des PE basés sur des suites quasi-aléatoires de Sobol’ [4] pour estimer les coefficients du
CP par régression. Pour une juste comparaison, on utilise des PE dé\taillecard 2 ) dans
le cas du CP plein. Les valeurs-selgiset €, sont fixées respectivement a005(1— Q3,,.) et
0,001(1-Q2,,.)- En effet, ces valeurs donnent de bons résultats d’aprés I'expérience des auteurs.
A titre de validation, on estim@ par simulation de Monte Carlo directe du probléme (54 438 éva-
luations du modéle sont effectuées de sorte a avoir un coefficient de variation inférieur a 1%). Les
résultats en termes d'indices de fiabilité généralésd—1(P) sont donnés dans le Tableau 5.2.

Il apparait que toutes les approximations par CP donnent des estimat@uasatedes erreurs
relatives inférieures a 2% par rapport au résultat de référence. Le CP creux isotrope assacié a la



Référence  CP plein CP creux -Q%,,. = 0,999

cible
p=3 ISOq=1 1SOq=0,75 ANISq=0,75
Indice de fiabilité 3,56 3,66 3,66 3,64 3,66
# évaluations du modele 54 438 4048 1500 900 500
# termes du CP - 2024 213 149 144

ISO et ANIS signifient respectivemeisbtropeandanisotrope

Tableau2 — Estimations de l'indice de fiabilité généralisé par les différentes approximations par
chaos polynomial

normeq = 1 permet un gain en co(t de calcul d'un facteur 3 par rapport au CP plein. Le codt
est encore réduit en utilisant une noroe: 0,75, avec un gain de facteursi,Le CP anisotrope

utilisé avec la norme = 0,75 se révele le plus efficace, avec un gain de facteur 8. On note que la
procédure itérative proposée fournit des CP trés creux, avec un nombre relatif de termes du CP de
10% (resp. 7%) par rapport au CP plein quand on utilise la ngrméd. (resp.g=0,75).

6 Conclusion

On propose une méthode pour construire de maniére itérative un développement creux par
CP de la réponse d’'un modele mécanique dont les paramétres sont aléatoires. Elle repose sur un
schéma original de troncature basé sur I'utilisation de nomn@s< q < 1) isotropes ou aniso-
tropes. Un algorithme est présenté pour réduire le nombre de coefficients inconnus du CP, ce qui
conduit a une représentation creuse. Par ailleurs, le PE est systématiqguement enrichi de sorte a ce
gue les problemes de régression soient bien posés. Les coefficients retenus du CP peuvent finale-
ment étre efficacement évalués par régression au moyen d’un faible nombre d’évaluations du mo-
dele, comparé a celui qui serait requis pour calculer un développement plein par CP. L'exemple de
I'ossature montre que la stratégie proposée peut étre appliquée a des analyses de fiabilité, condui-
sant a un gain d’'un facteur 8 en codt de calcul par rapport aux CP usuels. La sensibilité de la
procédure a la valeurde la norme sera étudiée dans de prochains travaux.
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