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Résumé — Le but de ce travail est de simuler numériquement les procédés d’élaboration de
composites structuraux par infusion de résine. Les équations de Stokes-Darcy sont couplées et
résolues par une méthode éléments finis mixte, stabilisée, avec un maillage non structuré. Sur
l’interface entre les milieux fluides et poreux, représentée par une fonction Level set, une condition
de Beaver-Joseph-Saffman est appliquée. L’avancée de la résine est également modélisée par une
approche Level Set. Nous présentons dans cet article une validation de la formulation implémentée
pour le couplage Stokes-Darcy grâce à une solution analytique ainsi qu’une simulation en 2D du
procédé d’infusion.

Mots clés — Infusion, Stokes, Darcy, éléments finis, Level Set.

1 Position du problème

1.1 Contexte de l’étude

Les matériaux composites trouvent de plus en plus d’applications dans de nombreux secteurs
industriels tels que le transport, le bâtiment, l’aérospatial ainsi que dans les sports et les loisirs,
notamment grâce à des procédés dits par voie sèche apparus ces dernières années. Ces procédés
sont utilisés pour élaborer des matériaux composites à matrice organique. Leur particularité est de
réaliser le mélange résine/fibres au cours de l’élaboration des structures réduisant ainsi les coûts.

Le but de ce travail est de simuler numériquement les procédés d’élaboration par infusion de
résine en utilisant la méthode des éléments finis. Ces procédés peuvent se modéliser schématique-
ment de la façon suivante : un moule contient initialement de la résine (une partie purement fluide)
et des préformes (un milieu poreux). Sous l’effet d’une pression mécanique extérieure, appliquée
sur l’ensemble résine+préformes, la résine infuse dans les préformes, elles-mêmes sujettes à de
grandes déformations.

Cet article se concentre sur la modélisation et la simulation du couplage de l’écoulement dans
une zone purement fluide, décrit par les équations de Stokes (1), et de l’écoulement dans un milieu
poreux, décrit par les équations de Darcy (2).
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1.2 Couplage Stokes-Darcy

Notons Ωs ⊂ IRd et Ωd ⊂ IRd (d=2 ou 3) deux domaines de frontières ∂Ωs et ∂Ωd tels que
l’interface Γ entre les deux domaines soit définie par : Γ = ∂Ωs ∩ ∂Ωd . Un fluide Newtonien de
viscosité dynamique η occupe le domaine purement fluide Ωs et s’écoule dans un milieu poreux
Ωd . Dans Ωs, l’écoulement est gouverné par les équations de Stokes :{

−
−→
div(2η ˙̄̄ε(~vs))+

−−→
grad ps =~0

div~vs = 0
(1)

et dans Ωd , l’écoulement est gouverné par les équations de Darcy :{
η

K ~vd +
−−→
grad pd =~0

div~vd = 0
(2)

L’approche adoptée ici est une approche macroscopique. Contrairement aux travaux précédents
sur le même sujet [1], l’interface entre le milieu purement fluide et le milieu poreux est décrite de
manière Eulérienne, via l’utilisation d’une méthode Level Set.

Des conditions de continuité à l’interface sont prises en compte dans le modèle. Ces conditions
sont la continuité de la vitesse due à la conservation de la masse (3a), la continuité de la contrainte
normale (3b) et la condition de Beaver-Joseph-Saffman [4] due aux mécanismes de frottement
entre les filets fluides (3c). Cette dernière condition impose une vitesse tangentielle non nulle à
l’interface avec le milieu poreux :

~vs.~n = ~vd .~n (3a)

2~n. ˙̄̄ε(~vs).~n = ps− pd (3b)

2~n. ˙̄̄ε(~vs).~τ =
−α√

K
~vs.~τ (3c)

où vs et vd sont respectivement la vitesse du fluide dans le domaine de Stokes et dans le domaine
de Darcy, ps et pd la pression dans le domaine de Stokes et dans le domaine de Darcy, K la
perméabilité, ˙̄̄ε le tenseur des taux de déformation, α le coefficient de glissement, ~n la normale
extérieure au domaine de Stokes et~τ le vecteur tangent à l’interface.

2 Résolution numérique

2.1 Formulation faible

La formulation faible des équations de Stokes (1) s’écrit : Trouver ~vs ∈H1
Γs

(Ωs) et ps ∈ L2(Ωs),
∀ δ~vs ∈ H1

Γs
(Ωs) et ∀ δps ∈ L2(Ωs), tel que :


Z

Ωs

2η ˙̄̄ε(~vs) : ˙̄̄ε(δ~vs)dv−
Z

Ωs

ps divδ~vs dv+
Z

Γ

αη√
K

(~vs.~τ)( ~δvs.~τ)ds︸ ︷︷ ︸
C

+
Z

Γ

ps δ~vs.~nds︸ ︷︷ ︸
A

= 0

−
Z

Ω

div~vs δps dv = 0

(4)

avec :
H1

Γs
(Ωs) = {w ∈ H1(Ωs) | w = 0 sur Γs} avec Γs = ∂Ωs\(Γ∪Γs,N)

Γs,N : partie de la frontière où une condition de Neumann est appliquée.
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La formulation faible des équations de Darcy (2), s’écrit sous la forme suivante : Trouver ~vd ∈
HΓd (div,Ωd) et pd ∈ L2(Ωd), ∀ δ~vd ∈ HΓd (div,Ωd) et ∀ δpd ∈ L2(Ωd), tel que :

Z
Ωd

η

K
~vd . ~δvd dv−

Z
Ωd

pd divδ~vd dv−
Z

Γ

pd δ~vs.~nds︸ ︷︷ ︸
B

= 0

−
Z

Ω

div~vd δpd dv = 0

(5)

avec :
HΓd (div,Ωd) = {w ∈ H(div,Ωd) | w.n = 0 sur Γd} avec Γd = ∂Ωd\Γ

2.2 Discrétisation

Nous nous donnons une discrétisation du domaine de calcul, à savoir un maillage T (Ω),
constitué de simplexes K (triangles en 2D et tétraèdres en 3D). L’ensemble du domaine de cal-
cul est donc discrétisé à l’aide d’un maillage non structuré.

Lors de la résolution du système couplé nous considérons un champ de vitesse ~v unique et
continu sur Ω et un champ de pression p unique et continu sur Ω tel que ~v|Ωi = ~vi avec i = s ou
d. Ces deux champs sont solutions d’une formulation mixte en vitesse-pression définie sur tout
le domaine obtenue en ajoutant les équations (4) et (5). Dans cette formulation les termes A et
B s’annulent. Afin que la résolution de ce système devienne effective, les intégrales sur Ωs et Ωd
doivent être re-définie sur tout Ω. Pour cela on introduit une fonction Heaviside H (définie au

paragraphe 2.3) tel que :
Z

Ωi

(...)dΩi =
Z

Ω

(...) ∗Hi dΩ (i = s ou d). Dans Stokes, nous utilisons

l’élément P1+/P1. Dans Darcy, cet élément n’étant pas stable pour la formulation utilisée [2], nous
adoptons une formulation P1/P1 stabilisée à l’aide d’une formulation multi-échelles [3].

2.3 Représentation de l’interface entre le milieu purement fluide et le milieu poreux

Nous avons utilisé une fonction Level Set pour décrire l’interface entre le milieu purement
fluide et le milieu poreux. L’interface est donc représentée par la ligne de niveau zéro d’une fonc-
tion régulière φ (fonction distance signée). Cette fonction détermine pour chaque nœud du maillage
la distance de ce nœud à l’interface. Le signe placé devant la distance permet de savoir si ce nœud
se situe sur l’interface, ou d’un côté ou de l’autre de l’interface. La fonction distance nous permet
de calculer la fonction Heaviside H (définie au paragraphe 2.2) continue sur Ω, valant 1 sur un
domaine, 0 sur l’autre et variant linéairement sur une épaisseur ε à l’interface.

L’interface n’est pas définie de manière explicite et traverse donc les éléments du maillage.
Ceci implique que la condition de Beaver-Joseph-Saffman, appliquée sur l’interface (terme C dans
l’équation variationnelle (4)) doit être exprimée à l’aide d’une intégrale de volume grâce à la
fonction Level Set φ. Pour effectuer cela, on applique une approximation volumique d’une mesure
surfacique qui consiste à utiliser une fonction une fois dérivable ζ(r), à support dans [-1,1], tel que

r → 1
ε
ζ( r

ε
) converge vers δ0 (fonction Dirac) au sens des distributions et

Z
ℜ

ζ = 1. On a lorsque

ε→ 0 :
1
ε

ζ(
φ

ε
)||~∇φ|| → δ{φ=0}

Et donc pour une fonction régulière f, on fait l’approximation suivante lorsque ε→ 0 :Z
Γ

f (x)ds≈
Z

Ω

1
ε

ζ(
φ

ε
)||~∇φ|| f (x)dv

avec : f (x)= αη√
K
(~vs.~τ)( ~δvs.~τ) et ζ(φ

ε
)=
{

1
2(1+ cos(π φ

ε
)) si − ε < φ < ε(ε = 1,5× taille de maille)

0 sinon
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2.4 Représentation du front fluide

Le front fluide est également réprésenté par une fonction Level Set φ f . Cette fonction est
transportée par le champ de vitesse de la résine, grâce à la résolution d’une équation de transport
(6).

∂φ f

∂t
+~v.
−−→
gradφ f = 0 (6)

Cette équation de transport permet de faire évoluer la fonction φ f et donc de connaître l’évolution
du front de résine en fonction du temps. Cette équation a été résolue par une méthode éléments
finis continue stabilisée (SUPG). Une étape de réinitialisation est nécessaire pour éviter que la
solution se dégrade. Elle permet de récupérer la propriété de distance signée (‖

−−→
gradφ f ‖ = 1) qui

garantit la régularité de la fonction φ f .

3 Validation de la formulation implémentée

3.1 Simulation d’un écoulement horizontal

Afin de valider la formulation implémentée sous ZéBuLoN, nous avons effectué des simula-
tions d’un écoulement horizontal. La figure 1 montre les résultats obtenus. Pour ce cas test, un
gradient de pression est appliqué suivant l’axe~x sur toute la hauteur de la pièce. Les autres condi-
tions aux limites sont une vitesse nulle sur le bord supérieur de la pièce et une vitesse normale nulle
sur le bord inférieur. Ce cas test permet de vérifier que la vitesse tangentielle à l’interface entre le

(a) (b)

Figure 1 – Ecoulement horizontal : (a) résultats obtenus pour la pression et (b) résultats obtenus
pour la vitesse. La position de l’interface se situe en y=0.

milieu purement fluide et le milieu poreux n’est pas nulle (d’après la condition de Beaver-Joseph-
Saffman). Nous avons également étudié l’influence de certains paramètres comme la perméabilité
K et le coefficient de glissement α. La figure 2 (a) montre que plus la perméabilité augmente et
plus la vitesse de la résine augmente. Ce qui est normal puisque la perméabilité correspond sché-
matiquement au diamètre moyen des canaux dans lesquels la résine avance lors de l’infusion et
donc plus la perméabilité est élevée et plus ces canaux seront importants et faciliteront l’écoule-
ment de la résine. La figure 2 (b) montre l’influence du coefficient de glissement α à l’interface.
Plus la valeur de ce coefficient augmente et plus la vitesse de la résine diminue.

Le cas test de l’écoulement horizontal a une solution analytique qui permet de valider l’implé-
mentation numérique puisque : vx =− K

2η
(σ2+2ασ

1+ασ
)dP

dx (1+ α√
K

y)+ 1
2η

(y2 +2αy
√

K)dP
dx avec σ = h√

K
où h est la hauteur du milieu purement fluide.
Cette solution analytique est comparée à la solution numérique. La figure 3 montre une bonne
corrélation entre les résultats analytiques et numériques dans le domaine purement fluide.
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(a) (b)

Figure 2 – (a) Amplitude de la vitesse dans le milieu purement fluide et dans le milieu poreux pour
différentes valeurs de la perméabilité K avec η = 1 Pa.s et α = 1. (b) Amplitude de la vitesse dans
le milieu purement fluide et dans le milieu poreux pour différentes valeurs de α avec η = 1 Pa.s et
K = 10−2 m2. La position de l’interface est située en y=0.

Figure 3 – Comparaison des résultats analytiques et numériques pour la vitesse suivant la direction
x. La solution analytique est représentée en trait fin et la solution numérique en pointillé.

3.2 Simulation d’un écoulement vertical

Nous avons également effectué des simulations d’un écoulement vertical. La figure 4 montre
les résultats obtenus. Pour ce cas test, le gradient de pression est appliqué suivant l’axe ~y. Les
autres conditions aux limites sont une vitesse normale nulle sur les bords gauche et droit de la
pièce. On a vérifié sur ce cas test la conservation du débit. En effet, la vitesse dans le domaine de
Darcy est plus élevée que dans le domaine de Stokes (vd = vs

Ss
Sd avec : Sd la surface dans Darcy,

Ss la surface dans Stokes et Sd < Ss).

(a) (b)

Figure 4 – Ecoulement vertical avec K = 10−2 m2, η = 1 Pa.s et α = 0,1. (a) résultats obtenus
pour la pression et (b) résultats obtenus pour la vitesse. La position de l’interface se situe en y=0.

5



4 Simulation numérique de l’infusion en 2D

Nous présentons ici les premiers résultats obtenus sur un cas réel d’infusion de résine (figure
5). Pour cette simulation, on impose une pression en entrée (au niveau du canal d’injection) et
une vitesse normale nulle sur les autres bords du domaine. La simulation montre que l’infusion
dans le milieu poreux se produit bien avant le remplissage complet du domaine fluide (figure
5(b)) et montre également des phénomènes d’emprisonnement de l’air initialement présent dans
le domaine.

Figure 5 – Simulation sous ZéBuLoN du procédé d’infusion de résine (la ligne rouge correspond
à l’interface entre le milieu purement fluide (haut) et le milieu poreux (bas) et la ligne noire cor-
respond au front fluide. Les isovaleurs représentées sont celles de la vitesse.

5 Conclusions et perspectives

L’objectif de cet article était de présenter une utilisation d’une méthode Level Set pour le cou-
plage Stokes-Darcy afin de modéliser l’interface entre un domaine purement fluide et un milieu
poreux. Elle a également été utilisée pour suivre l’évolution du front fluide au cours du temps
grâce à la résolution d’une équation de transport.
Concernant les perspectives à donner à ce travail, nous souhaitons prendre en compte la déforma-
tion élastique des préformes dont le comportement dépend de la résine (modèle de Terzaghi).
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