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1 Introduction 
Dans le domaine aéronautique, le recours à des solutions structurales en matériaux composi-

tes stratifiés nécessite de lourdes campagnes expérimentales. Ceci provient de la grande 

diversité des configurations d'essais (stratifications multiples, nombreux cas de charges du fait 

des anisotropies possibles, environnements variés, …). L'utilisation du virtual testing permet de 

réduire les coûts mais la démarche a ses limites. Un industriel doit typiquement réaliser jusqu’à 

environs un million de calculs par mois aux seuls niveaux matériau (coupons, liaisons) et détail 

(structures de complexité modérée) de la pyramide de qualification et justification structurale. 

Cela ne favorise pas l’introduction modèles physiquement plus réalistes (viscosité, 

endommagement progressif,… [5]) mais plus lourds à mettre en œuvre.  

Afin d’aller plus loin dans l’allègement, nous proposons d’exploiter le fait que le nombre de 

configurations testées est fréquemment beaucoup plus grand que le nombre de caractéristiques 

mécaniques impliquées. Cela se traduit par des relations de dépendance et de hiérarchie entre 

configurations, certaines pouvant être systématiquement moins critiques que d’autres et donc 

non dimensionnantes (calcul inutile). Une approche numérique permettant de les déterminer est 

proposée au (§ 2). Le champ d’application typique concerne la réduction des cas de charge, 

souvent très nombreux dans les programmes industriels de justification structurale. Les démar-

ches d’optimisation [4] peuvent par ailleurs bénéficier directement de cette réduction. Notre 

étude de faisabilité porte sur le problème de flambement d’une plaque composite stratifiée (§ 3), 

problème suffisamment complexe pour représenter les difficultés inhérentes aux aspects 

structuraux (non-linéarité en particulier).    

2 Réduction des campagne de simulations : principe 
On se limite pour simplifier l’exposé à la « tenue » d’une pièce structurale donnée et l’on 

considère une campagne de N simulations correspondant à autant de cas de charge différents. 

Chaque tenue λi, i∈{1,…,N}, doit être estimée à partir des données mécaniques 

Résumé – Lors d’une campagne de dimensionnement ou de justification structurale, de nom-

breuses configurations sont calculées afin de déterminer la plus critique. S’agissant de structures 

composites, les calculs doivent être réitérés pour toute modification de séquence d’empilement 

ou de pli-matériau. Nous proposons une approche inverse d’extraction de règles permettant 

d’établir une fois pour toutes le domaine de criticité de chaque configuration. L’application 

proposée à la réduction des cas de charge en flambement laisse présager des gains importants. 

 

Mots clés – calcul de structure, composites, classification hiérarchique, extraction de règles. 
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{ }, 1,...,kd k n∈  relatives au composite utilisé pour réaliser la structure:   
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où ϕi représente l’équivalent fonctionnel de la simulation i et D l’espace des propriétés 

réalisables. Plus précisément, λi va représenter un facteur de marge (Reserve Factor) par rapport 

à une tenue considérée comme nominale. Le but d’une campagne de simulation est d’estimer le 

facteur λi0=λdim le plus faible, obtenu dans la configuration i0 dite dimensionnante, et de vérifier 

que λdim>1. Notre objectif est de restreindre la campagne aux calculs des configurations 

structurales potentiellement dimensionnantes :  

Une configuration structurale i est potentiellement dimensionnante 

ssi D∃ ∈D  tel que { }, 1,..., ,i j j N j iλ λ≤ ∀ ∈ ≠  
(2) 

L’ensemble des jeux de données D tels que la configuration i est dimensionnante constitue 

son domaine de criticité Di. Celui-ci peut être définit formellement en remarquant qu’à chacune 

des N-1 inéquations ou règles à vérifier dans (2) correspond, par le changement de variable (1), 

une règle non-linéaire gij(D)≤ 0 dans l’espace D des propriétés d’entrée. 

La configuration structurale i est dimensionnante dans le domaine Di : 

{ } tel que ( ) 0, {1, , 1}i ijD g D j N= ∈ ≤ ∈ −⋯D D   
 

Définir si une configuration est potentiellement dimensionnante revient donc à déterminer si 

le système de règles gij extraites est faisable dans D (Figure 1).  
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Figure 1 – Détermination du domaine de criticité de chaque configuration : principe (cf. texte). 

 

Il est beaucoup plus facile d’étudier des systèmes de règles linaires (algèbre des polyèdres) 

et la plupart des méthodes d’extraction de règles [1,6] proposent de s’y ramener en linéarisant 

par morceaux la fonction de transfert ϕi : 
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L’extraction de règles linéaires est alors possible au niveau de chaque sous-espace 

polyédrique χij. Chaque domaine de criticité Di s’exprime alors comme union de domaines 

polyédriques. Ils constituent une partition de l’espace réalisable D  : 
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Estimer si une configuration i est potentiellement dimensionnante revient dans ce contexte à 

estimer si l’un au moins des systèmes d’inéquations associés est faisable. Ceci est non-trivial 

mais des méthodes numériques efficaces existent. Notre premier objectif est donc atteint. On 

obtient en fait beaucoup plus car il est possible, grâce à la partition définie par les Di , de se 

limiter à une seule simulation pour tout nouveau composite de caractéritiques D:  

dim
1

soit , alors !  tel que  et argmin( ) ( )i j i i
j N

D i D Dλ λ λ ϕ
=

∈ ∃ ∈ = = =
⋯

D D   

En termes de coût de calcul, le poste principal de l’approche proposée concerne la 

linéarisation des ϕi par morceaux. Ce point est discuté au paragraphe  4.    

3 Application à la réduction des cas de charge en flambement 
Un problème de dimensionnement typique au niveau industriel concerne le flambement de 

panneaux composites. On considère ici le cas simplifié de la tenue au flambement d'une plaque 

plane rectangulaire (longueur a = 500 mm, largeur b = 250 mm) simplement appuyée sur ses 

quatre bords et soumise à 200 configurations différentes de chargement de bi-compression et de 

cisaillement (Nx,Ny,Nxy)i, i∈{1,…,200} (Figure 2). Pour chaque cas de charge, il s’agit de 

calculer le facteur de charge critique λi (Reserve Factor) tel que le chargement λi×(Nx,Ny,Nxy)i 

déclenche le flambement. Le cas dimensionnant est celui de plus faible λi. La question posée est 

simple : dans les limites d’une gamme de matériau donnée (propriétés réalisables), tous les cas 

de charge restent-ils potentiellement critiques ?  

Afin d’être représentatif d’une application composite structurale, on considèrera que la 

plaque est constituée d’un stratifié de 30 plis unidirectionnels (fibres longues) orientés de façon 

symétrique et équilibrée. Cela couvre la grande majorité des séquences d’empilements utilisées 

dans l’aéronautique. Les propriétés du pli choisies sont typiques d’un composite structural à 

fibre de carbone (fibre T700) et matrice polymère (M21) : E1 = 112 GPa, E2  = 8.2 GPa,  

ν12 = 0.3,  G12 = 4.5 GPa, épaisseur 0.26 mm. L’épaisseur totale du stratifié  h = 30×0.26 mm est 
typiquement très inférieure aux autres dimensions. On se placera légitimement dans le cadre de 

l’élasticité linéaire et de la Théorie Classique des Stratifiés. Les paramètres mécaniques 

influents sont alors exprimables à l’échelle du stratifié par les matrices de rigidité ABD qui sont 

dans notre cas entièrement définie par la donnée de six modules de rigidité : deux pour le 

comportement de membrane, A11 et A22, et quatre pour celui de flexion, D11, D22, D16 et D26. 

Afin de rendre la visualisation des résultats plus parlante, nous ne retiendrons que deux 

variables influentes, D11 et D22, en négligeant donc les effets de membrane et les couplages de 

flexion/torsion. Le domaine a priori réalisable D  des variables mécaniques d’entrée D11 et D22 

correspond à la grande diversité des empilements symétriques équilibrés possibles : des milliers 

si on limite aux angles d’empilement {0°,±45°,90°}. D se présente sous la forme d’une « demi-
lune » dans le plan D11-D22 (Figure 3, [2]). On trouvera dans [4] plus de détail sur la modéli-
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sation du problème, en particulier sur les relations entre les matrices ABD et les propriétés du 

pli ainsi que sur l’introduction éventuelles de propriétés à rupture.   

 

Figure 2 – Problème de flambement d’une plaque composite soumise à un chargement plan : 

géométrie et définition des 200 cas de charge considérés (normalisés).  

Nous utilisons ici une solution analytique au problème d’estimation des facteurs critiques λi 

proposée par [9]. Ceci permet d’appliquer de façon simple et pédagogique la technique de 

réduction des cas de charge précédemment présentée. Le problème est simplifié en supposant 

que la plaque flambe en m et n demi-longueurs d’ondes dans les directions x et y (exemple 

Figure 3). On peut alors estimer la tenue propre de chaque mode λi
mn
  : 

( )
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2 2 2 2

2 2
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i i i i
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1221112 2/ hcsteDDD ++−=  , ( ) 3

2221166 2/ hcsteDDD ++−=  

cste1 et cste2 dépendent des propriétés élastique du pli [4] 
 

La plus faible tenue définit alors la charge critique λi:  

( )
,

min
mn

i i
m n

λ λ=  (3) 

On peut constater à la Figure 3 que la non-linéarité de la relation  λi = ϕi(D11, D22)  provient 

de la concurrence entre les différents modes traduite par (3).  

 
Figure 3 – La non-linéarité de la tenue au flambement pour un cas de charge donné résulte en 

fait principalement d’une concurrence entre modes linéaires (exemple de mode à droite). 
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Chaque mode possède son domaine d’activation/prévalence dans l’espace réalisable des 

propriétés (D11, D22). Les fonctionnelles ϕi  sont en fait linéaires par morceaux. L’approche de 

réduction proposée (§ 2) s’applique donc directement. Elle suppose une linéarisation en aveugle 

des ϕi qui peut se faire soit par des techniques généralistes soit en utilisant la nature multi-mode 

du problème. Cette dernière possibilité est particulièrement efficace puisqu’il suffit de 

considérer quelques exemples de composites (≥3) et d’estimer pour chacun d’eux les différents 
modes de flambements : on constate alors la linéarité de ces modes et l’on peut aisément 

reconstruire une décomposition linéaire par morceaux des ϕi (Figure 4 à gauche).  
L’extraction des domaines de criticité des différents cas de charge est donnée à la Figure 4. 

On constate que seulement deux cas de charges (n°85 et n°62) sur les 200 considérés sont 

potentiellement dimensionnants (domaines non vides intersectant le domaine de faisabilité). On 

peut remarquer en observant le cas de charge n°85 que notre approche permet de déterminer des 

domaines de criticité complexes (non-convexes).  

 

Figure 4 – A gauche : le calcul et la reconnaissance des différents modes permet de modéliser 

plus efficacement l’évolution des facteurs critiques. A droite : domaines de criticité Di obtenus 

pour les différents cas de charge (une couleur par cas). Seuls 2 cas de charge sur 200 sont 

potentiellement dimensionnants (intersection non nulle avec le domaine réalisable). 

4 Discussion 
Les réductions de coûts de simulation apportées par notre approche impliquent un coût de 

calcul initial pour l’identification des domaines de criticité des différents cas de charge. Toute la 

difficulté est en fait concentrée sur la construction de modèles linéaires par morceaux décrivant 

les différentes simulations structurales impliquées. Il s’agit d’identifier ces modèles en limitant 

au maximum le nombre de simulations nécessaires (coût principal). On peut pour cela utiliser 

des techniques ad hoc [3]. On peut également remarquer que cela s’inscrit dans la 

problématique plus générale de construction de méta-modèles parcimonieux [8]. Dans ce 

contexte, nous proposons d’utiliser un méta-modèle adaptatif performant dont la structure 

facilite la linéarisation par morceaux ultérieure [6]. 

Le cas des problèmes multi-modes, qu’il s’agisse de modes de flambement, de rupture ou 

plus généralement de ruine, appelle un traitement particulier. L’utilisation de techniques de 

méta-modélisation globales échoue à restituer les discontinuités introduites par les changements 

de modes. Une approche de type réseau d’experts [7] est plus indiquée. Il s’agit dans un premier 
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temps de reconnaître les différents modes puis de les modéliser séparément. C’est l’approche 

qui a été suivie pour le traitement simple présenté ici de la plaque en flambement (Figure 4). La 

spécificité de notre approche consiste en l’exploitation de l’ensemble des modes de flambement 

calculés pour une structure donnée et pas seulement du mode critique (Figure 4). Ceci facilite 

grandement l’analyse. Une modélisation plus complexe de l’exemple présenté (méthode de 

Rayleigh-Ritz) montre qu’une modélisation quadratique de chaque mode est suffisante. Dans le 

cas plus général, un méta-modèle peut être identifié pour chaque mode puis linéarisé par 

morceaux.  

5 Conclusion 
Lors d’une campagne de dimensionnement ou de justification structurale, de nombreuses 

configurations structurales sont calculées afin de déterminer la plus critique (reserve factor le 

plus faible). Dans le domaine des structures composites, les calculs doivent être réitérés pour 

toute modification de séquence d’empilement ou de pli-matériau. Nous proposons une approche 

inverse d’extraction de règle permettant d’établir une fois pour toutes le domaine de criticité de 

chaque configuration. L’application au calcul de flambement d’une plaque composite sous 200 

cas de charges différents permet en outre d’illustrer le fait que de nombreuses configurations ne 

sont jamais dimensionnantes. L’approche proposée repose sur le développement à moindre coût 

de méta-modèles linéaires par morceaux. Le traitement des problèmes multi-modes peut 

grandement bénéficier d’une reconnaissance préalables des modes. Ce dernier point est délicat 

pour les modèles structuraux complexes et fortement non-linéaires (travaux en cours dans le 

domaine plus général de la méta-modélisation par réseaux d’experts). 
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