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Modélisation de champs stochastiques de matériaux
élastiques anisotropes et influence sur la propagation des

ondes.
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{quang-anh.ta, didier.clouteau, regis.cottereau}@ecp.fr

Résumé — Lors de l’application de la classe de modèles stochastiques non-gaussiens définis-positifs à
paramétrage minimale proposé par Soize [1] pour le champ du tenseur d’élasticité d’un matériau aléatoire
anisotrope, on constate que le niveau d’anisotropie du milieu augmente avec son niveau de fluctuation.
Cette communication propose un élargissement du paramétrage du modèle de Soize en ajoutant un para-
mètre contrôlant l’indice anisotrope moyen du milieu.

Mots clés — ondes en milieux aléatoires, anisotropie, champ stochastique.

1 Introduction

Pour la construction de modèles de prédiction du comportement dynamique de structures hétérogènes
et complexes, la méconnaissance de propriétés locales mène dans de nombreux cas à des approches
probabilistes. Il s’agit, pour les approches paramétriques, de construire des champs stochastiques pour
les propriétés élastiques et ensuite d’en identifier les paramètres. En appliquant directement la classe de
modèles stochastiques non-gaussiens définis-positifs à paramétrage minimal proposé par Soize dans [1]
pour le champ du tenseur d’élasticité de 21 coefficients indépendants [2] , on est capable de modéliser un
milieu anisotrope (i.e. dont le comportement local est anisotrope) aléatoire contrôlé par un paramétrage
P . Ce dernier est constitué de (i) un modèle moyen (isotrope ou anisotrope) défini par un tenseur moyen
C, (ii) 3 longueurs de corrélation spatiale (`x, `y, `z) et (iii) un niveau de fluctuation δ.
Une des propriétés importantes de cette construction est que, même si le modèle moyen est isotrope, on
obtient un champ hétérogène, à comportement élastique local anisotrope avec indice d’anisotropie non
nul. Ce modèle a l’avantage de la généralité, mais il est problématique pour des applications particulières.
En fait, si on effectue une étude statistique sur les champs de tenseur d’élasticité à moyen isotrope, on
constate (Figure 1-a) que leur niveau d’anisotropie (représenté par leur indice d’anisotropie moyen) aug-
mente avec le niveau de fluctuation. Ce fait rend impossible l’application de ce modèle de champs pour
la modélisation des matériaux réels qui sont susceptibles d’être fortement fluctuants mais d’un niveau
d’anisotropie limité, comme dans le cas très courant des milieux géophysiques. Dans cette communi-
cation, nous proprosons d’ajouter au paramétrage P un nouveau paramètre δg capable de contrôler le
niveau d’anisotropie.
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2 Modèle probabiliste de champ de propriété élastique

2.1 Tenseur aléatoire

Le comportement élastique d’un matériau est déterminé par le tenseur d’élasticitéCCC qui relie le tenseur de
contrainte σσσ et le tenseur de déformation εεε. Dans la notation de Voigt 1 , ce tenseur CCCmnpq d’ordre 4 peut
être représenté par un tenseur d’ordre 2, sous forme d’une matrice symétrique CCCij, définie - positive ayant
21 coefficients indépendants dans le cas le plus général d’un matériau anisotrope. Lorsque le matériau
possède certaines symétries, le nombre de coefficients indépendants diminue. Dans le cas le plus habituel
d’un matériau isotrope, 2 coefficients indépendants sont suffisants pour définir le tenseur d’élasticité.
Parmi les différents choix de la paire de coefficients, le tenseur CCC d’un matériau isotrope peut s’écrire à
l’aide du module de compressibilité K et du module de cisallement µ :

CCCiso = 3K SSS +2µDDD (1)

où {SSS et DDD} sont respectivement les tenseurs (matrices) dits sphérique et déviatorique2. Comme {SSS, 1√
5
DDD}

forment une paire orthonormée3 de l’espace des matrices réeles symétriques Ms
6(R), l’équation (1) peut

sécrire :
CCCiso =

(√
3K SSS +

√
2µDDD

)2
(2)

Du fait de l’équation (2), on proprose d’écrire un tenseur d’élasticité anisotrope aléatoire sous la forme :

CCC(δ,δg) =
(√

3K (δ)SSS +
√

2µ(δ)DDD
)
×GGG(δg)×

(√
3K (δ)SSS +

√
2µ(δ)DDD

)
(3)

où GGG(δg), K (δ) et µ(δ) sont des variables aléatoires qui seront détaillées dans les sections(2.1.1-2.1.2)
suivantes.

2.1.1 Noyau GGG

GGG appartient à l’ensemble SG+ des matrices réeles aléatoires, normées, symétriques et définie-
positives. Cette matrice est définie sur l’espace de mesure de probabilité (A ,F ,P), à valeur dans M+

6 (R),
paramétrée par un seul réel positive paramètre de dispersion δg ∈ R+. D’après [3], la construction par le
principe de maximum d’entropie donne GGG(δg) = LLLT(δg)LLL(δg) avec LLL une matrice triagulaire supérieure :

LLLij(δg) =


δg√

7
Gk, pour les termes extra-diagonaux supérieurs j > i

δg√
7

√
2h(Gk,αi), pour les termes diagonaux j = i

(4)

Où :
– k, réindexation : k = (14−i)(i−1)

2 + j− i+1
– Gk pour k = 1..21 sont 21 coppies indépendants d’une variable G obéissant la lois Gaussienne

centrée réduite N (0,1)
– h(•,αi) l’application isoprobabiliste non-gaussienne qui transforme un variable scalaire gaus-

sienne (•) à une variable scalaire de lois Gamma4.
– αi le paramètre de h(•,αi) qui controle la fluctuation : αi = 7

2δ2
g
− i−1

2

1Cette notation consiste notament à rassembler les deux indices à un seul suivant la covention :{11,22,33,12,13,23} →
{1,2,3,4,5,6}

2Ces matrices sont calculées comme : SSS = 1
3 I2 ⊗ I2 et DDD = Id6 −SSS avec I2 = [1 1 1 0 0 0]T et Id6 la matrice identité du

M6(R)
3On peut vérifier que : ‖SSS‖= 1; ‖DDD‖=

√
5et tr(SSSDDD) = 0

4Dont la densité de distribution pW (w) = 1R+(w)
(

1
δ2

) 1
δ2 1

Γ(1/δ2) w
1

δ2 −1 exp
(
− w

δ2

)
, où Γ(β) =

R +∞

0 tβ−1e−tdt.
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Toujours selon [3], les matrices aléatoires GGG(δg) connaissent une fluctuation :

E
{
‖GGG(δg)− Id6‖2

}
6

= δ
2
g (5)

2.1.2 Modules d’élasticité aléatoires

Étant la valeur propre (resp. la valeur propre multiple) d’une matrice symétrique, défini positive, le
module de compressibilité K (resp. de cisaillement µ) est considéré comme une variable aléatoire à
valeur réelle et strictement positive. Si on applique le principe de maximum d’entropie en connaissant la
valeur moyenne, et la valeur moyenne du logarithme, on trouve que la loi de distribution de probabilité
de ces modules est la loi Gamma. Leurs valeurs réduites peuvent être construites par la transformation
isoprobabiliste appliquée à 2 autres copies de la variable Gaussienne G .

K (δ) = δK h(G22,δ) et µ(δ) = δµh(G23,δ) (6)

2.1.3 Propriétés de la variables CCC

Connaissant K (δ), µ(δ) et GGG(δg), l’équation (3) conduit à une matrice moyenne isotrope :

C = 3K SSS +2µDDD, (7)

De plus on montre que CCC(δ,δg) et son inverse sont du seconde-ordre :

E
{
‖CCC(δ,δg)‖2

F
}
≤+∞ et E

{
log

(
det

(
CCC(δ,δg)

))}
≤+∞ (8)

D’ailleurs, on peut constater, dans un premier temps, par une étude statistique que (Figure 1-b) la valeur
moyen de l’indice anisotrope (i.e. la distance entre un tenseur d’élasticité à son tenseur isotrope le plus
proche 5 ) est principalement contrôlé par le paramètre δg

E
{

I2
a
}

= E

{
‖CCC(δ,δg)−CCCiso

eqv(δ,δg)‖2

‖CCC(δ,δg)‖2

}
∝ δ

2
g , (9)

tandis que (Figure 1-c) la dispersion de la norme du tensuer est contrôlé par le paramètre δ et légèrement
par δg :

E
{
‖CCC(δ,δg)−C‖2)

}
E {‖CCC(δ,δg‖2}

∝ (δ2;δ
2
g) (10)

2.2 Champ stochastique de tenseur d’élasticité

Jusqu’à ce point, avec l’équation (3), on n’a abordé la variabilité du tenseur d’élasticité que d’une façon
générale. Pour introduire la notion de la variabilité spatiale de cette propriété mécanique, on va construire
dans la suite un modèle de champ stochastique de ce tenseur. Soit ΩΩΩ = {xxx|xxx ∈ R3} le domaine physique,
muni d’un repère Cartésien {iii1,iii2,iii3} occupé par le matériau en état équilibre, le champ stochastique de
tenseur d’élasticité {C(δ;δg;`1, `2`3)|xxx ∈ΩΩΩ} défini sur l’espace probabilisé (A ,F ,P), indexé dans ΩΩΩ, à
valeur dans M+

6 (R) est alors construit comme :{
C(xxx;δ,δg;`1, `2, `3) =(√

3K (xxx;δ;`1, `2, `3)SSS +
√

2µ(xxx;δ;`1, `2, `3)DDD
)
×GGG(xxx;δg;`1, `2, `3)×(√

3K (xxx;δ;`1, `2, `3)SSS +
√

2µ(xxx;δ;`1, `2, `3)DDD
)}

p.s. (11)

5Le tenseur isotrope le plus proche d’un tenseur CCC quelconque s’écrit : CCCiso
eqv =

(
SSS⊗SSS + 1

5DDD⊗DDD
)
CCC
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Figure 1 – Fluctuation de Ia et ‖CCC‖ : (a) Modèle de Soize. (b-c) Nouveau modèle.

Pour passer de l’équation (3) à l’équation (11), dans les formulations du noyau GGG et des modules K ,µ, on
remplace les 23 copies indépendantes

{
Gk|k∈ {1,2, ...,23}

}
d’une variable aléatoire gaussienne centrée

réduite G indexé dans R, à valeurs dans R par 23 copies indépendantes
{

GGGk(xxx;`1, `2, `3)|xxx ∈ ΩΩΩ;k ∈
{1,2, ...,23}

}
d’un champ stochastique {GGG(xxx;`1, `2, `3)|xxx ∈ΩΩΩ} nommé champ germe, indexé dans ΩΩΩ,

à valeur dans M+
6 (R). Ce champ germe (voir,[1, 2], pour plus de détails) est choisi stationnaire, de loi

locale Gausienne centrée réduite et de structure de corrélation déterminé comme suit par la fonction de
corrélation :

RG (ηηη;`1, `2, `3) = E {GGG(xxx;`1, `2, `3)GGG(xxx+ηηη;`1, `2, `3)}= ρ(η1, `1)ρ(η2, `2)ρ(η3, `3) (12)

où la structure de corrélation ρ(η;`) est choisie sous forme sinus cardinal au carré6.
On peut, en se basant sur les raisonnements developpés dans [1], verifier que le champ stochastique
{C(xxx; t;δ,δg;`1, `2, `3) est du seconde-ordre deux, continue en moyen d’ordre deux et inversible. À titre
d’illustration, un cube de sol occupant le domain {xxx ∈ ΩΩΩ0 ⊂ ΩΩΩ| − 200m ≤ x1,x2 ≤ 200m;−400m ≤
x3 ≤ 0m} est considéré. Le milieu est de densité volumique constante ρv = 2000kg/m3, son moyen
isotrope correspond aux vitesses d’ondes de pression vp = 1710m/s et de cisaillement vs = 1000m/s. La
cartographie du terme C11 d’une réalisation du champ C(xxx;δ,δg;`1, `2, `3) avec δ = 0,6; δg = 0,15; `1 =
`2 = 50m et `3 = 20m est donnée par la méthode de représentation spectrale dans la (Figure 2-a). On
y constate que la distribution d’hétérogénéités dans la direction iii3 est plus dense que dans les 2 autres
directions. Cela s’explique par le fait que l’on a choisi `3 plus petit que `1 et `2. Cette remarque se
confirme par les structures de corrélation théoriques7 et observées, montrées dans la (Figure2-b).

3 Modèle probabiliste élastodynamique

3.1 Formulation forte
Soit dΩΩΩ un élément infinitésimal du domaine physique ΩΩΩ défini dans la section (2.2), la formulation
forte d’un problème élastodynamique à force volumique nulle consiste à trouver un champ stochastique
de déplacement {U(xxx; t;δ,δg;`1, `2, `3)|xxx ∈ dΩΩΩ, t ∈ [0;T ]} défini sur (A ,F ,P), indexé sur ΩΩΩ× [0;T ], à
valeurs dans l’espace des déplacements cinématiquement admissibles V (dΩΩΩ) de dΩΩΩ tel que :(

Div
(
C(xxx;δ,δg;`1, `2, `3)εεε(U(xxx; t;δ,δg;`1, `2, `3))

)
= ρv

d2

dt2U(xxx; t;δ,δg;`1, `2, `3) ,∀t ∈ [0;T ]
)

p.s. (14)

6

ρ(η;`) =


1 si η = 0 ,

4`2

π2η2 sin2
(

πη

2`

)
sinon.

(13)

7Donées par l’équation (13)
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Figure 2 – Une réalisation de champ : (a) Cartographie du terme C11. (b) Structures de corrélation théo-
riques (lignes continues) et observées (cercles) selon les directions x1 (noirs) et x3 (gris).

La résolution de (14) en adaptant l’hypothèse d’ondes planes conduit à la résolution du problème aux
valeurs propres de Christoffel. Cette dernière résulte, pour chaque dΩΩΩ, en une famille de 3 surfaces de
lenteur qui représente l’inverse de vitesse de phase en fonction de la direction de propagation, correspon-
dant à 1 mode quasi P et 2 modes de quasi S. Une résolution numérique donne pour dΩΩΩ autour du point
{xxx | x1 = x2 = x3 = 0} de la réalisation précitée dans la section (2.2), par exemple, 3 surface de lenteur
des ondes volumiques comme dans la (Figure3). On y constate effectivement l’anisotropie du matériau :
les surfaces sont de formes très irrégulières au lieu d’être sphériques comme dans de cas isotrope.

Figure 3 – Surfaces de lenteur de 3 modes d’onde volumique.

3.2 Formulation faible
Soit ΩΩΩ le domaine physique défini dans la section (2.2), la formulation faible d’un problème élastody-
namique à force surfacique déterministe sur la borne ΓΓΓΩ de ΩΩΩ consiste à trouver un champ stochastique
de déplacement {U(xxx; t;δ,δg;`1, `2, `3)|xxx ∈ ΩΩΩ, t ∈ [0;T ]} défini sur (A ,F ,P), indexé sur ΩΩΩ× [0;T ], à
valeurs dans l’espace des déplacements cinématiquement admissibles V (ΩΩΩ) de ΩΩΩ tel que :( d2

dt2

Z
Ω

ρU(t) ·wwwdΩ+Z
Ω

C(xxx;δ,δg;`1, `2, `3)εεε(U(t)) : εεε(www)dΩ =
Z

ΓΩΩΩ

ppp(xxx, t) ·wwwdΓ , ∀t ∈ [0,T ] , ∀www ∈V (Ω)
)

p.s. , (15)

avec les conditions initiales U(0;δ,δg;`1, `2, `3) = 000 et U̇(0;δ,δg;`1, `2, `3) = 000 p.s.
On peut, en se basant à nouveau sur les raisonnements developpés dans [1], verifier que le champ stochas-
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tique U(xxx; t;δ,δg;`1, `2, `3) trouvé est d’énergie finie. Le problème (15) peut être résolu par la méthode
de Monte Carlo. À titre d’exemple, une solution déterministe (résolu par un code de calcul d’éléments
spectraux avec utilisation des couches absorbantes parfaitement adaptées) de la réalisation de champ pré-
mentionée dans la section (2.2) est présentée dans la (Figure 4). Il s’agit de la réponse en déplacement de
la surface libre enregitré aux trois instants séparés. Le cube de sol représente un demi-espace excité par
une force ponctuel à {xxx = 000} et sous forme d’un Ricker en temps : ppp(xxx, t) = δδδ000(xxx)ppp(t). On remarque que
le modèle moyen isotrope donne l’image globale des fronts d’onde sous forme des cercles, tandis que les
hétérogénéités de la propriété élastique se réflètent dans les hétérogénéités locales de l’image.

Figure 4 – Évolution dans le temps des fronts d’ondes à la surface libre.

4 Conclusions

Ce papier présente un raffinement du paramétrage de la classe de modèles stochastiques non-gaussiens,
difinis-positifs à paramétrage minimale [1]. Cette modification s’applique à des modèles de champs hé-
térogènes, anisotropes à moyen isotrope. Le nouveau paramétrage P est constitué, pour le cas 3D, de
(i) un modèle moyen isotrope C, (ii) 3 longueurs de corrélation spatiale (`x, `y, `z), (iii) un niveau δ de
fluctuation générale du champ et (iv) un paramètre δg contrôlant le moyen du niveau d’anisotropie.
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