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Résumé — Nous présentons quelques aspects concernant l’utilisation d’une approche de type
Arlequin pour la simulation numérique de problèmes multiéchelles. Pour assurer une résolution
performante, un solveur de type décomposition de domaine est développé à partir d’une approche
standard sans recouvrement. L’adaptation au cas recouvrant est détaillée pour permettre la gestion
des déplacements de solides rigides, la prise en compte de maillages non-compatibles et l’utili-
sation de préconditionneurs. Cette approche a été mise en œuvre au sein du code éléments finis
ZéBuloN et les premières expérimentations numériques sont présentées.

Mots clés — multiéchelle, décomposition de domaine, méthode Arlequin.

1 Introduction

Les objectifs de réduction de poids, dans un contexte de préservation d’une sécurité maximale,
conduisent les industriels de l’aéronautique à devoir utiliser des modèles de plus en plus élabo-
rés pour évaluer finement la durée de vie des composants critiques. La complexité des modèles
physiques entrant en jeu devient telle, qu’elle conduit nécessairement à développer de nouvelles
approches numériques spécifiques à leur intégration dans les codes de calcul. L’objectif des mé-
thodes multiéchelles et multimodèles est de répondre à ce besoin : permette la prise en compte
efficace d’un ensemble de phénomènes physiques de natures différentes, interagissant, mais inter-
venant à différents niveaux d’espace et/ou de temps.

Dans cette voie, plusieurs approches ont été développées récemment pour traiter ce type de
problèmes multi-échelles. Par exemple, les décompositions de domaine de type micro-macro,
comme la méthode LATIN [1], réalisent un partitionnement de structures en sous-structures et in-
terfaces donnant la possibilité de scinder les champs de déplacement et de contraintes en champs
microscopique et macroscopique. L’approche FE2 [2] permet d’écrire des problèmes mécaniques
non-linéaires à une échelle microscopique pour ensuite, par l’intermédiaire d’équations de loca-
lisation et d’homogénéisation, obtenir des relations de comportement pour mener la résolution à
l’échelle de la structure. Une autre approche, la méthode Arlequin [3, 4], sur laquelle nous avons
basé nos travaux, permet de superposer, dans des zones d’intérêt, des modèles complexes sur
une structure possédant un comportement global souvent plus simple, en effectuant une partition
d’énergie et en assurant la communication entre les modèles.
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La stratégie de résolution proposée dans la suite conduit à condenser le problème Arlequin
au niveau des interfaces et à utiliser un solveur itératif de Krylov [5]. Les aspects concernant le
traitement d’une interface recouvrante, des incompatibilités de maillage, de la transmission des
déplacements de solides rigides et du calcul des compléments de Schur sont présentés.

La section 2 rappelle les principes de l’approche Arlequin, la section 3 décrit les aspects
concernant le solveur décomposition de domaine, la section 4 présente la mise en œuvre numérique
de la méthode au sein du code ZéBuloN1 et les premiers résultats de simulations numériques.

2 La méthode Arlequin

L’approche Arlequin repose sur le couplage de différents modèles à l’aide d’un opérateur de
collage. Cet opérateur assure la transmission des efforts et la continuité du champ de déplacement
au sens faible dans les zones de superposition.
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Figure 1 – Problème multimodèle constitué de deux domaines.

Pour simplifier, on présente l’approche dans le cadre d’un problème modélisé à l’aide de deux
formulations distinctes sur deux domaines (Ω1 et Ω2) possédant une intersection non vide (Ω1∩
Ω2 6= ∅) représenté sur la figure 1. Pour chaque domaine Ωi de Rn (n = 2 ou 3) est posé un
problème classique d’élasticité linéaire caractérisé par : un déplacement imposé ud

i sur une partie
∂uΩi de la frontière ∂Ω, un effort Fd

i imposé sur la partie complémentaire ∂FΩi et un tenseur
d’élasticité Ai. Sur chaque domaine Ωi, la formulation variationnelle du système s’écrit, à l’aide
des espaces cinématiquement admissibles usuels Uad

i :Z
Ωi

σi : ε(vi) dΩi =
Z

∂F Ωi

Fd
i .vi dSi, ∀vi ∈Uad 0

i (1)

où σi représente le tenseur des contraintes sur le domaine Ωi et ε(ui) = 1/2
(

∇ui +∇
T ui

)
le

tenseur des déformations linéarisé.
Pour assurer la liaison entre les systèmes, un terme de couplage est ajouté sur une zone

Sc ⊂Ω1∩Ω2 :
C (λ,µ) =

Z
Sc

K
(
∇λ∇µ+1/l2

λµ
)

dΩ,(λ,µ) ∈M 2 (2)

où M est un espace admissible régulier défini sur Sc, l une longueur caractéristique et K un coef-
ficient de l’ordre de grandeur la rigidité des milieux en présence.

Des champs de pondération αi sont introduits pour assurer la répartition des énergies de même
nature entre les différents modèles (en respectant α1 +α2 = 1 sur Ω1∪Ω2).

À l’aide des équations précédentes, il est possible d’établir l’écriture variationnelle la formu-

1Disponible sur Internet à http ://www.nwnumerics.com.
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lation Arlequin :Z
Ω1

α1 σ1 : ε(v1) dΩ1 +C (λ,v1) =
Z

∂F Ω1

α1 Fd
1 .v1 dS1, ∀v1 ∈Uad 0

1Z
Ω2

α2 σ2 : ε(v2) dΩ2−C (λ,v2) =
Z

∂F Ω2

α2 Fd
2 .v2 dS2, ∀v2 ∈Uad 0

2 (3)

C (u1,µ)−C (u2,µ) = 0, ∀µ ∈M

Pour résoudre numériquement le système variationnel précédent, une discrétisation de type
éléments finis est retenue et conduit à la résolution du système linéaire suivant :K1 0 CT

12
0 K2 −CT

21
C12 −C21 0

 .

U1
U2
Λ

=

F1
F2
0

 (4)

où K1, K2 sont les matrices de rigidité pondérées, C1, C2 les matrices de couplage et F1, F2 les
forces généralisées pondérées.

3 Solveur décomposition de domaine associé à une modélisation Ar-
lequin

Le calcul du système discrétisé (4), et plus encore sa résolution, présentent des difficultés
importantes :

– dans une utilisation générale de la méthode, des maillages incompatibles se superposent au
niveau des zones de collage, ce qui impose une attention particulière dans le calcul des blocs
de collage Ci j ;

– les champs de pondération doivent être appliqués en veillant à ne pas trop détériorer le
conditionnement des blocs Ki ;

– les blocs Ki peuvent posséder une singularité selon le type de condition imposée sur le
sous-domaine, il convient alors de déterminer l’élément du noyau qui satisfait au mieux à la
physique du problème ;

– la factorisation du système complet, parce qu’il possède de nombreux termes nuls sur la dia-
gonale, requiert une stratégie de pivotement partiel que ne possèdent pas directement les sol-
veurs directs traditionnels efficaces (de type dissection emboîté ou dscpack, par exemple).

Les deux premiers points seront abordés dans la section suivante consacrée à l’architecture de la
mise en œuvre efficace de l’approche Arlequin dans le code orienté objet ZéBuloN. Concernant les
aspects solveurs, nous avons d’une part développé un outil simple permettant la transmission des
mouvements de solide rigide sur les domaines flottants, et d’autre part mené des développements
en vue de proposer une démarche résolution itérative basée sur une méthode de type décomposition
de domaine.

Pour traiter efficacement le raccord d’un domaine flottant i avec un domaine bien positionné
j, une nouvelle condition de liaison a été développée. L’ensemble des champs de déplacement
admissibles du domaine flottant T ad est défini à partir d’une bijection de Ker Ki. Puis un problème
de minimisation est écrit pour assurer au domaine flottant le mouvement de corps rigide traduisant
au mieux le déplacement u(xp) d’un ensemble de nœuds xp du maillage j au sens des moindres
carrés ; soit à déterminer le champ de vecteur torsoriel τ(x) ∈ T ad tel que :

Minτ(x)∈T ad

p

∑
k=1
‖τ(x)−u(xp)‖2 (5)

Dans la démarche de résolution, le traitement de ce type de raccord est mené de la même façon
que la transmission de modes rigides.
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La stratégie retenue pour la résolution du système (4) repose sur l’utilisation d’une méthode
de type décomposition de domaine. Habituellement, ce type d’approche est retenu dans le cas de
domaines non-recouvrants et d’interfaces compatibles. Néanmoins, d’un point de vue algébrique il
n’existe pas d’obstacle particulier au traitement par décomposition de domaine du système linéaire
produit par une modélisation Arlequin. Le système d’équation (4) peut se décomposer en deux
parties : [

K1 CT
12

C12 0

]
.

[
U1
Λ

]
=
[

F1
Ξ

]
,

[
K2 −CT

21
−C21 0

]
.

[
U2
Λ

]
=
[

F2
−Ξ

]
(6)

où Λ représente les efforts de collage partagés par chacun des domaines et Ξ les efforts créés par
les déplacements locaux via l’opérateur de collage.

Si l’on considère (pour simplifier) que les matrices de rigidité Ki sont régulières, sur le domaine
1, en utilisant la première ligne il est possible d’isoler U1 et d’établir :

−C12 K−1
1 CT

12 Λ = Sp
1 Λ = Ξ−C12 K−1

1 F1 (7)

où Sp
i est le complément de Schur primal du domaine 1. Le complément de Schur dual est obtenu

en isolant Λ dans (7), soit :[
−C12 K−1

1 CT
12
]−1

Ξ = Sd
1 Ξ = Λ+Sd

1 C12 K−1
1 F1 (8)

Les problèmes condensés primal et dual s’écrivent alors respectivement :(
Sp

1 +Sp
2

)
Λ = Sp

Λ = FΛ (9)(
Sd

1−Sd
2

)
Ξ = Sd

Ξ = FΞ (10)

Comme dans le cas des décompositions de domaine sans recouvrement, la résolution de ces équa-
tions est obtenue à l’aide d’un solveur itératif de Krylov auquel il est appliqué les augmentations
nécessaires au traitement des éventuels mouvements de corps rigides.

Les bonnes performances du solveur vont être liées à l’association de préconditionnneurs ef-
ficaces. Dans le cas d’une approche primale, l’inverse du complément de Schur primal global est
approximée par la somme pondérée des inverses des compléments de Schur primaux locaux soit
la somme des compléments de Schur duaux (et réciproquement en approche primale) :

(Ŝp)−1 = (Sp
1)−1 +(Sp

2)−1 = Sd
1−Sd

2 (11)

(Ŝd)−1 = (Sd
1)
−1− (Sd

2)
−1 = Sp

1 +Sp
2 (12)

En pratique, l’utilisation des préconditionneurs conduit, dans la démarche itérative, à effectuer
de nombreux produits matriciels avec les compléments de Schur. Si les modes rigides sont correc-
tement pris en compte, les termes diagonaux nuls dans le complément de Schur dual (8) rendent sa
factorisation problématique. Pour permettre ce traitement, nous avons modifié la numérotation du
système de façon à assurer la factorisation des termes d’interface après celle des termes internes.

4 Mise en œuvre numérique

L’approche Arlequin a été mise en œuvre au sein du code ZéBuloN co-développé par l’Onera.
Les efforts de collage étant de même nature mathématique qu’un champ de déplacement, nous
avons choisi de définir un maillage spécifique pour introduire ces inconnues et écrire l’opérateur
de couplage C . L’intégration dans le code de calcul a été ensuite effectuée par le développement
de deux classes :

– un objet permettant de lier la zone de collage au problème élément fini correspondant en
procédant à une recherche des éléments intersectant avec ceux de la zone de collage ;
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– un objet élément Arlequin basé sur les éléments de la zone de collage qui permet d’écrire le
terme de collage et de supprimer l’énergie excédentaire.

Pour traiter d’éventuels maillages incompatibles, le nombre de points de Gauss sur le maillage de
la zone de collage est augmenté de façon significative (par exemple, jusqu’à 81 points de Gauss
pour des éléments triangulaires), et la formulation de l’opérateur de collage est menée en s’ap-
puyant sur les techniques mortier. La fonction de pondération est calculée explicitement sur le
maillage d’interface à l’aide d’une distance entre les zones où la fonction possède une valeur
constante.

Figure 2 – Fissuration d’une plaque en traction - interface compatible.

Pour valider la démarche, nous avons commencé par étudier le problème d’une plaque fissurée,
considérée comme une structure plane en acier, ayant un comportement linéaire élastique (module
d’Young de 200000MPa, coefficient de poisson de 0,3) et soumise à un chargement de traction
constante (cf. figure 2). La discrétisation est menée à l’aide d’une interface compatible, des fonc-
tions d’interpolation linéaires sont utilisées sur le maillage complet (totalisant 5 165 degrés de
liberté) alors que des fontions quadratiques sont employées sur le patch (9010 inconnues), la zone
de collage utilise un maillage avec des fonctions d’interpolation linéaires (1326 inconnues).

27 35        86                        708                                                                                      123  134             180

Figure 3 – Convergence des normes relatives des résidus pour les différentes approches. À gauche
pour le cas d’une interface compatible, à droite, pour une interface non-compatible.

Nous avons comparé les résultats obtenus avec les différentes approche duale/primale et leurs
variantes préconditionnées, sur la figure 3. Ces résultats présentent le nombre d’itérations à conver-
gence des différentes approches pour un niveau d’erreur relative GMRes identique de 10−8. Dans
ce cas d’interface compatible, les approches primale et duale non-préconditionnées présentent des
comportements très différents, les opérateurs d’interfaces produisant un complément de Schur
dual a priori mieux conditionné. L’utilisation des préconditionneurs dans ce cas conduit à des per-
formances comparables pour les deux approches. On peut noter que dans tous les cas les erreurs
relatives produites par l’approche Arlequin (en comparaison avec la solution obtenue à l’aide d’un
seul maillage) sont en déplacements, en moyenne sur le patch, inférieure à 0,2%.
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Isovaleurs du champ de 
pondération sur la zone 
de collage.

Figure 4 – Fissuration d’une plaque en traction - interface incompatible.

La méthode Arlequin nous permet de traiter des cas de raccord non-compatibles, nous avons
étudié le cas d’un plaque fissurée en traction avec un raccord non-compatible (cf. figure 4). La
résolution de ce problème avec les différentes démarches (cf. figure 3) illustre la difficulté, dans
ce contexte, d’obtenir des préconditionneurs performants, les opérateurs collage influant très né-
gativement sur le conditionnement des compléments de Schur.

5 Conclusion et perspectives

Nous avons présenté plusieurs aspects concernant la mise en œuvre d’une approche multi-
échelle de type Arlequin associée à un solveur par décomposition de domaine. Pour mener à bien
cette démarche plusieurs outils ont été développés pour la transmission des modes rigides, la facto-
risation des opérateurs à termes diagonaux nuls ou la prise en compte des raccords incompatibles.

Les premiers résultats obtenus avec cette démarche sont encourageant, mais il démontre la
difficulté de prise en compte des interfaces incompatibles dans le cadre d’un solveur itératif. C’est
dans cette direction que nous envisageons de poursuivre nos travaux, à travers le calcul de termes
couplage mieux conditionnées, ainsi que dans la recherche de préconditionneurs simplifiés.
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