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Résumé — Cet article décrit une méthode, dite sans équilibrage (flux-free) pour le calcul de
bornes supérieures strictes de la norme énergétique de l’erreur (en déplacement) commise lors
d’une simulation par la méthode des Éléments Finis (EF). La solution de référence est la solution
exacte du problème continu sous-jacent et la résolution des problèmes locaux associés ne nécessite
pas la construction préalable de répartition équilibrées de chargements surfaciques. L’extension de
ces concepts aux problèmes non-linéaires est discutée, et des exemples en 2D et 3D sont présentés.

Mots clés — Estimation d’erreurs a posteriori, Encadrements d’erreur, Estimateurs par résidus,
Estimateurs sans équilibrage.

1 Introduction

Nous présentons une méthode, dite sans équilibrage (flux-free), pour le calcul de bornes supé-
rieures strictes de la norme énergétique de l’erreur (en déplacement) commise lors d’une simula-
tion par la méthode des Éléments Finis (EF) d’un problème d’élasticité linéaire. Le terme de borne
supérieure "stricte" doit se comprendre au sens où l’erreur est calculée entre la solution EF et la
solution exacte du problème continu sous-jacent, et non entre la solution EF et une autre solution
EF calculée sur un maillage plus fin. L’expression "sans équilibrage" se comprend au sens où il
n’est pas nécessaire de procéder à une étape préalable et éventuellement coûteuse d’équilibration
des problèmes locaux, comme cela peut être nécessaire pour d’autres techniques. Cette méthode
s’inscrit dans le cadre des méthodes implicites d’estimation d’erreur a posteriori [6] basées sur le
calcul du résidu (implicit residual methods). Nous nous concentrons ici sur l’estimation de bornes
de la norme énergétique de l’erreur, à partir de laquelle des bornes sur des quantités d’intérêt
peuvent être déduites [1, 9]. Ces travaux prolongent les recherches lancées dans [7, 8, 3].

L’extension de ces concepts à l’élasticité non-linéaire est possible en changeant de cadre théo-
rique et en considérant l’erreur en relation de comportement [6, 4, 2]. Les problèmes locaux à
résoudre sont définis de la même façon que dans le cas linéaire, et gardent la propriété de ne pas
nécessiter d’équilibration préalable des flux. En revanche, le terme d’erreur strict n’a plus le même
sens dans ce cadre. La considération d’erreur en quantité d’intérêt pour les problèmes non-linéaires
dans le cadre de l’erreur en relation de comportement est décrite dans [4, 5], et nous en utilisons
ici les concepts pour notre méthode sans équilibrage.
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2 Estimation d’erreur stricte sans équilibrage pour des problèmes
d’élasticité linéaire

Nous considérons un problème d’élasticité, sur un domaine Ω de Rd , pouvant s’écrire, en
formulation forte : trouver uuex : Ω→ Rd , tel que

Divxxσσ(uuex)+ f = 0 in Ω

σ(uex) · n = gg on ΓN

uuex = 00 on ΓD

, (1)

où σσ(www) = C (εε(www)) est le tenseur des contraintes associé à un champ de déplacement www, fff et
gg sont des chargements de volume et de surface, respectivement, et ΓD et ΓN sont les parties
de la frontière ∂Ω de Ω sur lesquelles sont appliquées les conditions de Dirichlet et Neumann,
respectivement, telles que ∂Ω = ΓD∪ΓN et ΓD∩ΓN = /0. Dans cette première partie, le tenseur de
comportement C est considéré linéaire.

La solution uuex étant rarement accessible, on peut en chercher une approximation par la mé-
thode des EF. Cette méthode est basée sur une formulation faible des équations précédentes, avec
un espace des solutions restreint : trouver uuH ∈ V H , tel que

aΩ(uH , v) = `(v),∀vv ∈ V H ,

où aΩ : [H 1(Ω)]d× [H 1(Ω)]d →R est donnée par aΩ(w, v) =
R

Ω
σσ(ww) : εε(v) dΩ et ` : [H 1(Ω)]d →

R est donnée par `(vv) =
R

Ω
ff · vv dΩ+

R
ΓN g · v|ΓN dΓ. Dans les applications, V H est souvent choisi

comme l’espace engendré par les fonctions linéaires sur chacun des éléments du maillage. Pour
des raisons décrites plus loin, il est nécessaire d’utiliser ici un espace de fonctions au moins qua-
dratiques sur chacun des éléments.

Une fois calculé cette solution approchée, l’objectif des méthodes d’estimation d’erreur a
posteriori est de donner une indication sur la qualité de cette approximation. L’idéal est d’avoir un
indicateur à la fois sûr, c’est à dire donnant une borne assurée sur l’erreur commise par rapport à la
solution exacte du problème (1), et peu coûteuse. La méthode décrite ici permet d’obtenir de telles
bornes sur la norme énergétique de l’erreur ‖uH−uuex‖2

Ω
= ‖ee‖2

Ω
= aΩ(e,ee). Des bornes similaires

peuvent ensuite être classiquement obtenues pour une large gamme de quantités d’intérêt [1, 9].
En fusionnant les principes décrits dans [7] et [8], les bornes désirées sont obtenues en résol-

vant des problèmes définis localement sur des sous-domaines Ωi de Ω. Ces sous-domaines Ωi sont
appelés patches ou étoiles (stars), et définis comme l’ensemble des éléments touchant le noeud i
du maillage original. Les problèmes locaux à résoudre sont : trouver, pour chaque sommet i du
maillage, un tenseur des contraintes qqi, solution de

Divxqqqi +φi( ff +Divxσσ(uuuH)) = 00 in Ωi

Jqqqi ·nnnK =−φiJσσ(uuuH) ·nnnK on Γi\∂Ωi

qi · n = φi(g− σ(uuH) ·nn) on ΓN∩∂Ωi

qi · n = 0 on ∂Ωi\ΓN

, (2)

où φi est la fonction d’interpolation EF linéaire associée au noeud i du maillage. L’intérêt principal
de ces problèmes locaux est qu’ils sont définis de manière automatique à partir du problème ori-
ginal. En particulier, la définition des termes de chargement φi( f + Divxxσσ(uH)), −φiJσσ(uuH) · nK
et φi(gg− σσ(uH) · nn) ne nécessite pas la résolution d’un problème intermédiaire, comme c’est le
cas dans d’autres méthodes. En revanche, pour assurer l’existence d’une solution à ces problèmes
(c’est à dire assurer que les chargements du problème local sont équilibrés), il est nécessaire que
le problème original ait été résolu dans un espace de fonctions quadratiques par élément. Il faut
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également noter que, pour obtenir la borne désirée, il est nécessaire d’imposer sur le bord ∂Ωi\ΓN

une condition de Neumann homogène. L’on verra que cela peut dégrader légèrement la qualité de
l’encadrement obtenu pour l’erreur à proximité de ΓD.

Une fois les problèmes locaux (2) résolus, on peut montrer que (voir [3] pour la démonstration)

‖e‖2
Ω ≤ 2πc

(
q = ∑

i
qqi

)
, (3)

où πc(qq) =
R

Ω
qq : C−1(qqq) dΩ représente l’énergie complémentaire associée à un tenseur qqq de

contraintes. On montre également que les solutions qi des problèmes locaux ne sont pas défi-
nies de façon unique, ce qui permet de proposer différentes stratégies, locales, pour améliorer
globalement la borne obtenue. L’équation (3) justifie l’appellation de méthode d’estimation d’er-
reur stricte, dans le sens où la référence est bien ‖ee‖Ω = ‖uex− uH‖Ω, et non pas ‖uh− uH‖Ω, où
uuh serait une solution obtenue sur un maillage plus fin que l’original.

3 Extension aux problèmes d’élasticité non-linéaire

La démonstration de l’encadrement décrit à l’équation (3) est basée en partie sur une hypo-
thèse de linéarité sur l’erreur σ(ee) = σσ(uex− uuH) = σ(uuex)− σ(uuH), qui n’est plus vérifiée pour
les problèmes d’élasticité non-linéaire. Au lieu du cadre classique de l’erreur en solution considéré
jusqu’à présent, nous nous plaçons donc dans le cadre théorique de l’erreur en relation de compor-
tement [6, 4, 2]. Le principe de base dans cette approche consiste à trouver une paire de solutions
au problème mécanique initial, respectivement statiquement et cinématiquement admissibles (voir
les références précédentes pour une définition précise des conditions d’admissibilité pour les pro-
blèmes non-linéaires). L’erreur en relation de comportement est alors calculée comme la norme de
la différence entre les solutions cinématiquement et statiquement admissibles. Cette approche a été
appliquée pour un certain nombre de problèmes non-linéaires (voir les références citées dans [6]
pour des exemples d’application).

La solution cinématiquement admissible est en général prise directement comme la solution
obtenue par la méthode EF. Pour le calcul de la solution statiquement admissible, une méthode
a été proposée [6], basée sur la résolution de problèmes locaux à chaque élément du maillage
original. Nous proposons ici une nouvelle manière de calculer le champ statiquement admissible,
suivant les lignes décrites pour les problèmes linéaires, et basée donc sur la résolution de pro-
blèmes locaux sur les étoiles Ωi.

Avec les notations utilisées précédemment, nous avons{
Divxxx (σ(uuH)+ q)+ ff = 0 in Ω

(σσ(uex)+ qq) ·nn = g on ΓN ,

où q = ∑i qqi. Le champ de tenseur de contraintes σ(uuH)+ q est donc solution du problème initial,
auquel a été retirée la condition de Dirichlet sur ΓD. Il est donc statiquement admissible, et l’on
peut l’utiliser en couple avec uuH , cinématiquement admissible, pour calculer l’erreur en relation
de comportement.

Pour simplifier les formulations, et sans restreindre le domaine d’application, on se place dans
le cadre d’un problème visco-élastique décrit par des variables internes (voir par exemple [2], dont
nous suivons ici le modèle). L’erreur en relation de comportement s’écrit

e(uuH ,σσ(uH)+ qq)2 =
1
2

Z T

t=0

Z
Ω

(
ėp

H −B(σ(uuH)+ q)
)

: B−1 (ėp
H −B(σ(uuH)+ q)

)
dΩdt,

où B est le tenseur de comportement liant les variables internes liées aux contraintes aux dérivées
temporelles des variables internes liées aux déformations non-instantanées ėep, et ėep

H représente les
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variables internes de déformations non-instantanées correspondant à la solution EF uuH . L’erreur
en relation de comportement ainsi définie vérifie les deux propriétés suivantes :{

e(uuuH ,σσσ(uuH)+qqq)2 ≥ 0
e(uuuH ,σσσ(uuH)+qqq) = 0⇔ uuH = B(σσσ(uuH)+qqq)

,

et la deuxième ligne signifie également qu’alors, uuH = uex.
La solution qq, obtenue à partir des problèmes locaux (2), et construite initialement pour des

problèmes linéaires, permet donc également d’obtenir de l’information sur la qualité d’une so-
lution EF pour un problème non-linéaire. Nous nous attacherons, au cours de la présentation, à
décrire plus précisément les liens entre l’erreur en relation de comportement et l’erreur en solu-
tion.

4 Applications

Nous montrons ici deux applications : un barrage 2D en déformations planes, décrit initiale-
ment dans [10]), et un mousqueton 3D en traction. Nous montrerons également dans la présenta-
tion des résultats pour une plaque perforée 2D en contraintes planes [7] et en viscoélastique.

4.1 Modèle de barrage (2D déformations planes)

On considère en barrage 2D en déformations planes, déformé sous l’action de son propre
poids, et d’une charge hydrostatique (sur sa paroi gauche sur les figures). Il est encastré à sa base,
et peut glisser librement sur ses côtés, ce qui permet de représenter partiellement le tassement. La
figure 1 présente des maillages adaptatifs obtenus en utilisant un indicateur local obtenu comme
la contribution d’un élément à la borne globale de l’équation (3), c’est à dire

R
Ωk

qq : C−1(q) dΩ.
Le comportement général de l’estimateur semble très bon, à la particularité près qu’il provoque un
raffinement plus important que nécessaire près des bords où des conditions de Dirichlet sont im-
posées. Cela est dû à l’imposition de conditions Neumann homogènes pour les problèmes locaux,
comme discuté précédemment. Cependant, comme on le montrera quantitativement, cela dégrade
peu la qualité générale.

Figure 1 – Suite de maillages adaptés. Le cadre blanc correspond au zooms de la Figure 2

Sur le deuxième maillage de la figure 1, on compare les cartes locales d’erreur estimée et celles
obtenues par un calcul overkill (figure 2), et les histogrammes des indices d’efficacité locaux, c’est
à dire le rapport entre ces deux erreurs pour chaque élément. La qualité de l’estimateur apparaît
très clairement.

4.2 Modèle de mousqueton (3D)

Enfin, on montre que l’estimateur discuté ici peut facilement être implémenté dans un code
3D. En particulier, on considère ici un mousqueton chargé en traction, et on compare, à la figure 3,
la carte de la norme énergétique de l’erreur et l’estimation correspondante. De même que pour
l’exemple précédent, la comparaison est excellente. Par ailleurs, l’indice global d’efficacité est
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Figure 2 – Cartographie de l’erreur locale estimée (à gauche) et exacte (au centre) et histogramme
des erreurs locales sur tout le maillage (à droite)

de 1.06, ce qui est supérieur à 1, comme prévu par la théorie (borne stricte), mais extrêmement
proche, comme demandé par la pratique.

Figure 3 – Estimation de la norme énergétique de l’erreur en déplacement (gauche) et valeur de
référence obtenue par un calcul "overkill" (droite)

5 Conclusion

Nous avons décrit ici une méthode sans équilibration d’estimation d’erreur stricte pour des
problèmes d’élasticité, avec ses particularités dans les cas linéaires et non-linéaires. En particulier,
le cadre utilisé pour les problèmes linéaires est le cadre habituel d’erreur en déplacement entre
la solution EF et la solution exacte, alors qu’on se place dans le cadre de l’erreur en relation de
comportement pour les problèmes non-linéaires. Les bornes obtenues pour l’erreur sont construites
à partir de la résolution de problèmes locaux sur des patches d’éléments, dont les chargements sont
déduits du problème original sans étape intermédiaire d’équilibration. Le coût de calcul associé à
ces problèmes est suffisamment faible pour permettre une implémentation en 3D.
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