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Résumé— Le projet ANR INSTABANDE traite de la simulation du transport de bande de mé-
taux. Pour résoudre le probléeme couplant différentes non-linéarités géométriques, de contact et
matérielle initiées par le procédé, nous proposons d'utiliser I'approche Diamant couplant Mé-
thode Asymptotique Numérique et Différentiation Automatique. Dans cet article, cette approche
est mise en ceuvre sur un probleme de contact pour des éléments finis de type coque avec non-
linéarité géométrique.

Mots clés— Méthode Asymptotique Numérique, Différentiation Automatique, Contact, Coque.

1 Introduction

Le procédé de transpaie bandes de métaux est largement utilisé en sidérurgie. Les bobines
de plaque métallique sont entrainées via des rouleaux cylindriques. Un phénoméne de flambage
peut apparaitre du fait de la dimension des brins libres, un pli se formant au niveau du rouleau [1].
Le projet ANR INSTABANDE en cours concerne la simulation par la méthode des éléments finis
et de l'analyse des instabilités de ce procédé.

Diverses non-linéarités — géométrique, de contact et matérielle — sont prises en compte pour
reproduire les phénomenes liés au transport de bandes. Les problémes non-linéaires sont résolus
par la Méthode Asymptotique Numérique (MAN) [2] qui calcule des solutions approchées sous
forme de séries entiéres. Celles-ci permettent de décrire une branche de solutions analytiquement
ce qui permet un post-traitement direct de la courbe solution. Par opposition, I'approximation
d’'une telle courbe par les méthodes itératives (Newton-Raphson par exemple) n’est possible que
par la réduction des incréments. Les développements en séries, spécifiques au probleme étudié,
ont constitué un frein a la diffusion de la MAN.

L'étape de différentiation peut étre cachée a Il'utilisateur grace aux techniques de différentia-
tion automatique [5] par surcharge d’'opérateurs. L'« approche Diamant » [3] résultant du couplage
entre MAN et différentiation automatique a été récemment développée, puis appliquée sur des pro-
blemes académiques [4, 6]. Diamant permet notamment le calcul automatique des termes d’ordre
élevé de toute fonction implémentée informatiquement.

Dans cet article, 'approche Diamant est mise en ceuvre sur un probléme de contact pour des
éléments finis de type coque avec non-linéarité géométrique. Une approche classique utilisant la
MAN a été porposée dans les références [9],[7] et [8]



2 Approche DIAMANT

2.1 De la MéthodeAsymptotique Numérique a Diamant

La méthode Asymptotique Numérique [2] est une méthode de continuation basée sur des dé-
veloppements en séries d’'ordre élevé. Solgnin vecteur (déplacements par exemple) ein
paramétre de charge. Pour résoudre le probléme (1),
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Dans I'approche Diamant [3], les seconds memkR@ssont vus comme des coefficients de
Taylor R deR évalués dans des directions particulieres [4, 6] ce qui permet d’écrire formellement :

RY = (Re) U0 r—0- 4)

Cette formule est de prime importance car I'utilisateur implémentera les équatidéhgpdés les
différentiera automatiqguement : la dérivation d’ordre élevé n’est plus de son ressort.
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2.2 Différentiation Automatique

La Différentiation Automatique [5] est un ensemble de techniques génériques permettant de
différentier des codes informatiques. La différentiation d’ordre élevé est de nos jours mise en
ceuvre par la technique dite de « surcharge d’opérateurs » offerte dans les langages orienté-objet
(C++ dans cet article). Celle-ci permet d’attacher les calculs de dérivées d’ordre élevé aux opéra-
tions et fonctions intrinséques du langage de programmation. Par exemple, la formule de Leibniz
est implémentée pour surcharger la multiplication.

L'approche Diamant [3] a été congue pour cacher définitivement les aspects différentiation a
I'utilisateur. Comme indiqué par la formule (4), le fait d'initialidgg et Ak a O permet de déduire
le second membr@' comme un coefficient de Tayld® au moyen des formules de récurrence
usuelles. Lutilisateur implémentR, puis utilise Diamant pour évaluer les séries a I'aide de la
bibliothéque de surcharge d’opérateurs. La différentiation automatique permet également de cal-
culer la matrice de rigidité tangente par évaluation, sur chaque élément, de la dérivée premiére de
I'équation (1) restreinte aux directions de la base canonique des degrés de liberté de I'élément.

Comme montré dans [3, 4, 6], 'approche Diamant — générique, réutilisable et simple d'utili-
sation — préserve les avantages de la MAN en termes d’efficacité et de suivi de courbe. Une revue
de problémes résolus par la MAN est proposée dans [2], ceux-ci sont clairement solvables par
Diamant.



3 Formulation du probleme

L'application de Diamant concerna résolution d’'un probléme de contact unilatéral, sans
frottement, avec non linéarités géométriques.

On considére une formulation tridimensionnelle de coque avec des éléments de type Buchter-
Ramm-Roehl [10]. Afin d’éviter des problemes de type verrouillage numérique nous utilisons la
méthode mixte EAS (technique Enhanced Assumed Strain) introduite par Simo et Rifai en 1990.
A partir de la formulation de Hu-Washizu on introduit une variable supplémentaire de déformation
incompatible avec le déplacement. Le champ de déformation s’écrit alors sous la forme :

Y=Y +V=Vi+VYn+Y (5)

ou Y =y + yn désigne la partie compatible, décomposée en une partie linéaire et une partie non-
linéaire, de la déformation §tla partie incompatible. On ajoute une équation de compatibilité qui
traduit I'orthogonalité au champ des contraings
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Le contact est pris en compte a I'aide de la méthode des multiplicateurs de Lagrange et sous
une forme régularisée pour satisfaire I'hypothése d’analycité nécessaire a I'utilisation de la MAN.

Les équations d’équilibre et la loi de contact unilatéral, pour un solide en contact avec un corps
rigide, s'écrivent :
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Proj(u,h,n) =0 (11)

— la premiére équation traduit I'équilibre en présence des forces de contact norgreseléP
puissance des efforts éxtérieuRd est la réaction de contact eia normale a la surface
rigide aux nceuds de contact.);

— la seconde équation est une équation de compatibilité traduisant I'orthogonalité du champ

de déformation incompatible au champ des contraintes ;

— latroisieme équation rend compte de la régularisation considérée en chaque point de contact

(a est un coefficient de pénalisatiapun parameétre de régularisation/efécart initial au
point de contact) ;

— la quatrieme équation traduit la loi de comportement en élasticité lin&aétant la matrice

des constantes élastiques;;

— la derniére équation correspond a la description géométrique de I'obstacle, c’est une équa-

tion de projection sur la surface de contact, elle relie le déplacemdamnormale au point
de contach et I'écarth. Cette description peut étre implicite ou explicite.

On constate aisément que la résolution de ce probléme par un algorithme MAN engendre le
calcul de termes non-linéaires dus a la géométrie et a la loi de contact. La loi de comportement
utilisée est une loi élastique linéaire. A partir de I'équation de projection (11) on va, en différen-
tiation automatique, déterminer k€™ coefficient de taylor dé et n en fonction desy, et des
termes aux ordres précédents. Si I'on considete(h,n,vi...vp), ou vy, ...,V, sont des variables



de paramétrisations nécessaires au calcul de la hauteur et de la normale au point de contact, alors
ona, a l'ordrek, une fonction de projection de type F:

oF oF
Fo= G gutk A =0 (12)

Cette approche nous perntt considérer toute équation de projection définie implicitement.

4 Validation

Pour simuler le transport de bandes, nous considérons le contact entre une structure de type
coque élastique avec un obstacle de type cylindre conique (Figure 1) qui approche au mieux la
géométrie des rouleaux. Nous comparons ici le modéle développé a l'aide de la MAN et de la
différentiation automatique avec un modéle éléments finis sous Abaqus. Les éléments utilisés
sous Abaqus sont des éléments coques quadratiques de types S8R avec 5 points de gauss dans
I'épaisseur. On suppose que la plague est constituée d’'un matériau élastique ayant un module
d’Young E = 200000 MPa et un coefficient de poissor- 0.3. Les forces appliquées croissent
linéairement par rapport au temps.

On considére une surface de type cylindre conique (Figure 1) pour laquelle I'axe du cylindre
coincide avec I'axe y (indice 2). Afin de pouvoir utiliser la MAN nous devons régulariser la surface
de contact. Pour ce faire nous avons privilégié une fonction a convergence exponentielle a savoir
la fonction tangente hyperbolique. La fonction de projection s’écrit alors sous la forme

tan(a)

proj(u7h7n):{ (h+r(1+B5% (X% + U — ) (1 +tanh &2 ) )n - X +C—u=0 (13)

n-1=0

ol a désigne I'angle entre ledne et le cylindré; la longueur de la table, a savoir la longueur
de la partie cylindrique et une grandeur adimensionnelle permettant d’approcher au mieux la
surface du cylindre conique.

On compare les déplacements verticaux de trois points 1, 2 et 3 (Figure 1) et les réactions aux
points 1, 2, 3, 4 et 5 au moyen de notre modéle et d’'un modéle éléments finis sous Abaqus. La
distance minimale « cylindre conique/point de contact » est de 4 mm. Comme on peut le voir sur
la Figure 2 les déplacements des points 1, 2 et 3 coincident avec ceux obtenus sous Abaqus. Sur
la Figure 3 on peut observer que les différentes réactions obtenues avec les deux modéles sont la
aussi trés proches. Les petites différences s’expliquent par le fait que pour notre modele la loi de
contact est régularisée.

5 Conclusion

Les résultats obtenus montrent la validité de la MAN dans le cas de contact simple entre un
milieu continu déformable et un obstacle rigide immobile. Sous I'hypothése d’analycité, I'outil de
résolution développé peut étre appliqué, de maniére simple, a tout type d’équations différentielles
ordinaires non-linéaires grace a l'utilisation de la différentiation automatique. Nos futurs travaux
concernent la prise en compte des non-linéarités présentes en plasticité et en frottement, permettant
ainsi la modélisation de I'ensemble du processus industriel par I'approche Diamant.
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Figure 1 — Configuration du test
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