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Résumé — On s’intéresse au calcul des déformations d”un corps élastique fissuré par la méthode
des éléments finis étendue. On sait que la qualité de I’approximation est perturbée par la couche
des éléments finis de transition entre zone d’enrichissement autour du fond de fissure et le reste
du maillage. On propose de remplacer la couche de transition par une condition intégrale, de type
"raccord mortar”, a I’interface entre ces deux zones. Nous montrerons comment cette variante de
XFEM permet d’améliorer sensiblement la précision.

Mots clés — Fissure, XFEM, approximation non-conforme .

1 Introduction

On s’intéresse a la simulation numérique des déformations d’un corps élastique linéaire iso-
trope fissuré en utilisant un maillage éléments finis du domaine non fissuré. Sur ce maillage in-
dépendant de la fissure, la méthode XFEM consiste a "enrichir” la base éléments finis a 1’aide
de fonctions qui prennent en compte la connaissance a priori que ’on a de la solution [10]. Par
exemple, on dispose de la forme asymptotique du déplacement en pointe de fissure, ce qui nous
fournit un enrichissement "singulier” que 1’on peut appliquer a tous les nceuds d’une surface don-
née autour du fond de fissure.

On sait que la précision se dégrade sur la couche des éléments situés a la transition entre la
surface d’enrichissement singulier et le reste du domaine (voir [6] dans un autre contexte et [8]).
De plus, dans le but de diminuer le nombre de degrés de liberté¢ supplémentaires et d’améliorer
le conditionnement, il est intéressant d’utiliser une fonction cut-off pour "globaliser” I’enrichis-
sement sur la surface fixée [4]. On constate alors que la difficulté demeure au passage entre zone
enrichie et zone non enrichie par les fonctions singuli¢res. 1l s’agit de remédier a cet inconvénient
en s’ affranchissant de la zone de transition.
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Figure 1 — Décomposition du domaine fissuré.

2 Une méthode d’approximation non-conforme

On considere un domaine fissuré Q du plan, I'¢ représentant la fissure. Pour simplifier, Q est
supposé polygonal et I'¢ rectiligne. On note par ; et Q une partition du domaine non fissuré Q
de telle sorte que la pointe de fissure x* appartienne a Q; et que la frontiere de Q;, notée 9Q;, soit
polygonale (Figure 1).

Soit une triangulation 7;, du domaine non fissuré Q telle que I’interface 9Q, entre Q; et Q,
coincide avec des arétes d’éléments de 7. Le maillage éléments finis est donc indépendant de la
fissure, h désignant le parametre de discrétisation. Sur 7, on formule une méthode d’éléments finis
Py dont les fonctions de base scalaires seront notées {@; };c;. La fonction de forme ¢; est associée
au noeud x;. On appelle Iy; I’ensemble des numéros de noeuds "enrichis" par la fonction de type

Heaviside :
+1 if(x—x*)-n>0
H(x) =

—1 ailleurs,

(M

ol x est un vecteur normal a I'¢c. Il s’agit des noeuds dont la fonction de forme associée a son
support entierement coupé par la fissure (voir [10]). Par ailleurs, 7(€2;) (resp. Iy (£2;)) est le sous-
ensemble d’indices i € I (resp. i € Iy) tels que x; € Q, k € {1,2}.

On désigne par V)" I’espace de fonctions éléments finis P; vectorielles associé 2 la triangula-
tion induite sur Q et enrichi par la fonction saut H :

‘V{’z{v’f =Y ag+ Y bHe; ai,bieRz}. )

iGI(Q]) icly (Ql)

L’espace ’Vzh est constitué des fonctions éléments finis vectorielles sur Q- enrichi, non seulement
a I’aide de la fonction H, mais aussi par les fonctions "singulieres” de fond de fissure :

4
fl/zhz{vg . Vg: Z a;Q; + Z biH(pi—f—ZCij; Cli,bi,CjERz}, 3)
=

iE[(Qz) iE[H(Qz)

ol les fonctions d’enrichissement F; en coordonnées polaires de fond de fissure sont données par
(voir [10]) :

0 6 6 0
{Fi(x)h<j<a = {\/?sin X V'rcos > V/rsin 7 $in®, \Vrcos Esine}. 4

Dans ce qui suit, le champ de déplacement solution défini dans le milieu fissuré Q sera cherché
dans I’espace V" constitué des fonctions v" définies sur Q telles que (k € {1,2}) :

Vi=vl dans Q, ouVie V. 5)



L’espace d’approximation global %" peut étre identifié 4 I’espace produit V)" x V3,

La surface d’enrichissement sur laquelle agissent les fonctions singulieres de fond de fissure
est le sous-domaine . Soulignons que les fonctions d’enrichissement introduites (dans la dé-
finition de 74") opérent "globalement” sur Q; et, de ce fait, ne rajoutent que 8 degrés de liberté
supplémentaires a la méthode d’éléments finis.

Naturellement, la méthode d’approximation envisagée sera non-conforme, le déplacement so-
lution dans 9" n’étant pas continu a travers I’interface entre 1 et . Dans la section suivante,
nous définissons une condition de raccord pour récupérer d’une certaine facon la propriété de
continuité de la solution a travers I’interface.

3 Une condition de raccord inégral
Le saut du champ des déplacements a I’interface s’écrit :

[u] = (uz —w1)|r (6)

en appelant I' = dQ, N Q I'interface "coupée” par la fissure. La condition de continuité du dépla-
cement 2 la traversée de I peut s’écrire sous forme intégrale :

b(u,p) =0  pour tout u dans W, @)

oll W est un espace convenable de multiplicateurs définis sur I” et

b(up) =~ [yl dr. ®)

Afin de transcrire cette condition de continuité dans I’espace des fonctions d’approximation
discontinues /", on introduit les multiplicateurs approchés suivants. La triangulation 7}, choisie en
Section 2 définit une subdivision .S, en segments élémentaires de ’interface non coupée I = 0Q,.
L’espace MW" des multiplicateurs discrets s’écrit

W= €T : s P, ¥Se S, ic{1,2}} ©

Remarquons que cette définition ne tient pas compte de la discontinuité a travers la fissure.
On considere alors le probleme hybride (voir [2]) :

trouver u" € V"= Vix V8 MNe W el que
a(l" V) + b NN =LV pour tout VP e VP, (10a)
b(u" 4"y =0 pourtout u*e W" (10b)
En notant u = (uy,uy), la forme bilinéaire "brisée" a est définie par :

2 2
(i) = Y. axluv) = . [ Delur) el d an
k=1 k=1 k

ou D est I’opérateur des rigidités élastiques. Par ailleurs,

2
L(v):kzl/gkgmkdx%—/mf-vldl“, (12)

avec les notations f et g pour les forces connues s’exercant respectivement sur la portion I'x de la
frontiere et a I'intérieur du corps Q. On a supposé, pour simplifier, que le contact entre les Ievres
de la fissure n’est pas activé au cours des déformations.
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Figure 2 — Maillage éléments finis du domaine non fissuré et surface d’enrichissement singulier.

L’espace d’approximation 7" ne peut &tre identifié 4 un sous-espace de ’espace de Sobolev
H'(Q,R?) classique en élasticité . Dans cette méthode non-conforme, la continuité 2 travers I’in-
terface I' du champ de déplacement approché dans 7" n’est imposée que sous une forme faible
discrete ; ¢’est la condition de raccord intégral (10b). La condition de raccord ponctuelle :

[u] = 0 en chaque noeud sur T, (13)

fournit un autre type d’approximation de la condition de continuité a la transition.

On peut établir une d’estimation d’erreur optimale quand le pas du maillage 4 tend vers zéro.
Plus précisément, on montre que I’erreur en norme de I’énergie est majorée par Ch ol C est une
constante indépendante de 4. La preuve s’appuie sur une condition inf-sup qui traduit une com-
patibilité convenable entre I’espace des déplacements 9" et I’espace des multiplicateurs 7", La
condition de raccord discréte envisagée permet d’assurer la propriété de coercivité de la forme bi-
linéaire brisée a nécessaire pour appliquer les résultats mathématiques généraux sur les problémes
hybrides (voir [7]).

4 Simulations numériques
Les tests suivants sont réalisés sur le domaine fissuré :
Q =]-0.5;0.5[x]—0.5;0.5\I'¢,
ou I'c désigne la fissure définie par :
I'c =[-0.5;0] x {0}.

La condition aux limites de déplacements imposés est fournie par le mode d’ouverture u; exact
(voir [9]).

On choisit une méthode d’éléments finis P; sur un maillage structuré du milieu non fissuré Q,
comme indiqué sur la Figure 2. La surface d’enrichissement singulier (Section 2) est constituée
de tous les éléments inclus dans la boule B(x*,0.2) centrée sur la pointe de fissure x*. La méthode
XFEM a été implémentée en utilisant GETFEM++, une librairie éléments finis orientée objet en
C++ développée dans notre équipe (voir [11]).
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Figure 3 — Surfaces de niveau de la contrainte de Von Mises pour un probleme en mode I résolu
en Py par la méthode XFEM avec raccord intégral.
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Figure 4 — Erreur relative en norme de [’énergie par rapport au nombre d’éléments dans chaque
direction pour un probleme en mode I (échelles logarithmiques).

La Figure 3 présente les surfaces de niveaux de la contrainte de Von Mises sur la structure
déformée. Autour du fond de fissure et dans la zone de transition au voisinage de la frontiere de la
surface d’enrichissement singulier, on observe que le champ reste ti¢s régulier, 2 comparer avec la
méthode d’approximation conforme (voir [8]).

La Figure 4 compare les courbes d’erreur de convergence, quand le pas de maillage 4 tend vers
zéro, obtenues par la méthode XFEM avec suiface d’enrichissement fixe conforme (voir [1], [8]),
par XFEM avec fonction cut-off (voir [4]) et par XFEM avec raccord intégral présentée ici. Ces
différentes erreurs sont calculées en norme de I’énergie en fonction du nombre N = 1/h d’éléments
dans chaque direction).

Les résultats numériques sont analogues pour un maillage non structuré ou bien pour un pro-
bléme de fissuration en mode mixte.

Enfin, la Figure 5 présente les valeurs du premier facteur d’intensité de contrainte K; calculées
par la méthode de I’intégrale J (voir [10] pour le calcul de I'intégrale de contour). La solution
exacte est une combinaison linéaire donnée entre les deux modes u; et uy;, égale a P(x) + 3u; + Suy;,
ol P(x) est une solution réguliere fixée sur le domaine non fissuré. Les courbes de convergence
pour la méthode d’éléments finis classique (FEM), pour XFEM avec fonction cut-off function et
pour XFEM avec suiface d’enrichissement fixe sont réguli¢res, mais surestiment la valeur exact
du FIC. La méthode XFEM avec raccord intégral s’approche mieux de cette valeur, méme si elle
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Figure 5 — Erreur relative dans le calcul du facteur d’intensité de contrainte Kj.

présente quelques oscillations.

En conclusion, nous avons illustré comment le méthode XFEM avec raccord intégral introduite
augmente la précision numérique en améliorant la qualité de I’approximation autour du fond de
fissure et sur la zone de transition entre le surface d’enrichissement et le reste du domaine.

Ce travail correspond a un chapitre de la these [3] et a ’article [5].
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