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Résumé — Récemment, une extension de la méthode X-FEM au cadre stochastique a été pro-
posée pour la résolution d’équations aux dérivées partielles stochastiques définies sur un domaine
aléatoire. Nous présentons ici le développement de la méthode pour des problèmes d’interface ma-
térielle aléatoire. Nous proposons pour cela d’étendre la méthode de la partition de l’unité au cadre
stochastique afin de construire des espaces d’approximation adaptés qui permettent de capturer les
irrégularités contenues dans le champ solution et d’obtenir une solution précise.

Mots clés — Mécanique stochastique numérique, X-FEM, PUM, approches spectrales stochas-
tiques.

1 Introduction

Dans le cadre des méthodes éléments finis stochastiques de type Galerkin pour la résolution
d’équations aux dérivées partielles stochastiques [1, 6], la prise en compte d’incertitudes portant
sur l’opérateur ou les termes sources est aujourd’hui relativement bien maîtrisée. Cependant, la
prise en compte d’incertitudes sur la géométrie reste un point encore très peu abordé mais qui
peut susciter un intérêt, notamment dans le calcul de structures (modélisation des incertitudes
liées à un procédé de fabrication, homogénéisation de matériaux multi-phasés aléatoires, impact
d’une fissure aléatoire sur la tenue d’une structure, etc.). Récemment, une extension de la mé-
thode X-FEM [9] au cadre stochastique a été proposée pour traiter le cas d’EDP définies sur des
domaines aléatoires [11, 10]. L’utilisation de la technique des level-sets permet une représen-
tation aisée de géométries aléatoires complexes. La reformulation du problème sur un domaine
déterministe fictif, indépendant de la géométrie, autorise l’introduction d’espaces d’approxima-
tion classiques (éléments finis sur un maillage fixe au niveau déterministe et chaos polynomial
au niveau stochastique). La méthode fournit une représentation précise et explicite de la solution
autorisant un post-traitement rapide de la solution. Dans ce papier, nous présentons une extension
de la méthode X-SFEM au cas de matériaux multi-phasés aléatoires (i.e. possédant des interfaces
matérielles aléatoires). Pour ce type de problème, une construction classique d’espaces d’approxi-
mation s’avère inadaptée. En effet, ces espaces ne permettent pas une représentation correcte des
irrégularités de la solution au niveau spatial (discontinuité des dérivées à la traversée de l’interface
matérielle) et au niveau stochastique (fonctions non régulières vis-à-vis des paramètres aléatoires).
On propose ici une extension au cadre stochastique de la méthode de la partition de l’unité [7] pour
l’enrichissement de l’espace d’approximation. On appliquera la méthode au calcul de propriétés
homogénéisées d’un volume élémentaire représentatif d’un matériau composite à interface maté-
rielle aléatoire. Cet exemple permettra d’illustrer la précision de la solution X-SFEM.
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2 Formulation du problème et représentation implicite de la géomé-
trie

On choisit comme problème modèle un problème d’élasticité linéaire. On considère que le
contenu probabiliste est représenté par un ensemble fini de variables aléatoires ξξ = (ξ1, ...,ξm).
On travaille alors dans l’espace (Ξ,B,Pξξ), où ΞΞ ∈ Rm, B est une σ−algèbre et Pξξ la mesure de
probabilité associée à ξξ. Le domaine d’étude Ω est composé de deux sous-domaines aléatoires
disjoints Ω1(ξξ) et Ω2(ξ) séparés par une interface aléatoire Γ(ξξ). La structure est soumise à des
efforts volumiques ff sur Ω et à des efforts surfaciques FF sur une partie Γ2 de la frontière ∂Ω. Elle
est fixée sur une partie complémentaire Γ1 de ∂Ω. La formulation variationnelle du problème peut
s’écrire : trouver uuu(xxx,ξξξ) ∈W = V⊗S := (H1

0 (Ω))d ⊗L2(ΞΞΞ,dPξξ) tel que

A(uu,vvv) = L(vvv) ∀vv ∈W = V⊗S (1)

où

A(uu,vv) =
Z

Ξ

Z
Ω

εε(v) : C(xx,y) : εε(u) dxdPξ(y) (2)

L(vv) =
Z

Ξ

Z
Ω

vv · ff dxdPξ(y)+
Z

Ξ

Z
Γ2

vv ·FF dsdPξξ(y) (3)

et où εε est le tenseur des déformations et C le tenseur d’élasticité de Hooke. Ce dernier peut
s’écrire

CC(x,ξξ) = C1IΩ1(ξ)(x)+CC2IΩ2(ξ)(x)

où C1 et C2 sont respectivement les tenseurs d’élasticité de Ω1(ξ) et Ω2(ξ), et où IΩ1 et IΩ2 sont
respectivement les fonctions indicatrices des domaines Ω1(ξξξ) et Ω2(ξξ) :

IΩi(ξ)(xx) =
{

1 si x ∈Ωi(ξ)
0 sinon

Pour représenter la géométrie aléatoire, on utilise la technique des level-sets [12] conduisant à ca-
ractériser l’interface matérielle aléatoire par l’iso-zéro d’une fonction level-set aléatoire φ(xx,ξξξ)
représentant classiquement la fonction distance signée à la frontière Γ(ξ). Les formes A et L
des équations (2) et (3) peuvent être réécrites en remarquant que CC(x,ξξ) = C1H(−φ(x,ξξ)) +
CC2H(φ(x, ξ)) où H est la fonction Heaviside. En pratique, la fonction level-set est interpolée sur
un maillage éléments finis de Ω. La géométrie aléatoire est ainsi complètement caractérisée par la
donnée des valeurs nodales de la level-set, qui sont des variables aléatoires.

3 Construction des espaces d’approximation

Pour un problème d’interface matérielle aléatoire, l’utilisation d’espaces d’approximation élé-
ments finis stochastiques classiques ne permet pas représenter correctement les irrégularités de la
solution au niveau spatial et stochastique. Pour la construction d’espaces d’approximation adaptés,
on étend ici au cadre stochastique la méthode de la partition de l’unité [7].
On commence par définir une partition de l’unité sur chaque espace H1

0 (Ω) et L2(ΞΞ,dPξξξ). Pour
cela, on définit des recouvrements d’ouverts {Ωi}i∈I de Ω et {ΞΞ j} j∈J de Ξ. On définit alors des
ensembles de fonctions {ϕi}i∈I (définies sur Ω) et {χ j} j∈J (définies sur ΞΞ) qui vérifient :

supp(ϕi)⊂Ωi, ∑
i∈I

ϕi = 1 sur Ω

supp(χ j)⊂ ΞΞ j, ∑
j∈J

χ j = 1 sur ΞΞΞ
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Un espace d’approximation W de H1
0 (Ω)⊗L2(ΞΞ,dPξξ) peut alors être défini par

W = ∑
i∈I, j∈J

ϕiχ jW(i, j)

où les W(i, j) ⊂ H1
0 (Ωi)⊗L2(ΞΞ j,dPξ) sont des espaces à choisir. On peut montrer que des bases

d’approximation classiques sont des cas particuliers pour les choix de ces espaces : éléments finis
au niveau stochastique [3], multi-ondelettes [5], chaos polynomial [4]. Dans la suite, on se contente
d’une partition triviale {ΞΞ} au niveau stochastique et on choisit pour les ϕi les fonctions d’inter-
polation éléments finis classiques. Afin de capturer l’irrégularité de la solution au niveau spatial
et stochastique, on introduit des fonctions additionnelles, dites d’enrichissement. On propose de
définir les {Wi}i∈I par

Wi = span{Hα(ξ);α ∈ IP}, i ∈ I\I+

Wi = span{Hα(ξ);α ∈ IP}+ span{Hα(ξξ)ψ(xx, ξ);α ∈ IP}, i ∈ I+

où l’ensemble de P fonctions {Hα(ξξ)}α∈IP est une base de polynômes orthonormés [4], I+ désigne
un sous-ensemble de supports Ωi enrichis et ψ est la fonction d’enrichissement. Une fonction
u ∈W pourra alors s’écrire

u = ∑
i∈I

ϕi(x)ai(ξ)+ ∑
i∈I+

ϕi(x)ψ(xx, ξ)a+
i (ξξ), (4)

où ai,a+
i ∈ SP = span{Hα}α∈IP . Différents choix pour la fonction ψ, basés sur la level set φ(x,ξξ),

ont été proposés et testés dans [2]. Le premier choix consiste à étendre au cadre stochastique la
fonction d’enrichissement proposée dans [8]. Dans un cadre déterministe, cette fonction permet
d’obtenir des taux de convergence optimaux, i.e. identiques à ceux obtenus avec une approche
éléments finis classique utilisant des maillages conformes à l’interface. Cependant, cette fonction
se révèle mal adaptée dans un cadre stochastique. En effet, sa faible régularité au niveau stochas-
tique conduit à une représentation difficile des degrés de liberté enrichis {a+

i } sur la base du chaos
polynomial. Les approximations spectrales stochastiques possèdent alors de mauvaises propriétés
de convergence. Dans [2], un autre choix de fonction d’enrichissement, adaptée au cadre stochas-
tique, a été proposé

ψ(xx,ξξξ) =

{
∑i∈I+

1
ϕi(xxx)(β+φi(ξξξ)) si xx ∈Ω1(ξξξ)

∑i∈I+
1

ϕi(xx)(β−φi(ξξ)) si x ∈Ω2(ξξ)

avec I+ = I+
1 ∪ I+

2 , où I+
1 est l’ensemble des noeuds dont le support est possiblement coupés par

Γ(ξ) et où I+
2 est un ensemble de noeuds complémentaires connectés aux supports I+

1 et β ≈
sup

i∈I+,ξ∈Ξ
|φi|. Cette fonction présente l’avantage d’être régulière au niveau stochastique et permet de

représenter précisément les degrés de liberté ai et a+
i avec des bases spectrales classiques.

4 Approximation de Galerkin et construction du problème discrétisé

En utilisant l’approximation (4) pour chaque composante de u ∈W, on obtient l’espace d’ap-
proximation enrichi noté W+

h,P. L’approximation de Galerkin uu ∈ W+
h,P peut s’exprimer sous la

forme :

u(x,ξξ) =
n1

∑
i=1

ϕϕi(xx)ai(ξξ)+
n2

∑
i=1

ϕϕσ(i)(x)ψ(x,ξξ)a+
i (ξ), ai,a+

i ∈ SP

=
n1

∑
i=1

∑
α∈IP

ϕϕi(xx)Hα(ξξ)ai,α +
n2

∑
i=1

∑
α∈IP

ϕϕσ(i)(xx)ψ(xxx,ξξ)Hα(ξξξ)a+
i,α, ai,α,a+

i,α ∈ R
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où σ : {1...n2} → {1...n1} et où les ϕϕi sont les fonctions d’interpolation vectorielles. On note
respectivement a ∈ Rn1 ⊗ SP et a+ ∈ Rn2 ⊗ SP les vecteurs aléatoires regroupant les degrés de
liberté {ai} et {a+

i }. On note alors u = (aT ,a+T )T ∈ Rn⊗SP avec n = n1 + n2. L’approximation
de Galerkin uuh,P ∈ W+

h,P du problème (1) est alors définie par le problème discrétisé suivant :
trouver u ∈ Rn⊗SP tel que ∀v ∈ Rn⊗SP

E(vT Au) = E(vT b), avec A =
(

Aaa Aaa+

Aa+a Aa+a+

)
(5)

où les coefficients de la matrice aléatoire A et du vecteur aléatoire b sont définis par

(Aaa)i j =
Z

Ω
εε(ϕi) : (CC1H(−φ)+CC2H(φ)) : ε(ϕϕ j)dx

(Aaa+)i j = (Aa+a)i j =
Z

Ω
εεε(ϕϕi) : (CCC1H(−φ)+CC2H(φ)) : εε(ϕϕϕσ( j)ψ)dx

(Aa+a+)i j =
Z

Ω
εε(ϕϕϕσ(i)ψ) : (CCC1H(−φ)+CCC2H(φ)) : εε(ϕϕϕσ( j)ψ)dx

(b)i =
Z

Ω
ϕϕi · f dx+

Z
Γ2

ϕi ·Fds

La matrice et le second membre du système (5) sont classiquement construits par assemblage de
quantités élémentaires AK(ξ) et bK(ξ) associées à un élément fini K. Le calcul de ces quantités
nécessite l’utilisation de stratégies d’intégration dédiées à ce problème :

– au niveau spatial, on peut utiliser un sous-découpage de l’élément K [13] ;
– au niveau stochastique, les composantes de AK et BK ne sont pas des fonctions régulières

pour les éléments possiblement coupés par la l’interface. Des stratégies particulières per-
mettant d’intégrer convenablement ces quantités sont données dans [10].

5 Exemple : homogénéisation d’un VER avec inclusion aléatoire

R(α,ξ)

c

Γ(ξ)

Ε  ,ν
2 2

Ε  ,ν
1 1

Ω  (ξ)2

Ω  (ξ)1
α

Figure 1 – Présentation du volume élémentaire
avec inclusion aléatoire.
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Figure 2 – Densités de probabilité de la com-
posante Chom

11 .

Le milieu étudié est un volume élémentaire d’un matériau hétérogène, qui occupe un domaine
déterministe Ω =]0,1[×]0,1[. Ce domaine est composé de deux sous-domaines Ω1(ξξ) et Ω2(ξξ)
aux caractéristiques matérielles différentes. Les sous-domaines Ω1(ξξ) et Ω2(ξξ) sont séparés par
une interface aléatoire Γ(ξ) caractérisée par l’iso-zéro de la fonction level-set φ(x,ξξ) suivante :
φ(xx,ξξ) = R(α(xx),ξξ)−‖xx− cc‖ où cc = (0.5,0.5) et où

R(α(x), ξ) = 0.25+
1

10
(ξ1(θ)cos(2α(xx))+ξ2(θ)sin(2α(xx)))
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(c.f. détails sur la figure 1). Les variables aléatoires ξ1 et ξ2 sont statistiquement indépendantes
et suivent des lois uniformes sur (−1,1). Nous faisons l’hypothèse des contraintes planes et nous
considérons les deux matériaux homogènes élastiques isotropes avec des modules d’Young et co-
efficients de Poisson déterministes : E1 = 1 et ν1 = 0.3 dans Ω1(ξξ) et E2 = 10 et ν2 = 0.3 dans
Ω2(ξξ). Pour l’approximation stochastique, nous utilisons un chaos polynomial généralisé de degré
p = 3. On souhaite calculer l’opérateur de rigidité homogénéisé aléatoire CChom. Pour cela, on choi-
sit une approche d’homogénéisation par contraintes homogènes aux bords. La figure 2 présente
les densités de probabilité de la composante CChom

11 obtenues avec X-SFEM et avec un approche
de Monte-Carlo couplée à un code X-FEM déterministe. On observe une bonne concordance des
résultats. La figure 3 présente les surfaces de réponse de cette même composante obtenues avec la
solution X-SFEM et un ensemble de calculs X-FEM déterministes. On constate que ces surfaces
de réponse sont très proches, ce qui montre la qualité de l’approximation enrichie X-SFEM. En-
fin, la figure 4 présente une comparaison des surfaces de réponse du déplacement horizontal du
point P1 = (0.7,0.7), pouvant se situer dans l’un ou l’autre des sous-domaines. On constate que la
méthode capte bien l’irrégularité de la solution vis-à-vis des variables aléatoires ξ1 et ξ2.
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6 conclusion

Nous avons proposé une extension au cadre stochastique de la méthode de la partition de
l’unité. Cette méthode permet la construction d’espaces d’approximation adaptés à la résolution de
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problèmes d’interface matérielle aléatoire dont les solutions présentent des irrégularités au niveau
spatial et stochastique. L’exemple numérique a permis de montrer la précision de la méthode.
Une extension naturelle de ces travaux permettra de traiter la résolution de problèmes à fissures
aléatoires.
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