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Résumé — À partir d’un modèle d’endommagement régularisé, un modèle équivalent combinant
un endommagement non régularisé et une zone cohésive est construit. L’initiation de la zone co-
hésive permet d’éviter la localisation des déformations dans le modèle équivalent. La loi cohésive
est une inconnue du problème, elle est construite à partir d’une solution du problème de référence
de telle sorte que le bilan énergétique global de la structure soit préservé par le changement de
modèle. Aucune hypothèse n’est faite au préalable sur la forme de la loi cohésive.

Mots clés — Limiteur de localisation, Fissure équivalente, Endommagement, Modèle cohésif.

1 Introduction

Les modèles de Griffith et les modèles cohésifs permettent de traiter la rupture d’un matériau
en introduisant une discontinuité dans la structure. Les modèles d’endommagement et de plasticité
conservent eux une description continue du matériau pendant tout le processus de rupture et sont
généralement munis d’un limiteur de localisation pour traiter la partie adoucissante du comporte-
ment du matériau. Tous ces modèles peuvent être utilisés pour modéliser les mêmes phénomènes.
Le choix d’un modèle peut se baser sur le rapport entre la dimension de la structure D et la taille de
la zone d’élaboration de la fissure l. Suivant les règles proposées dans [2], la classification suivante
peut être faite :

- Si 100 < D/l : modèle de Griffith,
- Si 5 < D/l < 100 : modèle cohésif,
- Si D/l < 5 : modèle continu régularisé.

Au delà de cette classification, les modèles continus et discontinus semblent mieux adaptés à
modéliser respectivement le début et la fin du processus de rupture. De nombreux travaux ont
donc visé à coupler les deux manières de traiter la rupture pour profiter des qualités de chaque
modèle. Si l’idée semble naturelle, la manière d’effectuer ce couplage pose quelques questions :

– Les modèles continus et discontinus doivent-ils être juxtaposés ou superposés ?
Une première façon d’effectuer un couplage continu-discontinu est d’introduire une discontinuité
dans un matériau endommagé lorsqu’un critère d’initiation est atteint (juxtaposition des modèles).
Ceci permet d’améliorer la qualité de la solution, par exemple en évitant le phénomène de blocage
du à l’incompressibilité du modèle continu ou, pour un modèle non-local, en empêchant la régu-
larisation entre des points situés de part et d’autre de la discontinuité. Une autre approche est la
superposition des modèles pour obtenir un modèle discontinu équivalent à un modèle continu de
référence [6, 7].
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– Quel type de modèle discontinu utiliser ?
Les modèles de Griffith sont d’une implémentation numérique plus simple que les modèles cohé-
sifs mais ces derniers rendent mieux compte des champs mécaniques au voisinage de la pointe de
la fissure. La capacité à modéliser correctement l’initiation d’une fissure sera le critère principal
pour cet étude.

– Quel formalisme commun utiliser pour décrire les modèles ?
Les modèles continus sont systématiquement écrits dans un cadre thermodynamique général [5].
Les modèles discontinus ont fait l’objet d’études mathématiques poussées, mais la description
énergétique se limite souvent à la définition d’une énergie de surface dont la nature est mal définie
(énergie stockée ou dissipée ?).

– Quel rôle joue la stabilité matérielle dans l’étude ?
La perte de la stabilité matérielle marque l’entrée dans la phase adoucissante du comportement et
le début des phénomènes entraînant la rupture complète du matériau, c’est à dire la coalescence des
micro-défauts et la formation d’une macro-fissure. L’étude de la stabilité sera un élément important
de l’étude déterminant la nécessité d’utiliser un limiteur de localisation ou de faire apparaître une
fissure dans le matériau.

Les domaines de validité des modèles sont d’abord étudiés dans le but de choisir les modèles
utilisés dans l’étude. Ceci conduit à la définition d’un problème équivalent devant être construit
à partir d’un problème de référence. Ensuite, la méthode utilisée pour le changement de modèle
est mise en place, avec la définition d’un critère énergétique tel que les incréments d’énergie dis-
sipée sont préservés par le changement de modèle. Enfin, un exemple d’utilisation de la méthode
est présenté pour un cas test unidimensionnel avec un modèle de référence de second-gradient
implicite.

Ω Domaine
Γs Discontinuité
ε Déformation (sur Ω)
σ Contrainte (sur Ω)

[[u]] Saut de déplacement (sur Γs)
σs Contrainte cohésive (sur Γs)

φ, φs, Φ Énergies dissipées volumique, surfacique et totale

Tableau 1 – Nomenclature

2 Choix des modèles utilisés

L’observation de la rupture permet souvent d’identifier une première phase où l’endommage-
ment du matériau est diffus suivie d’une phase d’endommagement localisé. Il est généralement
admis que le passage d’une phase à l’autre est du au regroupement des défauts microscopiques et
correspond à la perte de la stabilité matérielle. Le domaine de validité des modèles est étudié en
fonction de la capacité à modéliser ces deux phases de l’endommagement.

– Modèle continu :
Les modèles continus modélisent parfaitement la partie durcissante du comportement du matériau.
La partie adoucissante peut également être modélisée à condition d’utiliser un moyen de limiter
la localisation (non-local, second-gradient, . . .). On pourrait contester la validité de ces modèles
lorsque l’endommagement se rapproche de 1 mais dans une première approximation nous consi-
dérons qu’ils offrent une description complète du processus de rupture.

– Modèle cohésif :
Le modèle cohésif est une représentation discontinue de la rupture, il ne peut donc modéliser que
la phase d’endommagement localisé, lorsque le comportement du matériau est adoucissant. On
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peut considérer que la contrainte d’initiation de la zone cohésive correspond au moment où la
stabilité matérielle est perdue.

– Modèle de Griffith :
Pour ce modèle, les efforts cohésifs entre les deux lèvres de la fissure ne sont pas pris en compte
dans l’écriture des équations d’équilibre de la structure. Il y a propagation lorsqu’une avancée
de la fissure restitue suffisamment d’énergie élastique pour compenser la production d’énergie de
surface induite [3]. Cette énergie de surface étant considérée augmenter proportionnellement à
l’aire de la fissure, le critère énergétique de propagation n’est valide que si la propagation se fait
sans variation la forme de la pointe de la fissure (propagation stationnaire, ou autonome). Cette
hypothèse n’étant pas vérifiée au moment de l’initiation, les modèles cohésifs ne peuvent être
considérés valides qu’à partir du moment où la fissure a atteint une certaine longueur.

Afin de traiter correctement la phase d’initiation de la fissure, le modèle de Griffith a dans
un premier temps été écarté de l’étude. Les modèles régularisés donnant la description la plus
complète du processus de rupture permettent de définir un modèle de référence à l’étude. À partir
du modèle de référence, un modèle équivalent couplant un endommagement "local" et une zone
cohésive est construit. La figure 1 représente les domaines de validité de ces deux modèles.

Endommagement continu

Rupture diffuse Rupture localisée

Zone cohésiveEndommagement continu

+ RégularisationModèle de
référence

Modèle
équivalent

Figure 1 – Modèle de référence et modèle équivalent

Un modèle de référence endommageable avec régularisation de la déformation équivalente
selon une méthode de second-gradient implicite est choisi. La partie continue du modèle équivalent
est identique au modèle de référence mais sans l’étape de régularisation par second-gradient. La
dissipation volumique de ces modèles vaut :

dφ =
1
2

(
σ : dε − ε : dσ

)
.

Pour faciliter le transfert d’informations du modèle de référence vers le modèle équivalent, une
description thermodynamique de la zone cohésive basée sur les travaux de Gurtin [4] est adoptée.
Pour être cohérent avec le modèle de référence endommageable, on suppose qu’une décharge se
fait de manière linéaire. Cette hypothèse permet d’obtenir l’expression suivante d’un incrément
surfacique d’énergie dissipée :

dφ
s =

1
2

(
σ

s d[[u]] − [[u]]dσ
s).

La figure 2 schématise pour un exemple unidimensionnel le calcul de ces incréments d’énergie
dissipée.

σ
Incrément
d'énergie dissipée
surfacique

u[[ [[

t

t + dt

s
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dσs

σ
Incrément
d'énergie dissipée
volumique

t
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d

dσ
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Figure 2 – Incréments volumiques (a) et surfaciques (b) d’énergie dissipée
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3 Méthode pour le changement de modèle

L’énergie dissipée totale Φ est égale à

Φ =
∫

Ω

φdV +
∫

Γs

φs dS.

Pour le modèle de référence, la contribution des intégrales sur Γs est nulle car ce modèle ne com-
porte pas de discontinuité. D’après le concept de fissure équivalente ([6, 7]), le critère de change-
ment de modèle doit être tel que l’énergie dissipée par le modèle équivalent soit égale à l’énergie
dissipée par le modèle de référence, ce qui s’écrit sous forme incrémentale :

dΦ
eq = dΦ

ref.

Si cette équation est vérifiée, et si le chargement est radial en déplacements imposés, il est possible
de montrer que les autres termes intervenant dans l’écriture du bilan énergétique de la structure
sont également préservés lors du changement du modèle. Ces termes sont le travail des efforts
extérieurs et l’énergie libre de la structure. Le critère de changement de modèle est construit à
partir des deux hypothèses suivantes :

– Lorsque le comportement est durcissant (endommagement diffus), les modèles d’endom-
magement régularisés et non régularisés sont identiques,

– L’ouverture de la zone cohésive du modèle équivalent provoque la décharge des points avoi-
sinant, il n’y a donc pas de dissipation d’énergie autour de la zone cohésive.

Si ces deux hypothèses sont vérifiées, la zone cohésive doit apparaître dans le modèle équivalent
lorsque le comportement du modèle de référence devient adoucissant. À partir de ce moment,
toute l’énergie dissipée par le modèle de référence est transmise à la zone cohésive. Un indicateur
d’endommagement localisé Iloc est introduit. Cet indicateur est initialement nul et prend la valeur
1 dès que le comportement devient adoucissant en un point du modèle de référence. Si on note Φ

eq
s

l’énergie dissipée sur la discontinuité du modèle équivalent, le critère de changement de modèle,
schématisé sur la figure 3, s’écrit :

dΦ
eq
s = Iloc dΦ

ref.

Endommagement régularisé

(Matériau adoucissant)   Iloc = 1

Endommagement local Zone cohésive

Transfert de
l'énergie dissipée

Problème de référence :

Problème équivalent :

Figure 3 – Méthode pour le changement de modèle

4 Exemple unidimensionnel

On considère un cas test simple de poutre en traction. Un premier calcul est réalisé pour ob-
tenir la solution de référence donnée par le modèle de second-gradient implicite. Les matrices
tangentes de ce problème sont calculées selon [8]. L’élément central est un peu plus fin que les
autres pour imposer que le point le plus endommagé soit au milieu de la poutre. Un pilotage du
calcul est effectué sur la déformation de l’élément central du maillage pour pouvoir traiter les
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cas de snap-back. La figure 4 montre la courbe de traction du modèle continu et quelques profils
d’endommagement obtenus.
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Figure 4 – Courbe de traction du modèle continu (a) et profil de l’endommagement (b)

La partie continue du modèle équivalent est implémentée de manière classique (locale), la zone
cohésive jouant le rôle de limiteur de localisation. La loi cohésive n’étant pas connue par avance,
elle est déterminée de manière incrémentale à partir du critère de changement de modèle qui
donne entre chaque pas de temps l’énergie devant être dissipée par la zone cohésive. Pour cela,
un multiplicateur de Lagrange représentant les efforts cohésifs dans la discontinuité est introduit
dans une formulation faible du problème. Tant que l’énergie dissipée transmise à la zone cohésive
est nulle, le multiplicateur ne sert qu’à imposer le contact des deux noeuds en vis à vis de la
discontinuité. Dès que la zone cohésive reçoit de l’énergie dissipée, il y a ouverture de la fissure.
La loi cohésive obtenue est représentée en Figure 5.
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Figure 5 – Courbe de traction de la zone cohésive

5 Conclusion

À partir d’un modèle d’endommagement régularisé de référence, un modèle équivalent com-
binant un endommagement local et une zone cohésive a été identifié. Le modèle équivalent est une
description moins précise du comportement du matériau que le modèle régularisé de référence
car il repose sur l’hypothèse que tous les phénomènes dissipatifs sont condensés sur une surface
dès que le comportement devient adoucissant. Cette approche surfacique de la rupture a cepen-
dant montré qu’elle pouvait donner de bonnes prédictions, avec l’avantage d’être moins coûteuse
numériquement qu’un modèle continu régularisé nécessitant un maillage fin dans la zone d’en-
dommagement localisé. La méthode repose sur la notion de fissure équivalente [6, 7] affirmant
que deux états de fissuration peuvent être considérés équivalents si la même quantité d’énergie est
dissipée. Ce concept a été adapté pour que la loi cohésive soit déterminée sans faire d’hypothèse
préalable sur sa forme. Ceci nécessite :

– Une description thermodynamique de la zone cohésive (selon [4]),
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– Une hypothèse sur la décharge du modèle cohésif devant se faire de manière linéaire,
– Un critère incrémental de changement de modèle prenant en compte la nature de l’endom-

magement (diffus ou localisé),
– L’utilisation d’un multiplicateur de Lagrange pour imposer les incréments d’énergie dissi-

pée dans la zone cohésive entre chaque pas de temps.
La généralisation de la méthode à des problèmes multi-dimensionnels semble possible à condition
de remplacer le critère énergétique global par un critère local défini en chaque point de la dis-
continuité. Ceci pourrait donner des indications supplémentaires sur le comportement des zones
cohésives, comme par exemple la relation entre les comportements normal et tangentiel.
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