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Analyse dynamique par projection modale d’un modèle
2D du système couplé Crâne-Lcr-Cerveau

A. El Baroudi, F. Razafimahery, L. Rakotomanana

IRMAR, Equipe de Mécanique
Université de Rennes 1, Campus de Beaulieu, 35042, Rennes Cédex

Résumé — Ce travail a pour but d’étudier le comportement dynamique d’un problème d’inter-
action fluide-structure. Pour cela, on utilise une méthode semi-analytique basée sur la projection
modale. Les résultats obtenus seront comparés avec une solution numérique, obtenue à l’aide du
logiciel Comsol Multiphysics. Le problème étudié est celui issu d’un dispositif expérimental dé-
veloppé en [6]. On calcule certains paramètres dynamiques locaux et globaux afin de quantifier la
séverité d’un choc.

Mots clés — : Interaction fluide-structure, projection modale, choc, éléments finis.

1 Introduction

Ce travail est une suite d’une étude menée et développée en [1] qui consiste à analyser quelques
problèmes d’interaction fluide-structure posés dans des domaines élastiques concentriques séparés
ou non de domaine fluide. On rencontre ce type de géométrie en biomécanique. Citons notamment
les vaisseaux sanguins, où une structure multicouche entoure un domaine fluide (le sang) ; dans ce
cas le système peut être qualifié d’élastique-acoustique. Un autre exemple que l’on connaît moins
est celui du système crâne-cerveau, où le domaine fluide (LCR) sépare deux domaines élastiques ;
dans ce cas, le système peut être qualifié d’élastique-acoustique-élastique. Ces deux situations ont
été développées assez largement en [1]. L’existence des modes propres obtenus analytiquement va
nous permettre une résolution par projection modale du problème.

On se place en dimensions deux, dans l’hypothèse de déformation plane. Le couplage est
supposé inertiel, et la compressibilité du fluide est prise en compte. Le problème traité modélise
un dispositif expérimental développé en [6]. Ce dispositif modélise le système crâne-cerveau,
séparé par un fluide, qui est le liquide céphalo-rachidien (LCR). Les caractéristiques géométriques
et matérielles utilisées sont essentiellement issues de ce dispositif.

Figure 1 – Schéma 2D du dispositif ; vitesse et accélération angulaires

Ce dispositif peut aussi modéliser celui d’une centrifugeuse humaine, de type Latécoère, ser-
vant à l’entraînement des pilotes de chasse. Dans ce cas, la géométrie du modèle est par exemple
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la coupe de la branche ascendante de la crosse aortique. Dans toute la suite, on se place dans
l’hypothèse où le crâne est supposé rigide.

L’influence de l’épaisseur de la couche fluide a été étudiée, afin de connaître l’effet de confi-
nement. Les solutions analytiques obtenues ont été comparées aux solutions numériques, afin de
valider la fiabilité du logiciel de calcul d’élements finis utilisé.

2 Le problème modèle

Le repère tournant R = (G;x,y,z0) est lié au système couplé par le biais du bras OG, supposé
rigide. On note ρ et u les champs de déplacement et la masse volumique respectivement du solide
Ω1 ; ρ0, c0 et p sont respectivement la masse volumique, la célérité du son et le champ de pression
dans Ω . Comme le repère R n’est pas galiléen, le problème aux limites s’écrit alors : trouver
(u, p) solutions de





ρ
∂2u
∂t2 = divσ(u)+ρF(t) (Ω1)

1
ρ0c2

0

∂2 p
∂t2 +div

[
− 1

ρ0
(∇p−q)

]
= Q (Ω f )

σ(u)n = −pn (Γ1)
1
ρ0

[∇p−q] ·n = −∂2u
∂t2 ·n (Γ1)

[∇p−q] ·n = 0 (Γ2)

(1)

où −F(t) est l’accélération d’inertie d’entraînement et on néglige celle de Coriolis. Pour le pro-
blème acoustique, il est d’usage d’utiliser la décomposition suivante

ρF(t) =−ρ0

[ −Rω̇2(t)− xω̇2(t)
Rω̈(t)− yω̇2(t)

]
−ρ0

[ −yω̈(t)
xω̈(t)

]
= q+Q

où q est une source qualifiée de dipôle et div(Q) = Q est le monopôle. Dans toute la suite, on va
prendre les caractéristiques matérielles et géométriques suivantes, issues essentiellement de [6] :

E(Pa) ν ρ(kg/m3) R(m) c0(m/s)
Ω 1000 R2 = 0.090 1450
Ω1 6,775.105 0,48 1150 R1 = 0.075

On fixe la longueur du bras à R = 0,165m. La valeur maximale de ω̇ est égale à 16rd/s, tandis que
celle de ω̈ est égale à 1850rd : s2. Le temps maximal de calcul est fixé à 500ms = 0,5s.

3 Résolution par projection modale

La formulation variationnelle du problème aux limites (1) s’écrit alors





d2

dt2

∫

Ωs

ρu ·vdx+
∫

Ωs

σ(u) : ε(v)dx−
∫

Γ1

pv ·ndΓ = −
∫

Ωs

ρF ·vdx

d2

dt2

(∫

Ω f

pφ
ρ0c2

0
dx+

∫

Γ1

u ·nφdΓ
)

+
∫

Ω f

1
ρ0

∇p ·∇φdx =
∫

Ω f

1
ρ0

q ·∇φdxdx
(2)

pour tout (v,φ) ∈ V×Q, où V = H1(Ω1) et Q = H1(Ω).
Les résultats obtenues en [1] montrent l’existence des modes propres (ωk,Xk, pk)k=1,...,N du

problème aux limites (1). La projection modale consiste à décomposer le champ des déplacements
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u et le champ de pression p sur la base modale (Xk(x), pk(x))k=1,...,N du système couplé. En choi-
sissant (v,φ) = (Xi, pi) et en utilisant l’orthogonalité par rapport à l’opérateur de masse et de
raideur, les coordonnées horaires (qk(t)) et (rk(t)) associées au problème aux limites (2) vérifient
le système couplé suivant





Mi
d2qi

dt2 +Kiqi(t) =
∫

Γ1

pXi ·ndΓ−Fi(t)

Mi f
d2ri

dt2 +Ki f rk(t)+
d2

dt2

∫

Γ1

ρ0 piXi ·ndΓ = −
∫

Ω
ρω̇2(t)pidx−Gi(t)

i = 1, . . . ,N (3)

Les coefficients présents dans le système (3) sont parfaitement déterminés à l’aide de (Xk(x), pk(x)).
En introduisant la notation vectorielle q(t) = (q1(t), . . . ,qN(t))T et r(t) = (r1(t), . . . ,rN(t))T , on
obtient le résultat suivant

Proposition•
Le système (3) peut s’écrire sous forme matricielle

M
d2q
dt2 +Kq(t)− 1

ρ0
Mar(t)−F(t) ; M f d2r

dt2 +Ma d2q
dt2 +K f r(t) =−S(t)−G(t) (4)

et peut être découplé et on obtient l’équation en q(t)

A
d4q
dt4 +B

d2q
dt2 +Cq(t) =−M fM−a d2F

dt2 −K fM−aF(t)−G(t)

3.1 Mise en œuvre de la méthode

Le calcul des coefficients, ainsi que la résolution du système ont été réalisés à l’aide du logiciel
de calcul formel Maple. Les champs de déplacement et de pression ont pour expressions [1]

ur(r,θ) = φ(r)sin(nθ) ; uθ(r,θ) = ψ(r)cos(nθ) ; p(r,θ) =− χ(R1)
K(R1)

K(r)sin(nθ)

On calcule ensuite les quantités

Mi =
∫

Ω1

ρ1Xi(x)2dx ; Ma
i =

∫

Γ1

ρ0 p j(x)Xi ·ndΓ ; M f
i =

∫

Ω

p2
k(x)
c2

0
dx

On en déduit Ki et K f
i en fonction de Mi et Ma

i , en utilisant la relation modale classique. Le champ
de pression est calculé en quatre points à l’interface fluide-structure. Ainsi, on obtient les lois
horaires du champ de pression en ces quatre points.

Figure 2 – Variation de pression en A1 = (R1,0), A2 = (0,R1), A3 = (−R1,0) et A4 = (0,−R1)

On constate une variation symétrique des résultats, pour des points symétriques. Ce résultat
est dû à la symétrie du domaine et à la linéarité des équations.
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3.2 Influence du confinement

Regardons maintenant la variation des paramètres dynamiques du problème en faisant varier
l’épaisseur de la couche fluide. Pour cela, on fixe la valeur du rayon intérieur R2 du solide Ω2 à
0.090m et on fait varier le rayon R1 du domaine Ω1. Les calculs analytiques donnent les résultats
suivants : e = R2−R1 = 0.012m et R1 = 0.078m. On calcule les variations du champ de pression
aux quatres points définis ci-dessus. On peut constater une variation notable du champ de pression

Figure 3 – Variation de pression en A1 = (R1,0), A2 = (0,R1), A3 = (−R1,0) et A4 = (0,−R1)

en fonction de l’épaisseur du fluide. On a bien un effet de confinement. Cet effet est dû à la
variation de la masse ajoutée du système couplé.

4 Résolution numérique

La résolution numérique du problème est effectuée à l’aide du logiciel Comsol Multiphysics.
Le problème acoustique sera alors formulé autrement, pour tenir compte de l’exigence du logiciel.
En utilisant les éléments de Lagrange, où uh ∈ P2×P2 et ph ∈ P1, la discrétisation du problème
variationnel (2) conduit au système

[
M O
Ma M f

]
d2

dt2

[
U
P

]
+

[
K −B
O K f

][
U
P

]
=−

[
F

S+G

]
(5)

Ce système est résolu à l’aide du logiciel Comsol Multiphysics. On obtient les variations de la
pression en différents points, ainsi que la contrainte de Von Mises.

Figure 4 – Variation de pression en A1 = (R1,0), A2 = (0,R1), A3 = (−R1,0) et A4 = (0,−R1)

Figure 5 – Variation de la contrainte de Von Misès en A1, A2, A3 et A4

On constate, que les résultats numériques et semi-analytiques sont en parfait accord, ce qui
nous permet de valider l’algorithme utilisé dans le logiciel Comsol Multiphysics pour le système
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non symétrique (5). Le champ de contrainte de Von Mises dans le solide, ainsi que le champ
de pression dans le domaine fluide ont été calculés, pour différents instants. Certaines quantités

Figure 6 – Contrainte de Von Misès aux instants t = 0.1s, 0.2s, 0.3s

Figure 7 – Champ de pression aux instants t = 0.1s, 0.2s, 0.3s

dynamiques telles que l’énergie de déformation W (t), l’énergie cinétique K(t), la masse ajoutée
ma(t) et la résultante des efforts R(t) ont été aussi calculées. On pose

R(t) =
∫

Γ1

T(M,ndS =
∫

Γ1

σ(u)ndS = D(t)x+L(t)y

où les quantités D et L sont qualifiées de traînée et portance du solide respectivement.

Ene g e c nét que

Ene g e de dé o mat on

LIFT

DRAG

Figure 8 – Variations de W (t), K(t), ma(t), de D(t) et de L(t)

On peut constater que l’énergie cinétique, la masse ajoutée et la traînée sont étroitement
contrôlées par l’accélération normale du bras, tandis que la portance est contrôlée par l’accélé-
ration tangentielle.

5 Conclusion

A l’issue de cette étude, on peut maintenant tirer les conclusions suivantes.
L’approche par projection donne de très bons résultats, en utilisant uniquement quelques

termes (N ≤ 10) dans le développement de la solution. Cette approximation est d’autant meilleure,
que la première fréquence est assez élevée. Le seul inconvénient est que dans une géométrie com-
pliquée, l’obtention par voie analytique des modes propres n’est pas toujours possible. En ce qui
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concerne le champ de déplacement, les résultats obtenus montrent sa sensibilité par rapport à l’ac-
célération normale. Ce qui est en accord avec le modèle utilisé, car la condition de glissement à
l’interface cerveau-LCR assure uniquement la continuité de la composante normale de la vitesse.
Au niveau du champ de pression, les résultats obtenus semblent être en accord avec ceux obser-
vés. La variation de la pression dans les deux points situés suivant l’axe du bras est sensible à
l’acélération normale, tandis que dans l’axe orthogonal au bras, les résultats semblent sensibles à
l’accélération tangentielle. Pour la contrainte de Von Mises, les résultats semblent être contraire à
ceux obtenus pour le champ de pression. En effet, sur les deux points situés sur l’axe du bras, on
constate l’existence d’un pic, à l’instant t = 0.05s. L’allure montre, qu’en ces deux points, c’est
l’accélération tangentielle qui l’emporte sur l’accélération normale. Sur les deux points situés sur
l’axe orthogonal au bras, la variation de la contrainte suit celle de l’accélération tangentielle.

Ces résultats montrent, que la partie la plus sollicitée pendant le choc est celle située suivant
l’axe du bras. Autrement dit, lors d’ un impact, la lésion peut survenir sur l’axe orthogonal à la
direction de l’impact.

L’étude de confinement, montre que le modèle n’est pas très sensible à la variation de l’épais-
seur de la couche du LCR. On peut penser que cette propriété est due à l’approximation acoustique
utilisée dans le modèle.

Finalement, le modèle proposé dans le cadre de ce travail permet en première approximation
de quantifier la sévérité d’un choc dans le cadre d’un modèle prenant en compte le caractère couplé
du problème. Une amélioration du modèle proposé ici, peut être la prise en compte du caractère
visqueux du LCR [2], ainsi que le caractère non linéaire du matériau constituant le cerveau.
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