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Résumé— On présente une nouvelle méthode d’approximation par éléments finis des problèmes
d’élastodynamique avec contact unilatéral qui conduit à des semi-discrétisations en espace stables
et bien posées à la différence des approximations classiques. Il s’agit en quelque sorte d’une évo-
lution de la méthode de redistribution de masse [7, 8]. Ces méthodes permettent aux schémas
classiques d’intégration en temps (Newmark, HHT ...) d’être stables et de calculer une approxi-
mation exploitable de la contrainte de contact.

Mots clés — élastodynamique avec contact, méthodes d’éléments finis, inéquations variation-
nelles évolutives.

1 Introduction

Il est bien connu que les conditions de contact unilatéral dans les problèmes d’élastodynamique
sont source d’instabilités pour les schémas numériques. Ainsi, la grande majorité des approxima-
tions classiques font apparaître des oscillations parasites sur le déplacement normal et sur les
contraintes de contact ou font intervenir un amortissement excessif pour stabiliser ces instabilités
(voir par exemple [7, 4, 5]). De plus, ces oscillations n’ont pas tendance à disparaître lorsque le pas
de temps diminue. Pour beaucoup de schémas, elles ont au contraire tendance à augmenter. Ces
difficultés, très spécifiques aux conditions de contact en dynamique, on donné lieu a un nombre
important de travaux. Nous renvoyons par exemple à [15, 2, 6, 16, 10, 9, 4, 1, 5, 13]. Il s’agit
en général, soit d’ajouter une dissipation suffisante pour stabiliser le schéma, soit au contraire,
d’imposer la conservativité du schéma. La condition de contact sans frottement n’étant pas dissi-
pative, il est clair qu’une dissipativité trop importante est contraire à la physique du problème. Les
schémas conservatifs en énergie proposés dans ces études font quant à eux apparaître ou des non
respects locaux de la contraintes de contact qui peuvent être importants ou bien des oscillations
importantes sur la contrainte de contact (voire les deux). De notre point de vue, les solutions pro-
posées dans ces études ne sont pas pleinement satisfaisantes. La raison principale est qu’elles sont
centrées sur une adaptation du schéma temporel alors que le véritable problème se situe plutôt sur
l’approximation en espace dont il est connu qu’elle est mal posée.
L’objectif de ce papier est de présenter une nouvelle classe de méthode dont le principe est de

faire une semi-discrétisation en espace différente de la vitesse et du déplacement. Une condition
de type inf-sup entre les deux espaces élément fini et la condition de contact discrète assure le
caractère bien posé de cette semi-discrétisation. Les méthodes proposées sont du même type que
la méthode de redistribution de masse présentée dans [8, 3] dans le sens où cela amène à une
matrice de masse singulière. Cela justifie le nom proposé de méthodes de dynamique singulière.

1



��������
��������
��������

�� �

����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������

Ω

Fondation rigide

Γ
N Γ

N

n

Γ
C

Γ
D

Figure 1 – Solide élastique en contact avec une fondation rigide plane

A noter que la présentation est faite en petites déformations, sans frottement et contre une
fondation rigide. La condition de frottement de Coulomb, bien que posant d’autres types de pro-
blèmes, peut être assez facilement prise en compte dans des schémas de manière stable due à
sa dissipativité. Les généralisations pour des problèmes à deux corps élastiques, ou en grandes
déformations et/ou avec frottement ne pose pas de difficultés majeures de mise en œuvre.

2 Problème d’élastodynamique avec contact

On considère le problème élastodynamique d’un solide élastique Ω astreint à une condition
de contact sans frottement contre une fondation rigide plane sur une partie Γ

C
de son bord (voir

figure 1). Sur le reste du bord, on impose une condition de Dirichlet sur Γ
D
et une condition de

Neumann sur Γ
N
. Cela donne le problème suivant :

ρü− div σ(u) = f , dans ]0,T ]×Ω, (1)

σ(u) = Aεε(u), dans ]0,T ]×Ω, (2)

σσ(u)n = g, on ]0,T ]×Γ
N
, (3)

u= 0, on ]0,T ]×Γ
D
, (4)

u
N
≤ 0, σ

N
(u) ≤ 0, u

N
σ
N
(u) = 0, σσ

T
(u) = 0, on ]0,T ]×Γ

C
, (5)

u(0,x) = u0(x), u̇(0,x) = u1(x), dans Ω, (6)

où u est le déplacement, σσ le tenseur des contraintes, A le tenseur des raideurs élastiques, u
N

= u.n
le déplacement normal sur Γ

C
, σσ
N

= (σσn).n la contraintes normale et σ
T
la contrainte tangentielle

sur Γ
C
. La forme faible de ce problème peut s’écrire de la manière suivante :



















Trouver u : [0,T ] −→V et λ
N
: [0,T ] −→ X ′

N
qui satisfont

〈ρü,v〉V ′,V +a(u,v) = l(v)+ 〈λ
N
,v
N
〉
X ′
N

,XN

, ∀ v ∈V.

λ
N
∈ Λ

N
, 〈µ

N
−λ

N
,u
N
〉
X ′
N

,X
N

≥ 0, ∀µ
N
∈ Λ

N
,

u(0) = u0, u̇(0) = u1.

où
V = {v ∈ H1(Ω; IR3) : v= 0 sur Γ

D
},

a(u,v) =
Z

Ω
Aε(u) : ε(v), l(v) =

Z

Ω
f .vdx+

Z

Γ
N

g.vdΓ,

X
N

= {v
N|Γ

C

: v ∈V},ΛN = {µ
N
∈ X ′

N
: 〈µ

N
,v
N
〉
X ′
N

,X
N

≥ 0, ∀ v
N
∈ X

N
,v
N
≤ 0}.

Autrement dit, V est l’espace des déplacements qui sont d’énergie élastique finie, X
N
est l’espace

des traces normales sur Γ
C
et ΛN est l’ensemble des contraintes normales admissibles. Dans le

problème, λ
N
représente la contrainte de contact. Les notations 〈ü,v〉V ′,V et 〈λN ,vN 〉X ′

N
,XN

dénotent

les produits de dualité entre les espaces respectifs qui coïncident avec
Z

Ω
ü.vdx et

Z

Γ
C

λ
N
v
N
dΓ dans

le cas régulier.
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3 Semi-discrétisation classique par une méthode d’éléments finis

Une discrétisation classique par éléments finis fait intervenir un espace élément fini V h qui
est en général un sous-espace de dimension finie de V et une approximation de l’ensemble des
contraintes normales admissibles Λh

N
qui n’est pas nécessairement un sous-ensemble de ΛN . La

formulation du problème semi-discrétisé est alors donnée par


































Trouver uh : [0,T ] −→V h, et λh
N
: [0,T ] −→ X

′h
N
qui satisfont

Z

Ω
üh.vhdx+a(uh,vh) = l(vh)+

Z

Γ
C

λh
N
vh
N
, ∀ vh ∈V h, ∀ t ∈ ]0,T ],

λh
N
∈ Λh

N
,

Z

Γ
C

(µh
N
−λh

N
)uh
N
≥ 0, ∀µh

N
∈ Λh

N
, ∀ t ∈ ]0,T ],

uh(0) = uh0, u̇
h(0) = uh1,

(7)

où uh0,u
h
1 ∈ V

h sont des approximations des conditions initiales. Si on note ϕ1,ϕ2, · · ·ϕN les
fonctions de forme de V h de telle manière que u s’écrive u(t,x) = ∑Ni=1 u

i(t)ϕi(x) on arrive à la
formulation matricielle suivante du problème semi-discrétisé







MÜ(t)+KU(t) = L+BT
N

λ
N
(t), ∀ t ∈ ]0,T ],

λ
N
(t) ∈ Λ̄h

N
, (λ

N
(t)−µ

N
)TB

N
U ≥ 0, ∀µ

N
∈ Λ̄h

N
, ∀ t ∈ ]0,T ],

U(0) =U0, V (0) =U1.
(8)

oùM est la matrice de masse, K la matrice de rigidité,U(t) ∈ IRNd le vecteur des degrés de liberté
en déplacement. L’expression de la matrice B

N
dépend de l’approximation Λ̄h

N
de l’ensemble des

contraintes normales admissibles. Ce problème peut être vu comme étant une inclusion différen-
tielle à solution mesure (voir [12, 13] par exemple). Malheureusement, ce type de problème est
mal posé et possède en général une infinité de solutions. Cette non-unicité peut être illustrée en
considérant le système très simple représenté sur la figure 2.
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Figure 2 - Système simple
en contact unilatéral

Équation d’évolution :






mü+ ku= −F
N

F
N

= (F
N
− ruN)−, ∀r > 0,

u(0) = u0, u̇(0) = u1.

Solutions pour u0 = 1 et u1 = 0 :

u(t) = cos(
√

k/m t), for t <
π

2

√

m/k,

u(t) = acos(−
√

k/m t), for
π

2

√

m/k < t <
3π
2

√

m/k.

Ces solutions sont données pour tout a>= 0. On a donc bien une infinité de solutions qui corres-
pondent en fait à des vitesses différentes de rebond allant de a = 0 pour un choc inélastique à a
aussi grand que l’on veut avec un gain d’énergie cinétique lors de l’impact. Ce système très simple
illustre le comportement du problème semi-discrétisé en chaque nœud de contact potentiel.
En conséquence, lorsque l’on approche ce système à l’aide d’un schéma en temps, on ne

maîtrise pas la vitesse de rebond des nœuds en contact. La plupart des schémas (mise à part le
schéma d’Euler implicite) donnent des vitesses après impact supérieures aux vitesses avant impact
et ceci d’autant plus que le pas de temps est petit.
Une remarque importante est d’ailleurs que l’on ne peut pas sélectionner de solution acceptable

du problème (8). Si on choisit des rebonds complètement inélastique, alors une énergie est perdue à
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Figure 3 – Énergie totale et contrainte de contact en un point de Γ
C
pour un schéma de Newmark

β = γ = 1/2 et une discrétisation par éléments finis classique.

chaque impact (cette perte d’énergie est indépendante du pas de temps) ce qui n’est pas compatible
avec le caractère non dissipatif de la condition de contact. Si on choisit des choc élastiques, les
nœuds en contact potentiel ne peuvent entrer en contact persistant et rebondissent indéfiniment
ce qui entraîne des oscillations parasites. Cette analyse montre bien que les semi-discrétisations
classiques ne sont pas satisfaisantes. On peut voir sur la figure 3 un test fait avec un schéma de
Newmark (β = γ = 1/2) qui paraît stable pour un pas de temps de 10−3 et devient instable pour
un pas de temps de 10−4. A noter que le schéma de Newmark β = 1/4,γ = 1/2 qui est conservatif
en énergie pour l’élastodynamique linéarisée est instable pour n’importe quel pas de temps en
présence de contact.

4 La méthode de redistribution de masse

La méthode de redistribution de masse a été introduite par Khenous, Laborde et Renard dans
[8]. Le constat de départ est que le caractère mal posé du problème semi-discrétisé est principa-
lement dû au fait que les nœuds en contact potentiel possèdent une inertie dans les problèmes
semi-discrétisés alors que ce n’est pas le cas en continu. L’idée, très simple, est alors de faire en
sorte que ces nœuds ne possèdent plus d’inertie en redistribuant la masse de manière à ce que la
matrice de masse modifiée soit telle que pour U.Ni, i ∈ Ic représentant les déplacements normaux
sur le bord de contact on ait

N
T

i MN j = 0, ∀i, j ∈ Ic.

Dans [8] un algorithme très simple est proposé qui permet de modifier la matrice de masse tout en
conservant ses principaux moments. Il est de plus montré que les propriété suivantes :
– le problème semi-discrétisé devient bien posé et peut-être interprété comme un système
d’équations différentielles ordinaires lipschitziennes.

– L’unique solution conserve l’énergie totale.
La conséquence est que la plupart des schémas d’intégration en temps classiques qui sont

stables pour l’élastodynamique deviennent convergents pour ce problème. C’est le cas sur la fi-
gure 4 pour le schéma de Newmark (ici pour β = 1/2,γ = 1/2) à comparer avec la figure 3.
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Figure 4 – Énergie totale et contrainte de contact en un point de Γ
C
pour un schéma de Newmark

β = γ = 1/2 et une redistribution de masse

5 La nouvelle méthode

L’idée, développée dans [14], est de construire une méthode ayant les propriétés de la méthode
de redistribution de masse de manière plus “naturelle”, c’est à dire sans modification a posteriori
de la matrice de masse. On arrive à ce résultat en effectuant des approximations de la vitesse et
du déplacement par des méthodes d’éléments finis différentes. Autrement dit, on garde V h pour
l’approximation du déplacement et on considère un second espace élément fini Hh ⊂V destiné à
approcher la vitesse. Le problème semi-discrétisé s’écrit alors :















































Trouver uh : [0,T ] →V h,vh : [0,T ] → Hh et λh
N
: [0,T ] −→ X

′h
N
qui satisfont

Z

Ω
ρ

∂vh

∂t
(wh−uh)dx+a(uh,wh−uh) = l(wh−uh)+ 〈λh

N
,vh
N
〉
X ′
N

,XN

, ∀wh ∈V h, ∀t ∈ ]0,T ],

Z

Ω
(vh−

∂uh

∂t
)qhdx= 0 ∀qh ∈ Hh, ∀t ∈ ]0,T ],

λh
N
∈ Λh

N
, 〈µh

N
−λh

N
,uh
N
〉
X ′
N

,X
N

≥ 0, ∀µh
N
∈ Λh

N
,

uh(0) = uh0, v
h(0) = vh0.

(9)
Bien sûr quand Hh =W h on retrouve l’approximation classique. Voyons maintenant l’expression
matricielle de ce problème :























B
T

V̇ (t)+AU(t) = L+BT
N

λ
N
(t), ∀t ∈ ]0,T ],

CV (t) = BU̇(t), ∀t ∈ ]0,T ],

λ
N
(t) ∈ Λ̄h

N
, (λ

N
(t)−µ

N
)TB

N
U ≥ 0, ∀µ

N
∈ Λ̄h

N
, ∀t ∈ ]0,T ],

U(0) =U0, V (0) =V0.

(10)

où C est la matrice de masse obtenue à l’aide de l’élément fini Hh et B est la matrice Bi, j =
Z

Ω
ρϕiψ jdx où ψ j sont les fonctions de forme de Hh. Comme la matrice C est toujours inversible,
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on a V (t) =C
−1
BU̇(t) et donc en notant

M = B
T

C
−1
B,

L’inconnue V peut donc être éliminée et le problème (10) peut alors se récrire sous la forme (8) à
ceci près que la matrice de masse M peut être singulière ici.
Dans [14], est donnée une condition de type inf-sup qui lieV h, Hh et Λ̄h

N
pour que le problème

(10) soit bien posé. Cette condition n’est satisfaite que si Hh est strictement moins riche que V h

sur le bord de contact et dépend aussi de la manière de prendre en compte la condition de contact.
On montre aussi dans [14] que la solution est alors d’énergie constante.
En particulier, une discrétisation de type quadratique (élément P2) pour le déplacement uh et

affine (élément P1) pour la vitesse vh avec une condition de contact aux sommets des faces sur Γ
C

est une discrétisation qui satisfait expérimentalement la condition inf-sup. Les tests numériques
donne des résultats semblables dans ce cas à la méthode de redistribution de masse. Le point com-
mun avec cette méthode est que lorsque la condition inf-sup est satisfaite la matrice de masse est
aussi singulière. En revanche, une approximation en espace d’ordre quelconque est envisageable
et une masse est présente sur le bord de contact.
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