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Résumé — Dans le but de faciliter l’analyse de l’essai de rayure par une approche éléments
finis, nous avons développé deux outils numériques que nous présentons ici. Le premier est un
algorithme de remaillage origine capable de traiter les problèmes bicouches. Le second est un
algorithme d’association en série deux modèles de comportement.

Mots clés — rayure, remaillage, comportement.

1 Introduction

La rayure se présente aujourd’hui comme un essai mécanique qualifiant les propriétés de sur-
face des matériaux. Néanmoins sa complexité rend l’analyse et la caractérisation des phénomènes
qu’il implique souvent délicate et parfois impossible expérimentalement. Les études par éléments
finis fournissent alors des réponses précieuses. Dans ce contexte, nos travaux ont pour objectif la
compréhension des phénomènes mécaniques et thermiques prenant place lors de rayure en mode
labourage (c’est à dire sans arrachement de matière). Les difficultés rencontrées nous ont obligés
à développer des outils numériques, au sein de code éléments finis SYSTUS [1], spécifiquement
dédié à l’essai de rayure. Nous présentons ici les deux principaux, l’un concerne les problèmes de
maillage, et le second traite de la modélisation du comportement. Ils sont tous deux illustrés par
des résultats pertinents qu’ils ont permis d’obtenir.

2 Stratégie de remaillage

L’essai de rayage est généralement modélisé à l’aide d’une formulation lagrangienne, pour
laquelle le maillage représente la matière et subit la déformation. En raison des grandes défor-
mations et grandes rotations et des phénomènes de contact (adhésif ou glissant), ce maillage peut
subir des distorsions suffisamment importantes pour mener à l’échec du calcul. La méthode déve-
loppée repose sur la gestion de zones de maillage à fortes ou faibles concentrations d’éléments.
L’originalité est que la taille et la position de ces zones sont déterminées automatiquement au
cours du calcul. Les facteurs pris en compte dans ce calcul sont la position de l’indenteur, la taille
de la surface de contact à l’avant et à l’arrière de l’indenteur.
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2.1 Description de l’algorithme de remaillage

Les zones de maillage sont mobiles et s’adaptent automatiquement à la position de l’inden-
teur. Grâce à cette technique, le nombre d’éléments est indépendant de la taille du massif. Cet
algorithme permet d’augmenter ou de diminuer le nombre de noeuds du modèle au cours de la
rayure. Considérons l’étape de remaillage du schéma 1. Elle se décompose de la façon suivante :

1. création d’un parallépipède de référence. Le maillage de celui-ci respecte les différentes
zones de maillage déterminées précédemment.

2. déformation homogène de ce parallépipède par rapport à la géométrie de la surface supé-
rieure de l’ancien maillage.

3. transports des champs (déplacements, contraintes, ...) de l’ancien maillage vers le nouveau
maillage.

Figure 1 – Construction du nouveau maillage.

Une fois le nouveau maillage construit, il faut lui affecter les données de l’ancien maillage. On
parle de transport des quantités physiques du maillage source vers le maillage cible. Deux types
de variables à transporter doivent être distingués :

1. les variables nodales (déplacement, vitesse, température, ...). On cherche l’élément de l’an-
cien maillage contenant le noeud du nouveau maillage considéré. Les quantités physiques
lui sont alors affectées par l’intermédiaire des fonctions de forme de l’élément (Fig. 2). Cette
opération est appelée interpolation inverse [2].

Figure 2 – Transport par interpolation inverse.

2. les variables stockées aux points de Gauss des éléments (contrainte, déformation, ...) sont
extrapolées aux noeuds de l’ancien maillage en utilisant l’approximation par éléments fi-
nis [3]. Pour chaque point de Gauss du nouveau maillage, on cherche alors l’élément de
l’ancien maillage le contenant. Les quantités physiques sont ensuite affectées par interpola-
tion inverse. Cette méthode nécessite d’effectuer un calcul de rééquilibrage des différentes
grandeurs physiques à l’instant du remaillage.
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Cet algorithme permet également de traiter les problèmes bicouches de substrat recouvert
d’une couche mince.

2.2 Application de l’algorithme de remaillage

Cette procédure de remaillage est mise en oeuvre pour comprendre la réponse en rayure d’un
massif élastique viscoplastique recouvert d’un film rigide élastique. Les propriétés sont arbitraire-
ment fixées proches de celles de polymères, type PMMA pour le massif et vernis dur pour le film.
Le rayon de l’indenteur vaut R = 10 µm et il raye l’ensemble à une vitesse de V = 100 µm.s−1 et
une profondeur de h = 3 µm. L’épaisseur du film est égale à la profondeur. Le contact est supposé
parfaitement glissant.

Le mécanisme d’ouverture et de propagation d’une fissure dans un solide est lié à la valeur et la
localisation de la contrainte principale maximum, par rapport à un critère. Pour un solide purement
élastique et non recouvert, soumis à un contact frottant, la contrainte maximum apparaît à l’arrière
du contact [4] et sa valeur dépend de la forme de l’indenteur et de la valeur du coefficient de
frottement adhésif. Dans le cas d’un revêtement mince, dur et élastique, le processus de fissuration
est fortement modifié par la déformation du substrat [5, 6]. L’intérêt de cette étude est de localiser
la région où apparaît cette contrainte critique.

A ce sujet la figure 3 montre la distribution de la composante Sxx du déviateur des contraintes.
Sa valeur maximum n’apparaît pas sur le bord arrière du contact, mais juste sous l’indenteur à une
profondeur correspondant à la localisation de l’interface film/substrat. Le substrat subit d’impor-
tants niveaux de déformations plastiques que le revêtement doit accommoder pour respecter les
conditions d’équilibre. C’est pourquoi la contrainte maximum apparaît dans cette zone tandis que
des contraintes de compression sont générées dans le substrat.

Figure 3 – distribution de la contrainte Sxx dans une couche mince dur sur un substrat polymère au
cours d’un essai de rayure avec une pointe sphérique.

3 Modélisation du comportement mécanique

Le modèle de comportement mis en oeuvre lors de simulation numérique à une influence ca-
pitale sur la réponse en rayure [7, 8]. Lorsque ce dernier est complexe, comme pour les polymères
amorphes, nous avons développé un algorithme spécifique, nommé modèle série, qui permet d’as-
socier en série deux modèles de comportement quelconques, déjà disponibles dans le code. Décrit
dans le cadre particulier des petites perturbations, il ne peut être généralisé au cadre des grandes
transformations qu’en émettant l’hypothèse de décomposition additive du taux de déformation,
dans une formulation dite quasi Euler. Son principal intérêt est d’éviter la tâche délicate d’intégra-
tion numérique d’un modèle de comportement qui peut être obtenu par simple association en série
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de deux autres modèles.

Figure 4 – Décomposition de la déformation lors d’un assemblage en série d’éléments rhéolo-
giques.

3.1 Description de l’algorithme "modèle série"

Lorsque deux éléments rhéologiques sont en série, la déformation totale ε associée à cet as-
semblage est la somme des déformations dans chacun d’eux (Fig. 4), tandis que les contraintes
sont identiques dans les deux modèles :

ε = ε1 + ε2

σ = σ1 = σ2
(1)

A chaque point d’intégration de chaque élément du maillage et pour chaque pas de temps, le
code de calcul fournit à l’algorithme la déformation totale ε(t + ∆t) = ε(t) + ∆ε. Le but de cet
algorithme est l’assemblage en série de deux modèles de comportement connus, et de par le fait,
leurs équations constitutives sont maîtrisées :

Modèle 1 : σ1 =℘1(∆ε1,X1, t, ...)
Modèle 2 : σ2 =℘2(∆ε2,X2, t, ...)

(2)

Par conséquent les inconnues du système à l’instant courant t +∆t sont :

σ(t +∆t)
σ1(t +∆t) et σ2(t +∆t)

∆ε1(t→ t +∆t) et ∆ε1(t→ t +∆t)
(3)

L’algorithme calcule la répartition de l’incrément de déformation de telle sorte que les ten-
seurs des contraintes résultants des équations 2 satisfont bien, à un critère de précision près, les
équations 1. Pour ce faire il utilise la méthode de Newton-Raphson, initialisé arbitrairement en
supposant que l’incrément de déformation total est entièrement affecté à un des deux modèles. Le
schéma de Newton-Raphson fournit une nouvelle valeur de l’incrément de déformation du modèle
1 de la manière suivante (pour un développement limité au premier ordre) :[

d(σ2
i−σ1

i)
d∆ε1i

]{
∆ε1

i+1−∆ε1
i}+

{
σ2

i−σ1
i} = {0} (4)

3.2 Application du "modèle série"

Dans le cadre de l’étude des polymères amorphes en rayure, cet algorithme a permis de
construire rapidement un modèle de type viscoélastique viscoplastique. Le modèle élastique visco-
plastique d’Arruda-Boyce [9] est associé au modèle viscoélastique de Kelvin-Voigt, dont l’élément
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visqueux dépend non linéairement de la vitesse de déformation. Les valeurs des paramètres de ces
modèles sont identifiés pour un PMMA (atactique) commerciale courant, à différentes tempéra-
tures, entre 273 K et T = 373 K. Ceci permet de réaliser plusieurs simulations de rayure dans cette
gamme de températures. Elles mettent en oeuvre un indenteur sphérique de rayon R = 2 mm, sup-
posé indéformable, pénétrant à un profondeur imposée h = 0,1 mm un massif en PMMA maillé à
l’aide d’éléments hexaédriques du premier ordre, plus finement dans la zone de contact.

Figure 5 – Recouvrance en fonction de la vitesse de rayage à différentes températures.

La figure 5 présente la variation de la recouvrance en fonction de la vitesse de rayage. La
recouvrance est définie par l’expression [10] :

ℜ = 1−
hp

h
(5)

où hp est la profondeur du sillon résiduelle, mesurée après tout phénomène de relaxation et
h la profondeur de pénétration de l’indenteur. Chaque courbe correspond à une température. La
courbe T = 273 K décroit aux petites vitesses de rayage, puis augmente lorsque la vitesse de
rayage augmente. Le module de rigidité équivalent du modèle varie en fonction de la vitesse de
rayage. Il augmente jusqu’à v = 0.1 mm.s−1 puis, au delà de cette vitesse, il devient constante
(hors de la transition viscoélastique). La recouvrance semble décroitre lorsque le module de ri-
gidité équivalent croit et elle augmente quand il devient constant. En résumé, la viscoélasticité
tend à diminuer la recouvrance dans la gamme de la transition viscoélastique et, la viscoplasticité
l’augmente. Puisque la transition de ce modèle viscoélastique est plus brutale que la transition vi-
scoplastique, elle domine donc le comportement pendant sa transition. En dehors le comportement
est équivalent à un modèle élastique viscoplastique.

Ces résultats s’accentuent avec l’augmentation de la température. En effet, la recouvrance pré-
sente un décroissance aux petites vitesses d’autant plus importante que la température est élevée.
De même, l’augmentation de la recouvrance après la transition viscoélastique est plus significative
aux températures élevées. Ceci correspond au fait que la variation du module de rigidité équivalent
en fonction de la vitesse de sollicitation est d’autant plus importante que la température est élevée,
dans cette gamme de vitesses.

A vitesse de rayage donnée, la valeur de la recouvrance dépend de la température. Plus la tem-
pérature est élevée, plus la recouvrance est faible. L’augmentation de la température tend à dimi-
nuer le module de rigidité mais aussi la limite d’élasticité initiale du modèle d’Arruda-Boyce [11].
La plasticité prend place plus tôt sur l’échelle des déformations. Cet aspect est dominant par rap-
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port aux effets viscoélastiques, puisque le niveau de déformation plastique est une fonction expo-
nentielle de la limite d’élasticité [9].

4 Conclusions

L’analyse numérique des phénomènes mécaniques, tribologiques et thermiques, parfois cou-
plés apparaissant lors de rayure sur matériaux solides a nécessité le développement d’outils spé-
cifiques. Une stratégie particulière de remaillage, permettant de traiter rapidement et efficacement
des problèmes de type couche mince déposée sur substrat, a été implémentée dans le code de calcul
SYSTUS [1]. D’autre part, un algorithme spécifique d’association en série de modèle rhéologique
a permis la modélisation du comportement complexe des polymères, à la fois viscoélastique et
viscoplastique. Accompagné d’une dépendance des paramètres du modèle à la température, il a
mené à la mise en évidence d’une réponse particulière, autant dépendante de la vitesse de rayage
que de la température.
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