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Résumé — Ce travail propose une approche efficace afin de simuler la réponse stochastique, en
moyenne fréquence, d’un écran tactile dont les modeles de liaisons comportent des parametres
aléatoires. Le premier ingrédient est 1’utilisation d’un outil dédié a 1’analyse des structures dans
le domaine des moyennes fréquences : la Théorie Variationnelle des Rayons Complexes (TVRC).
Le second ingrédient est I’utilisation du chaos polynomial pour représenter la réponse aléatoire
de la structure. Les résultats obtenus sont comparés a des essais réalisés par vélocimétrie laser a
balayage.

Mots clés — Vibrations moyennes fréquences, interface aléatoire, chaos polynomial, TVRC, vé-
locimetre laser.

1 Introduction

De nombreuses structures sont aujourd’hui dimensionnées en fonction de leur comportement
dynamique transitoire. Si pour la plupart, le contenu fréquentiel de I’excitation ne contient que des
basses fréquences aux vues de la structure étudiée, pour un certain nombre, le contenu moyenne
fréquence ne peut étre tronqué sous peine de commettre une erreur trés importante sur la réponse
transitoire. C’est par exemple le cas des structures spatiales soumises a des chocs pyrotechnique
ou (comme dans le cadre de cette étude) le cas des écrans tactiles de nouvelles génération sou-
mis a I’'impact d’un stylet. Malheureusement, lors du calcul de la partie transitoire de la réponse
d’une structure soumise a un choc, les méthodes classiquement utilisées, basées sur les méthodes
éléments finis et les schémas d’intégration numérique, échouent a prendre en compte la partie
moyennes fréquences dans la réponse. En effet pour décrire cette plage de fréquences, ces mé-
thodes se heurtent a des cofits de calcul beaucoup trop importants et a des difficultés numériques
liés a I'utilisation de maillages spatial et temporel tres fins [1]. D autre part il n’est pas possible
d’appliquer les méthodes énergétiques dérivées de la SEA [2] car les moyennes spatiales ou fré-
quentielles qu’elles manipulent ne sont pas compatible avec le niveau de description nécessaire.
Pour autant il ne s’agit pas de la seule difficulté : la réponse dynamique est trés sensible aux



propriétés matériaux et aux conditions aux limites et plus particulierement a I’amortissement prin-
cipalement localisé au niveau des liaisons. Son identification est trés délicate et la variabilité des
résultats obtenus reste trés importante.

Dans ce travail, nous proposons une nouvelle approche permettant de simuler le comportement
transitoire d’une structure dont le chargement excite aussi bien la gamme des basses que celle des
moyennes fréquences et dont la mauvaise connaissance des parametres de liaison est prises en
compte par des variables aléatoires.

Le premier ingrédient est I’utilisation d’un outil dédié a I’analyse des structures dans le do-
maine moyenne fréquence : la Théorie Variationnelle des Rayons Complexes (TVRC) [3] dont les
principales caractéristiques sont :

— L’utilisation de fonctions de base a deux échelles types (modes intérieurs, modes de bord,

modes de coin, etc) vérifiant la relation de comportement et I’équation de la dynamique,

— La manipulation de grandeurs effectives au sens moyennes fréquences lors du calcul final
(celui-ci ne visant qu’a déterminer la contribution linéaire de chaque mode comportant de
facon intrinseéque une partie fortement oscillante),

— La gestion indépendante de chaque sous-structure ; les conditions aux limites ainsi qu’aux
interfaces étant satisfaites en moyenne de facon automatique a 1’aide de la formulation va-
riationnelle.

Le second ingrédient est I’ utilisation du chaos polynomial pour représenter la réponse aléatoire
de la structure [4]. Comme les seuls parametres incertains sont localisés au niveau des interfaces,
on tire parti de la formulation a deux échelles de la TVRC, ce qui conduit a des cofits de calculs trés
réduits. Une écriture similaire est utilisée pour représenter la dépendance fréquentielle du systeéme.

Le dernier ingrédient concerne une écriture fréquentielle de la TVRC [5] dédiée au calcul de
la réponse transitoire et notamment appliquée pour la simulation de la propagation des ondes dues
a des chocs pyrotechniques sur des plaques. Le probleme de dynamique transitoire est réécrit a
I’aide d’une formulation variationnelle dans le domaine fréquence-espace. Ainsi, la transformée
de Fourier est appliquée a toutes les quantités dépendant du temps, conduisant alors a des fonctions
dépendant de la fréquence. Par conséquent le probleme a résoudre est un probléme de vibrations
forcées sur une large bande de fréquences contenant les moyennes fréquences.

2 Rappel de la Théorie Variationnelle des Rayons Complexes (TVRC)

2.1 Probleme de référence

Dans le but de simplifier la présentation, considérons le probleme de vibration entretenue, d’un
assemblage de deux plaques minces, élastiques, homogenes, isotropes en théorie de Kirchhoff-
Love, ceci pouvant étre aisément généralisé a un nombre quelconque de sous-structures. Classi-
quement, toutes les quantités sont définies dans le plan complexe : I’amplitude Q(X) est associée
a Q(X).exp(iwt).

Soient S et S, deux plaques, de bords respectifs dS; and 9dS,, soumises a une sollicitation
harmonique de fréquence constante ®. L’interface entre S; and S, sera notée I'j>. Les quantités
d’intéréts sont la déflection w; et le tenseur des moments M;. Pour §;, introduisons I’espace d’ad-
missibilité S é 4 du couple déflection-moment s; = (wy, M), défini sur S; tel que :
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ol k; est le nombre d’onde et ou py, vy, My, E; et 2h; désignent respectivement la masse volumique,
le coefficient de Poisson, le coefficient d’amortissement structural, le module d’Young et 1’épais-
seur de la plaque S;. Kcp; représente le tenseur de Hooke en contraintes planes et X le tenseur de
courbure. Les champs § a’ 4 sont admissibles au sens ou ils vérifient a la fois I’équilibre intérieur et
la relation de comportement de facon exacte.

pour [=1,2 avec k=

2.2 Formulation variationnelle associée a la TVRC

La TVRC est une formulation globale des conditions aux limites et de transmission en termes
a la fois de déplacements et d’efforts le long de I'1; [6, 3].

La méthode comporte en deux étapes : tout d’abord construction des champs admissibles,
ensuite prise en compte des conditions aux limites a travers la formulation variationnelle associée
a un sous ensemble de champs admissibles choisis parmis les éléments de S,4.

Elle utilise une approximation a deux échelles : par exemple, la solution dans la zone intérieure
peut s’écrire de la facon suivante :

W(X.P) = a(P)exp (] VOP- X)exp (iV@P - X) = a(P)we(X, P) @)

ol ¢VOPX représente la partie « rapide » du champ définie explicitement. P désigne le vecteur
caractéristique du mode de vibration local, choisi de sorte que ce mode vérifie les équations de la
dynamique et a(P) est I’amplitude complexe du rayon complexe élémentaire w,(X,P). Il existe
différents choix possibles en fonction de la zone vibratoire étudiée (intérieure, « bord » et « coin »).
Afin de prendre en compte la relation d’admissibilité (Eq. (1)), le lieu de I’extrémité du vecteur
d’onde admissible P pour la zone intérieure doit appartenir a un cercle C, caractéristique du ma-
tériau. Toutes les directions des rayons admissibles sont prises en compte. La solution w**! s’ecrit
alors :

wl (X) = / W(X,P)ds 3)

Par construction, w**! dépend de I’amplitude généralisée a(P) définie sur C. Afin de passer a la
formulation discrétisée, il suffit de définir des sous espaces de dimensions finies Sald a partir de
S é 4 En pratique, on discrétise la courbe C en N €léments de tailles pouvant €tre différentes (sur
la Fig. 3, C est discrétisée en huit éléments de méme taille). L’amplitude a(P) est considérée
commme constante le long de secteurs angulaires a}-’. Ainsi :

:Zn:l/weXPds—Zahw (X) 4)

i=1
Dans le cas de I’assemblage de deux sous-stuctures S et S;, la formulation variationnelle conduit
a un systeme d’équations de dimension finie dans le domaine complexe.

Ka=f (5

K= E}ﬁ +Zy, ot El]') est la matrice d’amortissement symétrique, définie positive, associée a la
puissance dissipée, et Zy, est la matrice associée a la forme bilinéaire définie par I =7y £
est le vecteur associé a la forme linéaire et a est le vecteur des amplitudes inconnues.



a(P)we(X,P)

al'we(X,P)

Figure 1 — Discrétisation angulaire des amplitudes

2.3 Le modéele d’interface

Chaque interface est une entité mécanique dont le comportement spécifique dépend du type
de connections ; par exemple, une interface élastique avec amortissement hystérétique entre deux
plaques non coplanaires est décrite par :

—niMn; +nMony =0 Equilibre (6)

1
E(ﬂMlﬂ+@M2@) = —ke(L+me)(Wip, +wan,) Comportement @)

ou k. est le coefficient de rigidité a la flexion et M. le coefficient d’amortissement. Dans cette
application, la nature aléatoire de la réponse provient uniquement du comportement aléatoire des
liaisons entre certaines sous-structures. Les parametres incertains de liaisons sont modélisés par
un ensemble de variables aléatoires {a(8)}, 6 appartenant a un certain espace des événements €.

2.4 Discrétisation dans I’espace aléatoire : le Chaos Polynomial (ECP)

Les parametres d’interface stochastiques conduisent a un systeme linéaire similaire a Eq. (5) :
K(8)a(6)=f )]

La variable a(6) peut se décomposer dans la base du Chaos Polynomial [4] :
P
a(G) = Zai‘Pi(e) (9)
i=0

ot {\P;(0)} sont des polynomes des variables aléatoires gaussiennes {&;(8)}, lesquels forment une
base complete dans 1’espace de Hilbert des variables aléatoires du second ordre. Le nombre de po-
Iynomes P dépend de I’ordre p de la décomposition Chaos et du nombre L de parametres stochas-
tiques d’entrée. Supposons que les parametres matériaux soient constants le long de I’interface.
Sinon une décomposition de Karhunen-Loeve peut étre utilisée pour représenter la dépendance
spatiale et stochastique des caractéristiques d’interface.
Le parametre stochastique d’interface o(0) est une variable aléatoire définie par :
B 2 arcsin(Erf(%))

o(8) = (1 +8g(§(6))) avec g(x) -y (10)




ol @ est I’espérance mathématique de o(6), 8 le coefficient de variation (écart-type divisé par la
moyenne), §(0) une variable normale centrée réduite §(6) ~ N(0, 1) et g une fonction non linéaire
telle que la densité de probabilité de a(8) soit a support borné.

P L
Le systeme (Eq. (8)) devient : Z Z ciiKiaj = doef k=0,1,...P, ou les coefficients c; ik
j=0i=0
représentent (g(&;)W;(8)Px(0)) et ne sont calculés qu’une seule fois. Les inconnues a; sont ob-
tenues par la résolution de ce systeme linéaire de taille (P+ 1) n x (P+ 1) n (n étant le nombre de
degrés de liberté) [4].

3 Exemple : Ecran tactile

L’ exemple proposé représente un écran tactile de nouvelle génération (www.sensitiveobject.fr).
Il s’agit d’une dalle de verre rectangulaire reliée au bati par des joints élastomeres. Les joints uti-
lisés étant de structure alvéolaire, leur comportement élastique varie beaucoup en fonction de leur
taux de compression. Les raideurs et amortissement liés a leur comportement en translation verti-
cale comme en rotation seront modélisés par des variables aléatoires.

Mesure de champ (1200 pts de mesure) a 1940 Hz

Solution TVRC a 1940 Hz (cadre de mesure en blanc)

Figure 2 — Discrétisation angulaire des amplitudes

Pour cette application, on utilise une décomposition dans le Chaos Polynomial d’ordre 2 (n=2)
avec 4 parametres aléatoires d’entrée (L=4) qui conduit au calcul de 15 coefficients associés aux
15 polynomes d’Hermite. Les histogrammes du déplacement au centre de la plaque entre la solu-
tion « Chaos » et la solution issue d’un tirage de Monte Carlo (10 000 tirages) sont tres proches
et attestent de la bonne réprésentation de la solution par la méthode proposée. Il est alors possible
de construire des fonctions de réponse en fréquence probabilistes permettant de matérialiser 1’in-
fluence de la variabilité du comportement des joints sur une large gamme fréquentielle comprenant
les moyennes fréquences. Une fois ces réponses construites, on revient dans le domaine temporel a



I’aide d’un transformée de Fourier inverse [5] ce qui permet de reconstruire la solution temporelle
probabiliste a un impact sur 1’écran.

Figure 3 — Fonction de réponse en fréquence probabilistes

3.1 Conclusion

La TVRC est une approche générale de résolution de calcul de structures dans le domaine des
vibrations moyennes fréquences qui conduit a la résolution d’un systeme linéaire de tres petite
taille. Son couplage avec des approches de type chaos polynomial se fait donc a colit numérique
raisonnable ce qui permet d’envisager des simulations de réponses temporelles probabilistes pre-
nant en compte le contenu moyenne fréquence du signal.
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