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Résumé— Dans ce travail, une formulation multi-patchs Arlequin est développée pour la mo-
délisation flexible et la simulation performante des structures complexes de type aube de turbine
multi-perforée. En outre, en s’inspirant de la méthode FETI, on propose une stratégie de réso-
lution itérative, parallèle et préconditionnée des problèmes Arlequin discrets. Des préconisations
pratiques pour la construction d’un patch et la distribution des patchs dans la structure sont don-
nées. La pertinence de notre approche est éclairée par des tests numériques.

Mots clés— multi-patch, multi-échelle, défaut, sous-structuration, méthode Arlequin, méthode
FETI, preconditionneur.

1 Introduction

Soumises à des chargements, des structures complexes telle qu’une aube de turbine multi-perforée
présentent des phénomènes mécaniques variant sur des échelles différentes. La modélisation de
ces structures nécessite, par nature, l’utilisation de méthodes numériques multi-échelles prenant
en compte les phénomènes locaux et globaux de manière couplées. La faisabilité d’une telle simu-
lation dans le cadre multi-modèles et multi-échelles Arlequin [2, 3] a été abordée dans [7] (dans
un cadre modèle). En particulier, pour des éléments finis de bas degré, l’étude paramétrique des
dimensions du patch Arlequin a montré que la taille de sa zone libre par rapport au pas du maillage
substrat conditionne la précision du modèle éléments finis Arlequin : cette zone libre doit contenir
au moins les éléments du modèle global grossier touchés par les phénomènes mecaniques loca-
lisés. En outre, nous avons donné dans [7] les premiers éléments sur la performance numérique
que l’on peut tirer de l’adaptation de la méthode FETI [1] à la résolution des problèmes Arle-
quin discrets. Ce travail s’inscrit dans la continuité de ces travaux antérieurs. Nous progressons
dans trois directions. En premier, nous élaborons un préconditionneur naturel pour notre solveur
itératif. Dans un second temps, nous proposons des préconisations pratiques sur les distances cri-
tiques inter-patchs en deça desquelles nous recommandons leur fusion en un seul patch. Enfin,
pour optimiser davantage les coûts des calculs, nous montrons l’intérêt d’utiliser une cascade de
patchs.
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Ce papier est structuré comme suit. En section 2, et dans le cadre de l’élasticité linéaire, nous
donnons des écriturescontinues et discrètes d’un problème Arlequin mixte multi-patchs. Dans
la section 3, nous presentons une stratégie de resolution itérative parallèle de type FETI adaptée
aux problèmes Arlequin multi-patchs, nous proposons un préconditionneur naturel, temoignant de
l’interêt du couplage énergétique. Pour la section 4, nous étudions numériquement la question de la
distance critique inter-patchs et nous détaillons la notion de patchs intermédiaires. Des conclusions
et perspectives clôturent le papier.

2 Formulations Arlequin multi-patchs
On considère une structure occupant la fermeture d’un domaine bornéΩ, comportantn inclusions
disjointes (cf. Figure 1 (a)). On suppose que la structure est encastrée sur une partieΓ de son bord
et libre sur la partie complémentaire. On suppose que les caractéristiques mécaniques des inclu-
sions sont différentes de celles de la matrice. On noteEi ,νi le module de Young et le coefficient
de Poisson des matériaux constitutifs des inclusionsi, i = 1, ...,n et E0,ν0 les caractéristiques de
la matrice.

(a). mono-modèle multi-defaut (b). modèle Arlequin multi-patchs.

Figure 1– mono-modèle multi-defaut et modèle Arlequin multi-patchs.

2.1 Formulation Arlequin continue du problème
Dans le cadre Arlequin, on superposen patchsΩ1, ...,Ωn (auxn inclusionsIi) sur la structure saine
Ω0 (cf. Figure 1 (b)). On noteΩ0i = Ω0∩Ωi , Ωg

0i la zone de collage entreΩ0 et Ωi , etΩ f
0i la zone

libre. Pour la clarté, on suppose que∂Ωg
0i ⊃ ∂Ω0i ,∂Ω0i ∩ ∂Ω0 = /0, et que les inclusions sont

contenues strictement dansΩ f
0i. Ainsi, le problème Arlequin multi-patchs mixte, avec couplage de

type énergétique s’écrit :
Trouver(u0,u1, ...,un) ∈W0×W1× ...×Wn et (λ01, ...,λ0n) ∈Wg

01× ...×Wg
0n tels que































∀v0 ∈W0,
Z

Ω0

α0 σ0(u0) : ε0(v0) +
n

∑
i=1

Ci(λ0i, v0) =
Z

Ω0

β0 f .v0

∀vi ∈Wi ,
Z

Ωi

αi σi(ui) : εi(vi) − Ci(λ0i, vi) =
Z

Ωi

βi f .vi (∀i = 1, ...,n)

∀µi ∈Wg
0i, Ci(µi , u0−ui) = 0 (∀i = 1, ...,n)

(1)

où pour touti = 0, ..,n αi et βi désignent les fonctions de pondérations des énergies interne et
externe, vérifiant les hypothèses habituelles, et où

W0 = {v0 ∈ H1(Ω0) ; v0 = 0 surΓ} (2)

Wi = H1(Ωi) etWg
0i = H1(Ωg

0i) (3)

Ci(λ0i,v) =
Z

Ωg
0i

σi(λ0i) : εi(v) (4)

On définitσi le tenseur de contrainte du domaineΩi tel que :

σi(x) =

{

σ(E0,ν0) si x∈ Ωi/Ii
σ(Ei ,νi) si x∈ Ii

∀i = 1, ...,n et σ0(x) = σ(E0,ν0) si x∈ Ω0

On note que les modes rigides des multiplicateursλ0i doivent être traîtés pour des raisons de
stabilités (voir [4]).
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2.2 Formulation Arlequin discrète
Pour discrétiser le problèmeArlequin multi-patchs, on utilise la méthode des éléments finis, on
obtient ainsi le système matriciel suivant :

[

A BT

B 0

] [

U
Λ

]

=

[

f
0

]

(5)

avec :

•Bi, j =







C0i si j = 1
−C j j si j = i +1
0 sinon

∀i = 0, ...,n−1,
∀ j = 0, ...,n,

et Ai, j =

{

K i si j = i
0 sinon

∀i, j = 0, ...,n,

•Λ = [ λ01... λ0i ... λ0n], f = [F0... F i ...Fn] et U = [U0... U i ...Un]

oùK i , Ci j , F i , U i etλ0i sont respectivement les matrices de rigidités du domaineΩi , de couplages,
les vecteurs forces et déplacements du domaineΩi et les forces de collages (multiplicateurs) du
domaineΩ0 avec le patchΩi .

3 Stratégie de résolution itérative
Pour résoudre de façon performante et en parallèle le système (5), on présente dans un premier
temps une stratégie itérative parallèle consistant en une adaptation de la méthode FETI pour les
problèmes Arlequin multi-patchs. On discute, dans un second temps des préconditionneurs.

3.1 FETI pour Arlequin
Les problèmes Arlequin étant sous-structurés par nature, ils se prêtent bien à des résolutions par
des méthodes de sous-domaines. L’approche consiste à resoudre un problème condensé sur les
zones de collages (les équations des multiplicateurs) des différents patchs par l’elimination des
différents déplacements. Ceci entraîne la résolution de problèmes locaux mal posés lorsque les
patchs sont des structures flottantes. Toutefois, on s’inspirant de la méthodologie FETI, nous pou-
vons écrire :

{

U i = K+
i (F i +CT

ii λ0i) +R(i)α(i)

R(i)T
(F i +CT

ii λ0i) = 0
(∀i = 1, ...,n) (6)

où K+
i et R(i) designent respectivement la pseudo-inverse et une base du noyau deK i . Cela nous

conduit au problème condensé suivant :

[

D G
GT 0

] [

Λ
α

]

=

[

d
e

]

(7)

avec :
•Di, j =

{

C0iK
−1
0 CT

0i + Cii K
+
i CT

ii si j = i
C0iK

−1
0 CT

0 j sinon
∀i, j = 1, ...,n

•G = [... Cii R(i) ...], α = [... α(i) ...]

•d = [... C0iK
−1
0 F0 − Cii K

+
i F i ...] ete= −[... R(i)T

F i ...]

Ce système est résolu par une méthode de gradient conjugué projeté. L’algorithme projeté consiste
à rechercher la solutionΛ sous la formeΛ = Λ0 +PΛ̄ avec :

P = I − G(GTG)−1GT et Λ0 = G(GTG)−1e (8)
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3.2 Préconditionneurs

Afin d’optimiser le coûten temps de calcul, la convergence du système (7) peut-être améliorée à
l’aide de préconditionneurs adaptés. Contrairement aux approches duales classiques, la méthode
Arlequin n’a pas besoin d’un preconditionneur global pour assurer la scalabilité. En effet, le mo-
dèle global joue le rôle du préconditionneur global, il transmet naturellement l’information à l’en-
semble des patchs, en même temps (cf. Figure 2). Ainsi le nombre d’itérations ne devrait pas
croître avec le nombre de patchs.

Figure 2 – mouvements rigides des patchs

Cependant, pour être efficace d’un point de vue calcul, des préconditionneurs locaux sont necés-
saires. Le principe consiste à préconditionner les contributions apportées par chaque patch dans
l’opérateur du problème condensé . Pour un patchi, le fait d’utiliser un couplage énergétique
fait que sa contributionCii K

+
i CT

ii est homogène à une matrice de rigidité. C’est la raison pour
laquelle nous proposons d’utiliser la matriceC−1

ii comme préconditionneur local. Ce dernier a
montré de grandes potentialités dans [7], pour un problème modèle mais significatif. Nous en don-
nons d’autres illustrations pour des problèmes plus généraux.

4 Préconisations pratiques pour les patchs
Dans la section précédentes, nous avons donné une formulation Arlequin multi-patchs et expliqué
comment résoudre les problèmes éléments finis associés. En pratique, pour une structure de type
aube de turbine multi-perforée et pour un maillage grossier donné de l’aube sans perforations, la
préconisation sur la taille de la zone libre d’un patch [7] soulève deux questions pratiques impor-
tantes :

(i) dans quelles conditions serait-il possible d’utiliser plusieurs patchs ?
(ii) comment éviter l’utilisation d’un patch fin occasionnant des coûts conséquents dans le cas

où l’atération est de dimension très faible par rapport à l’élément grossier qui la contient ? (cas de
petits trous ou petites inclusions dans une grande structure)

Les deux études numériques présentées ci-dessous donnent des éléments de réponse et des préco-
nisations pratiques.

4.1 Distribution des patchs dans une structure multi-défauts

Dans un premier temps, nous étudions numériquement le cas simple 1D d’une barre contenant
deux inclusions. Pour cela, nous considérons une barre élastique où le module de Young est
E1 = 1Pa, sauf en deux zones de très faibles tailles relatives dont le module de YoungE2 vaut
10−2Pa et 10−1Pa . La barre est encastrée à ses extrémités et soumise à une densité "volumique"
d’efforts. Deux modèles EF fins locaux, englobant chacun une des deux zones d’affaiblissement,
sont superposés à un modèle EF grossier de la barre substrat, dans le cadre Arlequin. Les modèles
locaux sont fortement pondérés et respectent la taille minimale préconisée pour la zone libre [7].
Nous avons mené une étude dans laquelle nous avons fait varier la distance inter-zones libres des
patch, pour des tailles de mailles grossières différentes. Les solutions calculées sont comparées à
une solution de référence dans la Figure 3. Il apparaît clairement que la distance inter-zone libre
des patchs doit être d’au moins un élément grossier du substrat pour disposer des patchs dans une
structure multi-inclusions.

4



0 1 2 3 4 5
−10

−8

−6

−4

−2

0

Size of free zone per patch
R

el
at

iv
e 

er
ro

r−
L2

H=2
H=1

Figure 3 – Erreur relative L2 / à la taille des zones libres des patchs pour différentsH

A titre d’illustration, nousavons également reporté sur la Figure 4 les solutions Arlequin et de
référence dans le cas où la préconisation pratique ci-dessus est respectée et dans un autre où elle
ne l’est pas. Les solutions obtenues lorsque les deux patchs sont, soit séparés par un élément
macro., soit se recouvrent, sont données et comparées à la solution classique obtenue pour un
mono-modèle EF fins (où on noteH le pas du maillage substrat).
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(a). recouvrement de patchs (b). patchs separés par unélément macro.
Figure 4 – Comparaison de la solution Arlequin avec la solution EF fin

4.2 Patchs de transition

La préconisation pratique sur la taille de la zone libre d’un patch n’autorise pas l’usage de patchs
intra-éléments grossiers. Par conséquent, même dans les situations où la tailleε d’un "défaut" est
très petite par rapport à la tailleH de l’élément substrat qui le contient, le nombre d’éléments
finis (implicitement fins) utilisés pour le patch restera élevé, induisant ainsi des coûts élevés. Pour
redresser cette situation, tout en préservant la flexibilité de la méthode Arlequin (en particulier, ne
pas remailler le modèle substrat), nous proposons une approche par cascade de patchs que nous
illustrons par un exemple très simple. Nous considérons une barre élastique occupant un domaine
Ω de tailleL. Le module de Young du matériau est de 1Pa,sauf sur une très petite zone de tailleε
où il est de 10−2Pa.La barre est encastrée à ses extrémités et soumise à une densité "volumique"
d’efforts. Pour résoudre ce problème dans le cadre Arlequin, nous utilisons un maillage global
de Ω0 de taille H >> ε. A ce maillage, nous superposons un patchΩ1 intermédiaire dont la
zone libre respecte la préconisation pratique par rapport àH. Un maillage intermédiaire deΩ1 de
pasHi est utilisé. Ce modéle intermédiaire n’est pas suffisamment fin (ni de taille, ni en modèle)
pour capter les phénomènes localisés d’interfaces (discontinuités de la déformation). Un deuxième
patchΩ2 est superposés au domaineΩ1, au niveau de la zone critique. Ce second patch respecte
la préconisation pratique portant sur la taille minimale de la zone libre par rapport àHi . En outre,
il est maillé finement pour capter les phénoménes localisés d’interfaces (cf. Figure 5)
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Figure 5 – Modèle Arlequin 2 patchs

Les résultats obtenus lorsqueon utilise un patch Arlequin intra-élément global et lorsqu’on intro-
duire un deuxième patch ou patch de transition assurant le "dialogue" entre le modèle grossier et
le modèle fin sont représentés sur la Figure 6. Ils sont comparés à la solution analytique.
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(a). patch intra-élémentaire global (b). passerelle interméditaire : patchde transition.
Figure 6 – Comparaison de la solution en deplacement Arlequin et de la solution analytique

On remarque l’utilisation d’un patch Arlequin de transition adapté permet d’obtenir un bon com-
portement de la solution avec un coût relativement comparable à une analyse monopatch intra-
élémentaire substrat.

5 Conclusion et perspectives
Dans ce travail, nous proposons une stratégie de resolution itérative parallèle de type FETI adaptée
aux problèmes Arlequin multi-patchs, avec une définition naturelle de préconditionneurs locaux
temoignant de l’interêt du couplage énergétique. Par ailleurs, l’analyse des résultats numériques du
problème Arlequin bi-patch 1D nous a permis d’établir que la distance inter-zone libre des patchs
doit être d’au moins un élément grossier du substrat pour disposer des patchs dans une struc-
ture multi-defauts. Enfin, pour optimiser davantage les coûts des calculs, nous montrons l’intérêt
d’utiliser une cascade de patchs (patch de transition).
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