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Résumé – Une technique de réduction de modèles combinant une variante contrainte de la 
méthode de décomposition aux valeurs propres avec un métamodèle par krigeage est proposée 
pour représenter de manière économique et précise des écoulements au sein de la chambre de 
combustion d’un moteur thermique. Le modèle généré est ensuite directement exploitable pour 
l’optimisation multicritère de la forme du conduit afin de trouver un front de Pareto pour deux 
objectifs antagonistes : la puissance du moteur et le respect de l’environnement. 
Mots clés – Optimisation multicritère, réduction de modèles, krigeage, POD, POD contrainte, 
conduit d’admission. 

1 Introduction 
Dans cette étude, on s’intéresse au développement et à l’utilisation de modèles réduits pour 

l’optimisation. Le calcul de la fonction objectif est coûteux en temps CPU si une simulation 
numérique haute fidélité (éléments finis, volumes finis, etc.) est utilisée. Même si avec l’aide de 
plates-formes de calcul parallèle on peut diminuer le volume de calcul, celui-ci reste trop élevé à 
cause du nombre de simulations et du coût de chaque simulation. De plus, des contraintes 
informatiques peuvent également entrer en considération (gestion des licences et 
environnements de calcul, utilisation efficace de plates-formes de calcul à haute performance). 

En conséquence, une approche largement utilisée consiste à construire des métamodèles 
associant les variables de conception v (par exemple les paramètres définissant la géométrie 
d’une pièce mécanique) aux réponses y (masse, tenue mécanique, etc.). Une large gamme de 
méthodes d’approximation a été proposée à cet effet dans la littérature, parmi lesquelles on peut 
citer les surfaces de réponse polynomiales, le krigeage, l’approximation diffuse, les réseaux de 
neurones ou encore les réseaux de fonctions à base radiale [1]. 

Néanmoins, cette méthodologie comporte une limitation importante : pour des phénomènes 
physiques complexes, ou lorsque le nombre de variables de conception est élevé, des surfaces de 
réponse liant directement les variables de conception v aux réponses y peuvent lisser 
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abusivement le comportement réel. Ce phénomène a été observé notamment dans le cas de 
l’optimisation d’une aile flexible 2D soumise à un couplage fluide-structure [2].  

Pour construire des modèles réduits de meilleure qualité, au lieu de représenter les 
grandeurs globales, l’approximation peut être réalisée directement sur les champs vectoriels 
résultant de la simulation numérique. Cependant, comme ces grandeurs comportent 
généralement un grand nombre de composantes (e.g. le champ des vitesses nodales pour un 
maillage tridimensionnel), une technique de décomposition est envisagée. 

Dans cet article, une stratégie de réduction de modèles est proposée pour répondre à ces 
problématiques, combinant une stratégie originale de décomposition aux valeurs propres et une 
méthode d’approximation par krigeage des coefficients. Ensuite, l’application de la 
méthodologie à l’écoulement du mélange air-combustible dans une chambre de combustion 
d’un moteur Renault est présentée. 

2 Réduction de modèles par POD contrainte 
La première étape consiste donc à réduire un champ p=( p1, p2 , ... , pn )Τ, que l’on supposera 

de taille n (correspondant par exemple au nombre de nœuds d’un maillage). L’objectif est de 
caractériser ce champ p à l’aide d’un nombre restreint de paramètres scalaires.  

A cet effet, une décomposition POD (Proper Orthogonal Decomposition) [3] est 
investiguée à partir d’un plan d’expériences {p(k)

 ; k = 1,…, M} déterminé par exécution d’un 
modèle « haute fidélité » pour un échantillon représentatif de « clichés » correspondant aux 
points dans l’espace de conception. Le but est de déterminer une base Φ  telle que : 

                                  ,                                                            (1) 

expression dans laquelle  est la contribution moyenne sur les M clichés, Φ  est la base POD 
constituée de M vecteurs  appelés modes et α (k) sont les coefficients de la combinaison 
linéaire. Le calcul de Φ  est décrit dans [4] ; on observe qu’en général, l’essentiel de la 
contribution énergétique est localisé dans les premiers modes [5]. L’approximation POD 
consiste alors à ne conserver qu’un nombre restreint m de modes : 

                             .                                                       (2) 

Néanmoins, cette troncature de la base entraîne inévitablement une non-conservation de 
grandeurs intégrales, notamment celles qui seraient définies comme des applications linéaires ℓ 
sur p : 

                              qPOD,(k) = ℓ( pPOD,(k) ) ≠ q(k) = ℓ(p(k)). (3) 

Pour obtenir une approximation du vecteur p qui garantit la préservation des applications 
linéaires (3), une méthode originale consiste à remplacer les coefficients α (k) par les coefficients 
γ (k), en gardant la même base Φ . Les coefficients γ (k) = ( γ1

(k)
 … γm

(k) )Τ, k= 1, … , m sont 
déterminés de manière à minimiser l’erreur J(γ (k)) commise par l’approximation, tout en 
imposant la conservation des r applications linéaires ℓj ,  j = 1, … , r : 

                                                                                  (4) 

                              soumis à :                                       (5) 

On peut réécrire le système (4-5) de la manière suivante : 
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                                                      (6) 

                         soumis à :  (7) 

Cette stratégie porte le nom de POD contrainte, ou CPOD (Constrained Proper Orthogonal 
Decomposition).  

En utilisant en un point  l’approximation par éléments finis 

, où p(k) (x) et  
sont les champs continus, N(x) les fonctions de forme et p(k), pCPOD,(k) les vecteurs de valeurs 
nodales, on peut réécrire le système (6-7) avec la matrice W définissant les r applications 
linéaires : 

   (8) 

 soumis à :  (  . (9) 

En définissant le lagrangien L (γ (k), λ) =  et en écrivant les 
conditions d’optimalité du premier ordre par rapport à γ (k) et à λ , on aboutit au système suivant : 

                   (10)
 

                   . (11) 

Sous forme matricielle, on aboutit finalement à l’expression :  

                . (12) 

La dimension du système est égale à la somme du nombre de modes m et du nombre de 
restrictions r.  

3 Métamodèles par POD contrainte et krigeage 
En pratique, la stratégie complète de réduction de modèles, initialement proposée dans le cas 

de problèmes couplés fluide-structure [6] et utilisée ici en combinaison avec la CPOD, se divise 
en quatre étapes : 

1. exécution d’un plan d’expériences de simulations numériques « haute fidélité » pour 
obtenir M clichés ; 

2. calcul de la contribution moyenne  et de la base POD  ; 

3. calcul des coefficients  par CPOD (12) ; 
4. à partir des données calculées aux points 2 et 3, un métamodèle généraliste permet de 

déterminer pour n’importe quel jeu de variables de conception v une 
approximation  des coefficients CPOD correspondants, et donc de reconstruire le 

= M (matrice de masse) 
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champ p, et d’en déduire les grandeurs post-traitées. Dans ce travail, c’est un métamodèle 
basé sur le krigeage qui est utilisé. 

La section suivante illustre l’utilisation de ces modèles réduits sur dans le cas du 
dimensionnement d’un conduit d’admission équipant un moteur Renault. 

4 Application à l’optimisation multiobjectif d’un conduit 
d’admission  

L’application industrielle étudiée est un conduit d’admission guidant le mélange dans la 
chambre de combustion. Le but est de maximiser deux critères antagonistes : le tumble t (ou 
vorticité), caractérisant la qualité du mélange de l’air et du combustible dans la chambre de 
combustion (réduction de la pollution), et le débit q (performance). Ces deux grandeurs 
dépendent de la géométrie du conduit pilotée par six variables CAO v = ( v1 , … , v6 )T, et sont 
calculées en fonction du champ de vitesse dans une zone fixe située dans le cylindre (voir figure 
1, à gauche).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 1 - lignes d’écoulement obtenues par simulation CFD « haute fidélité » (à gauche) et 
front de Pareto obtenu par métamodèle de krigeage sur les coefficients CPOD (à droite). 

 
Nombre d’itérations 50  

MOGA  
La taille de population initiale 

250 
(146 points du plan d’expériences 

+ 104 points aléatoires) 
Corrélation Gaussienne  

Krigeage Régression polynôme d'ordre 0 

Tableau 1- Paramètres de MOGA et Krigeage 

L’optimisation multicritère a été réalisée à l’aide de l’algorithme génétique MOGA [7] 
disponible dans l’environnement DAKOTA développé par Sandia Labs en 1994, et dont 
l’implémentation se classe dans la catégorie des algorithmes parallèles à gros grain [8]. Elle 
utilise une population initiale étant constituée notamment des points du plan d’expériences, pour 
progressivement converger vers les solutions de compromis entre les deux critères (également 
dénommées front de Pareto).  

Les algorithmes de krigeage sont ceux de la boîte à outils DACE [9]. Les paramètres de 
MOGA et du krigeage sont donnés sur le tableau 1. 

Les résultats de l’optimisation multiobjectif sont présentés sur la figure 1 (à droite). On 
constate d’emblée le caractère interpolant du métamodèle : les valeurs obtenues pour les points 
du plan d’expérience coïncident exactement avec les points initiaux calculés à partir de la 

conduit d’admission 
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simulation « haute fidélité ». Le résultat obtenu domine le plan d’expériences, on trouve donc 
un front de Pareto. Des résultats plus détaillés, incluant notamment une analyse fine des 
paramètres de la méthode (nombre de modes choisis pour la CPOD, l’influence du choix des 
paramètres du krigeage) seront présentés et discutés lors de l’exposé oral. 

5 Conclusions  
Dans ce travail, une stratégie originale de décomposition aux valeurs propres contrainte 

(CPOD) a été proposée, combinée à un métamodèle (krigeage). Cette approche permet de 
décomposer une grandeur physique (champs de vitesses, de pression) tout en assurant la 
préservation de réponses définies par applications linéaires (débit, portance, etc.). La 
méthodologie de réduction de modèles ainsi proposée est ensuite appliquée à l’optimisation 
multiobjectif d’un conduit d’admission développé par Renault, illustrant l’intérêt de la CPOD 
pour représenter des champs complexes préservant des grandeurs intégrales comme le débit ou 
le tumble. 
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