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Résumé— Le couplage de modékpparait comme un défi dans la compréhension des différents
phénoménes physigue mis en jeu. Les modeéles numériques doivent tenir compte des différentes
échelles spatiales et temporelles d'un probléme. Dans ce contexte, sous réserve que les modéles en
espace sont formalisés dans le cadre d’'une méthode de décomposition de domaine de Schur duale
(sans recouvrement), nous proposons un cadre unifié pour coupler de grandes classes de schémas
numeériques en temps avec des échelles de temps éventuellement trés différentes.

Mots clés— Méthode de sous-domaines, Multi-échelle en temps, Schéma numérique, Décompo-
sition de Schur Dual.

1 Introduction

Au cours de ceslerniéres années, le couplage de shéma d'intégration en temps a été un do-
maine de recherche actif. Belytchko et Mullen [1] ont été parmi les premiers a proposer une mé-
thode de sous-cyclages qui soit multi-échelle en temps. Les méthodes de sous-cyclages ne per-
mettent pas d'utiliser de grand ratio entre les différentes échelles de temps. Plus récemment, nous
pouvons citer le travail de Casadei [2] dans le cadre de la dynamique transitoire explicite avec des
échelles de temps locales éléments par éléments.

La méthode FETI proposée par Farhat [3] offre un cadre intéressant et relativement général pour
exprimer le couplage dans un formalisme de Schur dual. Cette méthode a été initialement étendue
a la dynamique transitoire des structures par Gravouil et Combescure (GC méthode) [4]. lls ont
proposé une méthode de couplage multi-échelles en temps des schémas de Newmark et montré
une dissipation d’énergie a I'interface pour de grand ration entre les échelles de temps. Prakash
et Heljsmtad [5] ont proposé par la suite une méthode de couplage inspiré de la GC méthode qui
permet d'assurer un travail de I'interface nul pour les schémas de Newmark.

Nous proposons dans ce travail une méthode générale de couplage de sous-domaine avec des sché-
mas d’'intégration en temps différents [6]. Cette méthode autorisera I'emploi d’échelle de temps
différente sous-domaine par sous-domaine avec de large rapport entre les échelles. Cette méthode
est élaborée en assurant un travail des interfaces entre les sous-domaines qui soit nul. Nous pro-
posons pour cela un formalisme de couplage de schémas multi-échelles en temps qui permet de
choisir le schéma d'intégration en temps et I'échelle de temps approprié sous-domaine par sous-
domaine.



2 Probleme de référence

On considére un corps occupamtdomaine? de frontiéredQ au temps € [0, T]. Le matériau
constitutif est supposé homogene et isotrope de masse volumidues conditions aux limites
sont constituées de vitesseset d’effortst imposés respectivement sur les frontie?€s et 0Q;

tel quedQ; UoQ, = 0Q , 0Q; N0Q, = 0. Le problémede réference est de trouver le couétgg)

définis surQ x [0,T]. Lintégration sur l'intervalle de temp$0,T]| du Principe des Puissances
Virtuelles sur I'intervalle de temp®,T] s’écrit :

/OT [/Qv [M(U)—f—p?:]dfl]dtzo W, eV’ 1)

Dans cet article, les espadesictionnels ne sont pas détaillés. On suppose les quantités correspon-
dantes suffisamment régulieres et a énergie finie. Il est possible de faire apparaitre explicitement
les conditions aux limites sur la frontiéd€, dans le formulation faible finale (1). On consideére

par la suite des conditions aux frontiéres linéaires de la fgwe=v —v,.

[ [ou(e) -t-522] ool s [ [ atvinon] o=

YW, eV etVA eN

(2)

Le champA est un champ denultiplicateurs de Lagrange. Lintroduction de fagon usuelle de la
méthode des éléments finis dans la formulation (2) ainsi que la discrétisation de I'intervalle de
temps|0, T| permet d’écrire :

th th

/t V. [Ma-+ " == L2 d+ [ ALy, vt =0 W, € 9 WA e @3)

n+1 n+1
ou L est I'opérateur de restriction sur I'interface du domaine. La formulation (3) donne une for-
mulation au sens faible de I'équilibre sur l'intervalle de terfipdn;1]. En conséquence, il existe
uninstant,, s € [th,tnh;1] avecg < [0,1] tel que I'équilbre est vérifie au sens fort (équation (4)a).
Nous supposons que les multiplicateurs de Lagrange sont constants par intervalle d& temps
ce qui permet d'écrire une condition sur le cont@yr (équation (4)b). Ainsi étant donné que la
formulation faible (3) est vérifi€ev,_ etVA , on peut écrire :

[ [Lv —vg]dt=0 @

th1

{ May, ¢ + it + LA =fet .

Ce paragraphe a permis de définir I'écriture au sens faible du probleme de référence en dyna-
mique. A partir de la, on propose au paragraphe 3 de donner la formulation faible d’'un probléme
dynamique transitoire décomposé en sous-domaines avec leur propre schéma numeérique en temps
et leur propre échelle de temps.

3 Formulation faible du probléme de sous-domaine

Dans ce paragraphe, on considére un domaine de réfé@ativesé en deux sous-domain@s
et Q. Cette partition crée une interface entre les sous-domaines. On considére que cette interface
est maillée sur chagque sous-domaine de fagcon compatible en espace. Nous proposons une méthode
de décomposition de domaine qui permet d'utiliser des schémas d’intégration en temps différents
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Figure 1 — (a) Méme échelle de temps (b) Différentes échelles de temps

sur chaque sous-domaine et/ou debelles de temps différentes. La condition de continuité a
I'interface correspondant a I'équation (4)b s’écrit comme :

tn
/t LA+ Lov® dt =0 5)

n+1

La formulation faible de ce probleme peut se présenter sous la forme :

M at+ 8 —f2 4+ LiA]

n+&a 0
[Mga® + i, — 2+ LeA] g, =0 (6)
[ LA+ Lgv®] dt=0

thi1

Cette méthode propose un formalisme général de couplage des schémas numériques en temps. En
effet, les équations (6)a et (6)b ont été établies sans émettre d’hypothese relative & une quelconque
famille de schéma numérique. Ainsi le choix du schéma adéquat est laissée a I'appréciation de
I'utilisateur.

Il est également possible d’envisager des échelles de temps différentes sur chaque sous-domaine
(Figure 3) en assurant un travail d’interface nul sur I'échelle grossiére en temps. En assurant la
condition (6)c, la méthode de couplage proposée assure que le travail des efforts d'interface soit
nulle. Dans les paragraphes (3.1) et (3.2), la discrétisation de la relation (6)c est présentée respec-
tivement dans le cas mono-échelle et multi-échelle.

On pose la notatior pour définir la moyenne sur I'intervalle de temps d’'une quantité vectorielle

X par :
_ thi1
X = / xdt 7)
th

Sl

3.1 Méme échelle de temps

L'intégration en temps est réalisée avec des pas de temps Bgaulk;. Nous considérons
que les multiplicateurs de Lagrange sont constants sur un intervalle de[tgrpsg|. Cela permet
d’assurer que l'intégrale de I'équation (6¢) soit vérifiée. En utilisant la notation (7), I'équation (6¢)
peut étre discrétisée comme suit :

tn
‘/t [LAVA+ LBVB] dt = hALA\TA+ hBLB\7B == 0 (8)

n+1

3.2 Différentes échelles de temps

Dans le cas ou des échelles de temps différentes sont utilisées, on considére que les multi-
plicateurs de Lagrange sont constants et égaux sur I'échelle fine en temps du sous-domaine B



(Figure 3b) entre les instants correspondants a ceux de I'échelle macro en temps du sous-domaine
A. Nous supposons également que les multiplicateurs de Lagrange de I'échelle fine sont égaux
a ceux de I'échelle grossiére en temps. Ainsi I'équation (6¢) est vérifiée et peut s’exprimer en
utilisant la notation (7) :

tn m
K [LAVA‘FLBVB}dt:hALAVA‘i_hBZLB\TJ-B:O (9)

n+1 =1

Pour plus de détails, le lecteur peut se référer a [6].

4 Reésultats

Afin d'illustrer cette méthode de couplage, le calcul dynamique d’'une barre en traction est
présenté. La barre est divisée en quatre sous-domaines (A, B, C, et D) de lohguguor (Fi-
gure 2). La structure est constituée d’un matériau homogene, isotrope, linéaire élastique avec un
module de Yound@ = 210- 10° Pa, une densité volumique de= 7800kg- m~3 et un coefficient
de Poisson de = 0.3. La barre est soumise a un effort de tractityg, = 1- 108N dépendant
du temps dont I'évolution est donnée Figure 3. Les quatre sous-domaines sont intégrés avec
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Figure 2 — Modéle de la barre soumise a un effort de traction
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Figure 3 — Evolution temporelle de I'effort de traction

guatre schémas numériquestemps différents (Newmark [7], HHT [8], Simo [9], Krenk [10]) et
des échelles de temps différentes. Les pas de temps sur chacun des sous-domaines sont tels que
hj = % j€ {A,B,C,D} etH =10°s. Lesparamétres des différents schémas numériques ainsi
gue les ratios entre échelles de temps sont rappelés dans le Tableau 1.
— Sous-domaine A : Simo
— Sous-domaine B : Krenk = 0.176

— Sous-domaine C : HHd@ = —-0.1



— Sous-domaine D : Newmagk= 0.5, =0

Sous-domaine A | B C D
m; 1| 250 | 500 | 1000

Tableau 1 — Ratio entre les différentes échelles de temps

Les déplacements, vitessesetélération d’'un noeud a I'interface entre les sous-domaines B et C
sont présentés respectivement sur les Figure 4a, 4b 4c. Les solutions sont comparées a un calcul
de référence obtenu a partir d'un calcul mono-domaine. On peut noter la bonne corrélation des
résultats avec un calcul de référence. Un bilan d'énergie est présenté a la Figure 4d afin de vérifier
gue la travail des efforts d'interfaces soit nul. Conformément a la théorie, nous obtenons un travail
d’interface nulle d’un point de vue numérique de I'ordre de 0 c’est a dire quinze ordres de
grandeurs inférieurs a la valeur maximale des énergies cinétique et potentielle.

Figure 4 — (a) Déplacament - (b) Vitesse - (c) Accélération

5 Conclusion

Nous proposons ici unméthode générale de couplage de sous-domaines autorisant I'emploi
de schémas d'intégrations en temps différents et des échelles de temps différentes. Cette méthode
a été développée a partir d'une formulation faible de I'équilibre afin d’assurer une dissipation
d’énergie nulle a l'interfaces entre les sous-domaines. Ainsi, la consistance et la stabilité globale
sont gouvernées uniguement par la consistance et la stabilité de chaque sous-domaines sans étre
perturbées par le travail des efforts d’interfaces. Cette méthode est adaptée aux problémes de simu-
lation d'impact (crash, séisme) lorsque différentes échelles de temps sont mises en jeu localement.
Cette méthode peut étre étendue aux problémes de couplage de modéles, atomistique-continu par
exemple, dans lesquels des échelles de temps trés différentes doivent étre couplées. L'extension de
cette méthode aux couplages de problémes multi-physiques comme le couplage fluide-structure
dans une stratégie de couplage de code [12] présente également d’'importantes perspectives.
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