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Résumé — On développe dans ce travail des éléments NURBS massifs coque pour traiter des pro-
blèmes statiques de structures minces et épaisses en petites perturbations. Une seule couche d’élément
est considérée dans l’épaisseur de la coque et le degré des fonctions dans cette direction est pris égal à
deux. Il est envisagé d’appliquer des techniques de projection B et de formulation mixte pour palier les
problèmes de verrouillage. Les éléments qui en découle sont très performants en terme de précision pour
des maillages grossiers, ils concurrencent tout-à-fait les meilleurs éléments massifs coque classiques.
Mots clés — analyse isogéométrique, élément massif coque, verrouillage, méthode B-bar

1 Introduction

Avec l’arrivée de l’Analyse IsoGéométrique (IGA) [1], le calcul de structures minces de type coque
peut désormais se faire sur la géométrie exacte de la structure. En effet, le concept repose sur l’utilisation
pour l’analyse par éléments finis des mêmes fonctions que celles qui servent à construire la géométrie
des modèles de Conception Assistée par Ordinateurs (CAO). Les fonctions NURBS (technologie la plus
courante en CAO) remplacent dès lors les polynômes de Lagrange. Ceci offre la possibilité de traiter
conception et analyse avec exactement les mêmes modèles géométriques : l’étape de maillage n’est plus
nécessaire. En plus de cet aspect géométrique, les fonctions NURBS ont une continuité d’ordre supérieur
aux noeuds (les discrétisations de degré p réalisent une continuité Cp−1) ce qui permet de calculer la
mécanique avec plus de précision (voir, par exemple, [2, 3] pour le cas des coques).

Toutefois, il a pu être constaté dans ces travaux que les éléments finis NURBS sont sensibles aux
phénomènes de verrouillage comme les éléments finis classiques. La stratégie de départ proposée par
les auteurs consiste à élever le degré d’interpolation, chose assez aisée avec les fonctions NURBS qui
se définissent facilement pour tout ordre. En revanche, ceci ne fait qu’atténuer le verrouillage sans ré-
soudre complètement le problème : même les éléments de haut degré ne sont pas totalement libres de
verrouillage et la précision dépend de paramètres critiques tels que l’élancement ou la courbure de la
structure. En outre, on peut remarquer que la plupart des formes usuelles peuvent se représenter de fa-
çon exacte avec des éléments finis NURBS de degré deux. Il parait ainsi intéressant de développer des
éléments NURBS de bas degré déjà performants pour l’analyse de coques. C’est dans ce contexte que se
place notre travail.

Les réponses à cette problématique si l’on considère les éléments finis classiques utilisant les poly-
nômes de Lagrange ont déjà plus de 40 ans d’histoire. À l’inverse si l’on se replace dans la situation
NURBS, on remarque que le développement de telles méthodes libres de verrouillage est assez nouveau
et encore peu d’applications au calcul de structures coques réelles 3D sont réalisées. Beaucoup de travaux
se restreignent pour l’instant aux poutres [4, 5]. Seul [6] semble à ce jour avoir véritablement démarrer
la discussion pour les coques.

Plutôt que de raisonner en terme de modèle de structure coque comme dans les contributions précé-
demment citées, on propose dans ce travail d’adopter la vision élément massif pour calculer les structures
élancées. Ce point de vue, largement abordé en élément fini classique [7, 8] n’a encore, à notre connais-
sance, jamais été appliqué aux éléments NURBS. L’idée est de prendre un élément basique de mécanique
des milieux continus 3D (avec seulement des déplacements aux noeuds comme degrés de liberté) et de
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considérer, pour limiter le coût de calcul, une unique couche d’éléments dans la direction de l’épais-
seur de la coque. Cette procédure a plusieurs avantages par rapport aux approches purement modèle de
structure tels que la capacité de modéliser à la fois des structures minces et épaisses tout en décrivant le
comportement dans l’épaisseur, la suppression de cinématiques complexes de type coque ou encore, la
simplification du maillage de géométries présentant des parties coques et massives. Par contre, comme
pour leurs homologues de type modèle de structure, ces éléments sont sujets au verrouillage.

L’objectif de ce travail est ainsi de développer des éléments finis isogéométriques NURBS massifs
coque de bas degrés efficaces. Pour cela, le comportement élastique linéaire dans le cadre des petites per-
turbations de structures minces est étudié. Ces éléments massifs coque possèdent un degré deux dans la
direction de l’épaisseur et une relation de comportement 3D complète est envisagée. Le premier élément
s’appuie sur une formulation mixte. De façon équivalente, il peut être construit à partir d’une méthode B.
L’élément est extrêmement précis mais conduit à une matrice de rigidité globale à inverser pleine. Pour
palier cela, le deuxième élément utilise la procédure des moindres carrées locaux [9] pour définir une
projection B modifiée, ce qui permet d’obtenir une matrice de rigidité globale possédant une structure
sparse. La projection étant dégradée, les résultats sont un peu moins précis mais leur qualité est largement
aussi bonne que ce qui se fait aujourd’hui en coque NURBS.

L’article est organisé comme suit : suite à cette introduction, l’élément standard NURBS massif coque
ainsi que les notations associées sont définis dans la Section 2 ; les méthodes proposées pour éliminer le
verrouillage sont développées dans la Section 3 ; Section 4 calcule un exemple de coque pour justifier de
la performance des éléments avant que des remarques de conclusion soient données dans la Section 5.

2 Formulation de l’élément NURBS massif coque standard

2.1 Problème de référence et notations

On se place dans le repère (⃗x, y⃗,⃗z) pour étudier le comportement élastique linéaire dans le cadre
des petites perturbations d’une coque épaisse ou mince d’épaisseur h et de surface moyenne A (voir
figure 1). Le domaine occupé par la coque est noté Ω. En un point M de Ω, on utilise la base (e⃗1, e⃗2, e⃗3)
orthonormée directe pour désigner le repère local à la coque : e⃗1 et e⃗2 sont deux vecteurs tangents à
la surface moyenne tandis que e⃗3 constitue le vecteur normal à la surface moyenne. On parlera dans la
suite "d’épaisseur" pour caractériser la direction e⃗3 et de "longueurs" pour caractériser les directions e⃗1
et e⃗2. La coordonnée locale parcourant l’épaisseur est notée z̃ (z̃ ∈

[
−h

2 ,
h
2

]
). On écrit aussi ξ, η et χ les

coordonnées normalisées (∈ [0,1]) qui parcourent les longueurs et l’épaisseur respectivement. La coque
est supposée soumise à un effort volumique f⃗ dans Ω et, on impose un effort surfacique F⃗ sur le bord ΓF

ainsi qu’un déplacement U⃗d sur le bord Γu. Les bords sont tels que Γu ∩ΓF =∅ et Γu ∪ΓF = ∂Ω. Enfin,
on considère un matériau homogène et isotrope pour la coque, son module de Young est noté E et son
coefficient de poisson ν.

M

e1

e2

e3

x

z

y Surface moyenne A Épaisseur h

f

F

Ud

Élement

Fig. 1 – Problème de référence.

Avec l’objectif d’utiliser le récent concept de l’IGA [1], la géométrie de la coque est construite en
utilisant la technologie NURBS. Considérant NA,A ∈ {1,2, ..,n} les n fonctions NURBS 3D ainsi que,
PA,A ∈ {1,2, ..,n} les points de contrôle associés de coordonnée x⃗A dans le repère (⃗x, y⃗,⃗z), la géométrie
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est définie par le vecteur position M⃗ tel que :

M⃗ =
n

∑
A=1

NAx⃗A. (1)

Afin d’utiliser les propriétés d’approximation supérieures des fonctions NURBS, on les prendra d’un
degré polynomial au moins égal à deux dans les trois directions de l’espace (en comparaison aux éléments
finis classiques où les fonctions de base sont habituellement prises linéaires). Concernant la continuité, le
raffinement du maillage (qui est uniquement suivant les longueurs car on ne considère dans tout ce travail
qu’une couche d’élément dans l’épaisseur) sera du type k-refinement, c’est-à-dire que l’on rajoute des
éléments en maintenant le plus haut degré de continuité des fonctions NURBS, à savoir Cp−1 au niveau
des noeuds pour un degré p. La position des points de contrôle ainsi que les fonctions NURBS associées
peuvent être déterminées de sorte de construire exactement des géométries coniques de coque (cylindre,
cône, sphere...) avec très peu d’éléments, ces géométries se conservant par la suite avec le raffinement du
maillage.

2.2 Formulation éléments finis NURBS

L’élément NURBS massif coque repose sur une formulation classique de type mécanique des milieux
continus 3D. On écrit le déplacement U⃗ et la contrainte σ⃗x au point M dans le repère (⃗x, y⃗,⃗z) tels que :

U⃗ = {u v w}T
(⃗x,⃗y,⃗z) ; σ⃗x =

{
σxx σyy σzz

√
2σxy

√
2σyz

√
2σxz

}T
. (2)

Une loi de comportement 3D complète est envisagée :

σ⃗x =Dε⃗x ; D=



λ+2µ λ λ 0 0 0
λ λ+2µ λ 0 0 0
λ λ λ+2µ 0 0 0
0 0 0 2µ 0 0
0 0 0 0 2µ 0
0 0 0 0 0 2µ

 ;
(

λ =
νE

(1+ν)(1−2ν)
, µ =

E
2(1+ν)

)
.

(3)
Se définissant les espaces fonctionnels

U =
{

V⃗ ∈
[
H1(Ω)

]3
, V⃗ |Γu = U⃗d

}
; V =

{
V⃗ ∈

[
H1(Ω)

]3
, V⃗ |Γu = 0⃗

}
, (4)

on peut obtenir la formulation variationnelle du problème de référence : trouver U⃗ ∈ U tel que :∫
Ω

−−−→
εx(⃗V )T D

−−−→
εx(U⃗)dΩ =

∫
Ω

V⃗ T f⃗ dΩ+

∫
ΓF

V⃗ T F⃗dΓF , ∀⃗V ∈ V . (5)

On utilise ensuite, comme classiquement en analyse isogéométrique, le principe des éléments isopa-
ramétriques, c’est-à-dire que l’on construit l’approximation U⃗h du champ de déplacement U⃗ à partir des
fonctions NURBS NA,A ∈ {1,2, ..,n} permettant de construire la géométrie de la structure :

U⃗h =
n

∑
A=1

NA(ξ,η,χ)⃗qA, (6)

où q⃗A =
{

uA vA wA
}T est le vecteur des variables de contrôle de U⃗h au point de contrôle A. L’espace

d’approximation associé est noté Qp,q,r pour des fonctions NURBS NA,A ∈ {1,2, ..,n} de degré polyno-
mial p en ξ, q en η et r en χ. Le report de l’approximation eq. (6) dans la formulation eq. (5) permet
d’obtenir le système linéaire à résoudre pour trouver la solution approchée du problème.

Afin de donner un sens aux déformations de la coque (retrouver les déformations de membrane,
cisaillement, pincement) et ainsi décrire la coque comme ce qui est fait avec un modèle de structure, on
préférera travailler dans le repère local (e⃗1, e⃗2, e⃗3). Celui-ci est construit à partir de la géométrie NURBS
comme suit : avec les deux vecteurs tangents t⃗1 et t⃗2,

t⃗1 =
n

∑
A=1

∂NA

∂ξ
x⃗A ; t⃗2 =

n

∑
A=1

∂NA

∂η
x⃗A, (7)
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et le vecteur normal à la coque n⃗,
n⃗ = t⃗1 × t⃗2, (8)

on prend

e⃗3 =
n⃗

||⃗n||
; e⃗1 =

t⃗1
||⃗t1||

; e⃗2 = e⃗3 × e⃗1, (9)

où ·× · fait référence au produit tensoriel entre deux vecteurs de R3 et || · || est la norme euclidienne 3D
habituelle. Dans ce repère, on note

ε⃗t =
{

ε11 ε22 ε33
√

2ε12
√

2ε23
√

2ε13

}T
; σ⃗t =

{
σ11 σ22 σ33

√
2σ12

√
2σ23

√
2σ13

}T
,

(10)
les vecteurs de déformation et de contrainte, et on calcule l’opérateur R tel que ε⃗t = Rε⃗x et σ⃗t = Rσ⃗x. On
vérifie alors la conservation de l’énergie de déformation c’est-à-dire que ε⃗t

T Dε⃗t = ε⃗x
T Dε⃗x.

On a pu remarquer au travers d’expérimentations numériques qu’il n’est pas nécessaire pour l’élé-
ment massif coque d’élever le degré d’approximation des fonctions dans l’épaisseur au delà de deux.
En d’autres termes, des fonctions quadratiques en χ permettent déjà d’atteindre une très bonne préci-
sion. Ceci semble cohérent car on retrouve la description classique utilisée pour construire un modèle de
structure coque, à savoir la distribution linéaire de la plupart des contraintes et déformations dans l’épais-
seur. On se limitera désormais à un degré deux dans l’épaisseur pour les éléments massifs coque (espace
d’approximation Qp,q,2). L’élément proposé jusqu’ici qui ne fait appel à aucun traitement particulier. Il
possède des performances limitées car il est sujet au verrouillage. On va améliorer ses performances,
c’est l’objet de la section suivante.

3 Développement d’un élément NURBS massif coque performant

3.1 Formulation mixte de l’élément

Pour parvenir à un élément massif coque performant, on met en place dans un premier temps une
formulation mixte. Dans les méthodes mixtes, le champ de contrainte est recherché dans le même temps
que le champ de déplacement habituel. Ceci offre plus de flexibilité puisque l’on s’autorise des interpola-
tions indépendantes pour les champs de contrainte et de déformation. Avec un choix judicieux d’espaces
d’approximation, on peut relâcher, voir même éliminer, les trop nombreuses contraintes responsables du
verrouillage.

En gardant les notations introduites dans la section 2, le problème mixte consiste à trouver à la fois
U⃗ ∈ U et σ⃗t ∈ S , où S est l’espace des contraintes défini tel que

S =
{

σ⃗t ∈
[
L2 (Ω)

]6
}
, (11)

qui minimisent sur V ⊗S la fonctionnelle mixte suivante :

Πmixed

(
U⃗ , σ⃗t

)
=

∫
Ω

σ⃗t
T ε⃗tdΩ− 1

2

∫
Ω

σ⃗t
T D−1σ⃗tdΩ− l

(
U⃗
)
. (12)

On va chercher à interpoler différemment les efforts généralisés responsables du verrouillage en cisaille-
ment transverse et en membrane. Les efforts généralisés sollicitant la membrane du modèle de structure
correspondent pour notre élément massif, à la moyenne dans l’épaisseur des contraintes σ11 et σ22 (voir
exemple de la poutre figure 2 où la partie linéaire des contraintes rend compte de la flexion et la partie
constante de la traction). De manière analogue, les efforts généralisés responsables du cisaillement sont
reliés à la moyenne dans l’épaisseur de σ12 pour le cisaillement plan et, de σ23 et σ13 pour le cisaillement
hors plan. En plus de ces verrouillages présents dans les modèles de structure, l’élément de type massif
coque, avec sa capacité de se déformer dans l’épaisseur de la coque, est sujet au verrouillage de pince-
ment. Le pincement est donné par la composante de contrainte σ33, il est lié à la membrane via l’effet
Poisson. On propose donc de traiter cette composante comme celle de membrane. Au final, ceci revient
à traiter toutes les composantes du champ de contrainte de la même manière : on modifie seulement
l’interpolation de la moyenne dans l’épaisseur. On écrit la contrainte comme :

σ⃗t = σ⃗t
moy⊥ + σ⃗t

moy, (13)
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où σ⃗t
moy est la contrainte moyenne dans l’épaisseur et σ⃗t

moy⊥ le complément pour obtenir la contrainte.
σ⃗t

moy⊥ se calcule à partir du champ de déplacement U⃗ et s’écrit :

σ⃗t
moy⊥ = Dε⃗t

(
U⃗
)
− 1

h

∫ h/2

−h/2
Dε⃗t

(
U⃗(z̃)

)
dz̃ = Dε⃗t

(
U⃗
)
−DM⃗ID (⃗εt) , (14)

où l’on utilise la notation M⃗ID (⃗εt) pour désigner la moyenne dans l’épaisseur des déformations

M⃗ID (⃗εt) =
1
h

∫ h/2

−h/2
ε⃗t

(
U⃗(z̃)

)
dz̃. (15)

Avec ces hypothèses, l’équation (12) devient

Πmixed

(
U⃗ , σ⃗t

moy
)

= 1
2
∫

Ω

[
ε⃗t

T Dε⃗t − M⃗ID (⃗εt)
T DM⃗ID (⃗εt)

]
dΩ+

∫
Ω M⃗ID (⃗εt)

T σ⃗t
moydΩ

−1
2
∫

Ω
(
σ⃗t

moy)T D−1σ⃗t
moydΩ− l

(
U⃗
)
.

(16)

x

y

membranne + flexion

Fig. 2 – Principe d’extraction de la membrane sur la flexion : moyenne de la contrainte dans l’épaisseur.

Maintenant, il nous faut définir des interpolations cohérentes pour nos deux inconnues U⃗ et σ⃗t
moy du

problème. Pour cela, on procède comme habituellement dans les méthodes mixtes, c’est-à-dire que l’on
choisit d’interpoler les efforts dans l’espace des fonctions de degré polynomial n−1 si les déplacements
sont recherchés dans un espace de degré n. Ainsi, rappelant que l’on choisit U⃗h dans Qp,q,2, on cherchera

une contrainte σ⃗t
moyh

engendrée par les fonctions de base notées ÑA,A ∈ {1,2, .., ñ} générant l’espace
Qp−1,q−1,0. Les fonctions ÑA,A ∈ {1,2, .., ñ} se doivent bien évidemment d’être constantes à travers

l’épaisseur (direction χ) puisque, de part construction, σ⃗t
moyh

l’est.
La minimisation de la fonctionnelle eq. (16) pour U⃗h dans Qp,q,2 et σ⃗t

moyh
dans Qp−1,q−1,0 amène à

résoudre un système linéaire de la forme suivante :[
[Kqq] [Kσ̃q]

T

[Kσ̃q] − [Kσ̃σ̃]

] {
{q}
{σ̃}

}
=

{
{F}
{0}

}
, (17)

qui peut être réduit aux seules variables cinématiques en faisant une condensation statique sur toute la
structure des inconnues de contrainte :

[Kσ̃q]{q}− [Kσ̃σ̃]{σ̃}= {0} . (18)

Ceci conduit finalement à la matrice de rigidité globale suivante :

[Kmixed ] = [Kqq]+ [Kσ̃q]
T [Kσ̃σ̃]

−1 [Kσ̃q] . (19)

Il faut savoir que la méthode proposée ici conduit à l’inversion de la matrice [Kσ̃σ̃] qui a la forme
d’une matrice de masse ce qui rend la matrice de rigidité globale [Kmixed ] pleine. Ce point néfaste en
termes d’implémentation et de coût de calcul semble être un aspect courant des méthodes qui suppriment
efficacement le verrouillage des approximations NURBS d’ordre supérieur ou égal à deux. Le faible
nombre de degrés de liberté permettant d’avoir une bonne approximation rend toutefois la méthode
légitime à utiliser.
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3.2 Formulation B de l’élément

Il apparait que l’élément fini NURBS massif coque mixte développé dans la partie précédente 3.1
peut être trouvé à partir d’une formulation de type projection de déformation B. En effet, en définissant
l’opérateur Π qui projette la moyenne des déformations dans l’espace Qp−1,q−1,0 en utilisant la norme
L2 :

M⃗ID (⃗εt) = Π
(

M⃗ID (⃗εt)
)
=

ñ

∑
A=1

ÑAM⃗ID
(

ε⃗h
t

)A
=

ñ

∑
A,B=1

ÑAM̃−1
AB

∫
Ω

ÑBM⃗ID
(

ε⃗h
t

)
dΩ, (20)

la forme bilinéaire associée à la formulation B équivalente se définit comme suit :

b
(

U⃗ ,V⃗
)
=

∫
Ω

[
ε⃗∗t

T
Dε⃗t − M⃗ID

(
ε⃗∗t
)T

DM⃗ID (⃗εt)

]
dΩ+

∫
Ω

M⃗ID
(

ε⃗∗t
)T

DM⃗ID (⃗εt)dΩ. (21)

Le terme M̃AB fait référence à la matrice de masse de la base "tilde", on se retrouve avec une matrice de
rigidité globale pleine à cause de l’inversion de ce terme.

3.3 Réduction du coût de calcul : formulation "B locale" de l’élément

Pour finir, on propose de construire la projection B de la partie précédente en utilisant une méthode
des moindres carrés locale (LLSQ) [9] à chacun des éléments du maillage. Ceci va permettre de limiter
le coût de calcul. En effet, l’idée ici est de considérer une projection non pas globale à la structure,
mais locale à chacun des éléments puis de lisser la solution sur la structure en question, ceci de sorte
d’approcher la solution projetée globalement sans avoir à inverser une matrice de masse globale qui
conduit à un opérateur plein.

Pour ce faire, on définit un nouvel opérateur de projection ΠE permettant d’obtenir l’approximation

M⃗ID(⃗εt)
E

de M⃗ID(⃗εt) (voir pour rappel eq. (20)). On part d’une projection locale sur chacun des élé-
ments du maillage. On note alors les fonctions de base NURBS locales Ñe

m qui sont la restriction des
fonctions de base globales ÑA sur l’élément e occupant le sous domaine Ωe de Ω. m désigne le numéro
locale de la fonction. En d’autres termes, Ñe

m vaut ÑA sur Ωe et est nulle ailleurs dans Ω. En considérant
ñe le nombre d’éléments du maillage et ñm le nombre de fonctions locales par élément, la projection de
M⃗ID(ε⃗h

t ) sur Ñe
m par la norme L2 s’écrit telle que :

M⃗ID
(

ε⃗h
t

)e

m
=

ñe

∑
f=1

ñm

∑
k=1

(
M̃e f

mk

)−1(
Ñ f

k ,M⃗ID
(

ε⃗h
t

))
Ω f

=
ñe

∑
f=1

ñm

∑
k=1

(
M̃e f

mk

)−1 ∫
Ω f

Ñ f
k M⃗ID

(
ε⃗h

t

)
dΩ f . (22)

Celle-ci ne requiert plus l’inversion d’une matrice de masse globale mais seulement l’inversion de ma-
trices de masse locales aux éléments. La déformation obtenue est en revanche discontinue sur l’ensemble
de la structure puisque chacun des éléments du maillage est traité indépendamment, c’est-à-dire qu’aucun
assemblage n’est réalisé. La suite de la procédure LLSQ consiste par conséquent à lisser la déformation
de façon non coûteuse en appliquant la moyenne des degrés de liberté locaux partagé à chaque degrés de
liberté global correspondant. La méthode conduit à une matrice de rigidité globale qui possède une struc-
ture sparse comme habituellement en éléments finis. Afin de simplifier les désignations et d’éviter les
confusions, on parlera dans ce qui suit d’élément B local pour l’élément avec application de la procédure
LLSQ et d’élément B complet pour celui avec la projection globale définie dans la partie 3.2.

4 Résultats numériques : hémisphère pincée

Afin de justifier des performances des éléments développés dans ce travail, on calcule le cas test
de l’hémisphère pincée (voir figure 3(a)). Dans ce problème, une coque hémisphérique est pincée via
l’application à deux antipodes de son équateur de deux forces ponctuelles opposées. L’équateur est libre.
Le problème étant symétrique, on modélise seulement un quart de la structure et on choisit pour éliminer
le mouvement de corps rigides restant, de fixer suivant z⃗ le point sommet du huitième de sphère. Ce
problème est connu pour être très sévère. En effet, sa géométrie doublement courbe le rend très sensible
aux phénomènes de verrouillage et son chargement ponctuel amène à un état de déformation complexe
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qu’il est difficile d’obtenir. La géométrie de la structure est représentée exactement avec les fonctions
NURBS à partir d’un maillage composé d’un seul élément de degré 2 dans les longueurs (p = q = 2). La
déformée ainsi que le maillage initial pour 8 éléments par côté sont montrés figure 3(a)). La solution de
référence pour ce problème concerne le déplacement suivant la direction et au niveau de l’effort. Il vaut
ure f = 0.0924 [10]. La convergence de cette quantité d’intérêt est étudiée figures 3(b), 3(c) et 3(d) pour
les différents éléments massifs coque développés : "basique" fait référence à l’élément standard de la
section 2.2, "Bbar complet" à celui utilisant la projection B complète section 3.2 et, "Bbar local" désigne
celui avec la projection B local utilisant la procédure LLSQ (section 3.3). Les ordres d’interpolation
p = q = 2, 3 et 4 sont envisagées, l’ordre dans l’épaisseur étant toujours r = 2.

sym
sym

libre

encastréx y

z

F
F

u

maillage 
  initial

configuration
  déformée

(a) Description et données du problème.
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(b) Élément massif coque standard.
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(c) Élément B complet.
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(d) Élément B local.

Fig. 3 – Résolution de l’hémisphère pincée : convergence du déplacement

On voit sur la figure 3(b) que la convergence demeure lente pour l’élément standard. Celui-ci est
effectivement sujet au verrouillage, des stratégies d’élévation du degrés d’interpolation l’atténue mais
ne le supprime pas véritablement. À l’inverse, on s’aperçoit figure 3(c) que la convergence devient ex-
trêmement rapide avec l’élément B complet. 4 voir 2 éléments par côté suffisent à obtenir une solution
valable contre une dizaine pour l’élément basique d’ordre 4. De plus, il apparait qu’avec cette stratégie
un ordre 2 suffise à obtenir une très bonne précision. En effet, le verrouillage étant vraisemblablement
déjà enlevé avec l’ordre 2, il n’est plus nécessaire d’augmenter le degré d’approximation au delà pour
le traiter. Ensuite, l’ajout de solution de l’élément B local figure 3(d) permet de se rendre compte de la
précision assez équivalente d’une projection locale vis-à-vis d’une projection complète. Nous avons par
conséquent pour cette dernière stratégie un élément qui en plus d’être très précis n’est pas très coûteux à
calculer.

Il apparait en fait finalement que les éléments massifs coque développés dans ce travail possèdent
des performances équivalentes à celles des meilleurs éléments finis massifs coque classiques. L’avantage
ici par rapport aux classiques est que nous utilisons un formalisme suffisamment général pour avoir des
éléments isogéométriques qui fonctionnent quelque soit l’ordre d’interpolation de l’approximation. En
effet, la plupart des éléments finis massifs coque classiques sont restreints à des approximations linéaires
suivant les trois directions de l’espace et font appel à des techniques sophistiquées difficilement appli-
cables aux fonctions NURBS avec leur continuité d’ordre supérieur (souvent combinaison de méthode
de déformation assumée avec règle d’intégration réduite et contrôle des modes de hourglass).
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5 Conclusion

On a développé dans ce travail des éléments finis NURBS massifs coque. L’idée est de décrire la
structure élancée en utilisant une unique couche d’éléments basiques de mécanique des milieux continus
3D (avec seulement des déplacements aux points de contrôle comme degrés de liberté) dans l’épaisseur.
Les cinématiques coque souvent complexes sont dès lors éliminées et la possibilité de caractériser le
comportement dans l’épaisseur de la coque est offerte. De ce que l’on sait, c’est la première fois que
la vision élément massif a véritablement été appliqué au calcul de coque dans le contexte de l’analyse
isogéométrique. La mise en place de techniques particulières basées sur la projection B des déformations
a permis d’aboutir à des éléments isogéométriques de bas degrés extrêmement performants en terme
de précision des approximations pour des maillages grossiers. En effet, comme la technologie NURBS
permet de représenter avec très peu d’éléments la géométrie exacte de la coque, il a pu être montré
qu’un maillage NURBS composés de ces quelques éléments permet déjà de calculer le problème coque
avec une très grande précision. Le calcul de cas tests en élasticité linéaire dans le cadre des petites
perturbations a permis d’illustrer la compétitivité des éléments développés.

L’idée intégrer l’approche moindres carrés locaux semble, avec le deuxième élément développé,
constituer une piste pour résoudre le problème de matrice de rigidité globale pleine avec la méthode
B, point qui jusqu’ici n’avait encore jamais été vraiment traité. Cette opportunité laisse par conséquent
entrevoir la possibilité de construire des éléments finis NURBS B dégradés en utilisant directement un
schéma classique d’intégration élément par élément. Ceci permettrait de donner un poids important à ces
méthodes de calcul dans le monde de l’ingénierie puisqu’il deviendrait possible avec une telle démarche
d’implémenter facilement ces éléments très performants dans des codes éléments finis usuels.
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